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Über eine Aufgabe der Mechanik. 

Von J. Weingarten in Berlin. 1 ) 


Die Frage nach denjenigen Kurven, welche die Eigenschaft haben, 
für die Bewegung eines materiellen Punktes, der auf ihnen zu bleiben 
gezwungen ist, und durch den Einfluß gegebener Kräfte bewegt wird, 
tautochron zu sein, hat ehemals das Interesse der Mathematiker auf sich 
gezogen, und eine Menge spezieller Aufgaben dieser Art haben daher 
ihre Erledigung gefunden. Mit einer solchen beschäftigt sich Abel im 
1. Bde. des Crelleschen Journals (Lösung einer mechanischen Aufgabe), 
indem er die Gleichung der Kurve, welche die Zeit der Bewegung 
eines Punktes, der von einem beliebigen Punkt derselben bis zum 
tiefsten durch eine konstante Schwerkraft getrieben wird, zu einer ge- 
gebenen Funktion der durchfallenen Höhe macht, auf eine höchst ele- 
gante Weise bestimmt. Im 48. Bande jenes Journals wird dieselbe 
Frage von Meißel unter Voraussetzung des Newtonschen Attraktions- 
gesetzes auf eine von der Abelschen vollkommen verschiedene Weise 
behandelt, wobei jedoch das Endresultat eine wenig elegante Form 
annimmt. 

Eine allgemeine Lösung jenes Problems für ein beliebiges Attrak- 
tionsgesetz läßt sich nach dem Vorgänge Abels mit Hilfe eines be- 
stimmten Integrals leicht geben. Um im folgenden nicht aufgehalten 
zu werden, will ich zuvörderst die Formel, aus welcher jene Lösung 
sofort abzulesen ist, entwickeln. Zu dem Ende mache ich Gebrauch von 
folgender, leicht geometrisch zu verifizierenden Gleichung: 



1) Die Arbeit stammt aus dem Jahre 1859 und ist aus äußeren Gründen 
unveröffentlicht geblieben. Sie dürfte auch jetzt noch durch die Eigenart der 
Methode das Interesse der Mathematiker erregen, obwohl inzwischen andere 
Arbeiten über Probleme des Tautochronismus veröffentlicht sind und insbesondere 
Somoff 1869 in seiner „Note sur la solution donntSe par Abel d’un probleme de 
mecanique“ (Bull. Acad. Petersb. 1*1, 469) für eine Kraft, die ein Potential hat, 
die Lösung ebenfalls mit Hilfe von Doppelintegralen entwickelt hat. Red. 

Archiv der Mathematik und Physik. III. Reihe. V. 1 
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J. Weingarten: 


Substituiert mau in dieselbe für die willkürliche Funktion <p (a, ;*) die 
folgende: 


9 >(a, r) = 


,,, \ ds 
* <“> dr 


iP (*) — P («)) 1 " (P («) — P (*•))" ’ 
so erhält man folgende Gleichheit zwischen zwei Doppelintegralen: 


x a 

l p'(a)da j 

J (p(x) - P(a)) 1 ~ n J ( 


ds 

dr 


dr 


(P(<*) — ip(r))’ 


■ f d \irf 

J dr J (p(x) — p(a )) 1 


p'(a)da 


OK«) — v(r)y 


Bemerkt man aber, daß das Integral: 


r py 

J (pix)-p(a)) 1 - 


(a)da 

OK«) — p(r)) H 


durch die Substitution 

il>(a) — P{x) = 53 • (tl>(r) — P(x)) 

in folgendes übergeht: 

1 

- (3)~ H d& = (1 — n f n), 

u 

und daß: 

(i — »,..) = r(»)r(i-n) = ^, 

so folgt, wenn man noch voraussetzt, daß die Funktion s von r für 
r = k verschwindet: 


2 

/; 


p'(a)dia) 

OK*) — pia )) 1 


ds . 

-T- • dr 


(p(a)—p(r))” sin (n ») 


> 


eine Formel, welche mannigfache Dienste leisten kann, und in der k 
ganz willkürlich ist. 

Für k = 0 und p(a) = a geht sie in die von Abel 

x a 




da 


(x — a)‘ 




= r(n) r( l - «)s 


über. 
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Über eine Aufgabe der Mechanik. 

Setzt man in der allgemeinen Formel \ für n, so folgt: 


x a 

1 j x \>'(fl)-da j 

n J Vxü ( x) — t b(a) kJ V 


ds 

T ■ dr 
dr 


Vv(x) — ^(«) *j V^(«) — V(r) 

k k 


— Sr» 


Es sei nunmehr eine ebene Kurve betrachtet, auf welcher ein 
materieller Punkt beweglich ist. Derselbe werde von einem in der 
Ebene der Kurve liegenden anziehenden Zen- 

trum C angezogen, mit einer nur von der Ent- 
fernung r von C wirkenden Kraft von der 
Größe pro Masseneinheit. Die Kurve 

selbst sei überall konvex gegen C. 

Bezeichnet k die Entfernung des dem 
Punkte C zunächst gelegenen Punktes B der 
Kurve, a die Entfernung desjenigen Punk- 

tes A derselben Kurve, in welchem die Be- 
wegung des materiellen Punktes ohne 

Geschwindigkeit beginnt, ferner r seine Ent- 
fernung von einem beliebigen Punkte, und 
schließlich s die von B anfangende nach A positiv gewählte Bogen- 
länge BF , so wird die Differentialgleichung der Bewegung 



und 


d*8 N dr 




Hieraus ergibt 
Punkte B zu: 


sich die Zeit der Bewegung von A bis zu dem 


f 

J 1 /xb(a) — 


dr 

Vxp(a) — xp(r) 


Es wird verlangt, den Bogen s so als Funktion von r anzugeben, 
daß x eine gegebene Funktion <p(a) der anfänglichen Entfernung a werde. 
Zu dem Ende muß die Gleichung: 


<p(a) 


i 

■/; 


ds . 

jT ■ dr 
dr 


Yxf>{a) — xt>\r) 


identisch erfüllt werden. Multipliziert man auf beiden Seiten mit 

l* 
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Wilhelm Schell: 


} = -=r und integriert zwischen den Grenzen k und x, so folgt 

* yV(*)-t i>{a) 

mit Rücksicht auf die oben abgeleitete Formel 


1 (o) cf a . da 

7t Vipix) -y(a) 


indem s für x = k verschwindet. Man hat daher für s durch r aus- 
gedrückt: 


1 cp(a) da 

k 


wodurch die Aufgabe gelöst ist. 

Für die Tautochrone wird <p(a) = u = const., woher für ihre 
Gleichung: 


Aus dieser Gleichung ermittelt sich leicht die Polargleichung der 
Tautochrone für den Punkt C als Pol. 

Berlin, 1859. 


Synthetische Behandlung einiger Probleme über Kurven 

doppelter Krümmung. 

Von Wilhelm Schell in Karlsruhe. 

1. Die Kurven konstanten Abstandes der Schmicgunflscbencn von 
eitlem Punkte. — Es sei eine Kurve, als kontinuierliche Punktfolge 
MM'M' M"' ... gedacht, durch die Bedingung bestimmt, daß ihre 
Schmiegungsebene von einem Punkte P den konstanten Abstand a 
habe. Durch P ziehen wir nach den Kurvenpunkten M die Strahlen P 
sie bilden eine Kegelfläche mit dem Mittelpunkte P. Die Schmiegungs- 
ebene des Punktes M der Kurve geht durch M und die beiden fol- 
genden Punkte M', M" derselben, die Schmiegungsebene des folgenden 
Punktes M' durch M ', M", M"’. Beide Schmiegungsebenen schneiden sich 
in der Tangente des Punktes M', welche die Richtung des Bogen- 
elementes M' M" hat. Fällen wir von P auf die beiden Schmiegungs- 
ebeneu MM'M" und M' M ' M " die Perpendikel PQ und P^\ so 
steht deren Ebene PQQ auf beiden und mithin auf ihrer Durch- 
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Synthetische Behandlung einiger Probleme über Kurven doppelter Krümmung. 5 

schnittslinie, der Tangente des Punktes M', senkrecht. Lassen wir M' 
mit M zusammenfallen, so fallen beide Schmiegungsebenen in der 
Schmiegungsebene von M und beide Perpendikel in dem von P auf die 
Tangente von M gefällten Perpendikel PQ zusammen. Dies Perpen- 
dikel liegt in der Tangentenebene der Kegelfläche, welche diese längs 
PM berührt. Daher steht die Schmiegungsebene der zu bestimmenden 
Kurve auf der Tangentenebene der Kegelfläche in M senkrecht und 
geht durch die Normale dieser Fläche in M. Die Tangentenebene der Kegel- 
fläche ist daher die rektifizierende Ebene der Kurve und die Kegel- 
fläche ihre rektifizierende Fläche, durch deren Abwickelung sie in eine 
Gerade übergeht. Diese Betrachtung liefert daher den Satz: 

Die Kurven konstanten Abstandes ihrer Schmiegungsebenen von einem 
Punkte P sind die kürzesten ( geodätischen ) Linien der Kegelfläehen, welche 
den Punkt P zum Mittelpunkt haben. 

Zwei aufeinanderfolgende rektifizierende Ebenen einer Kurve 
schneiden sich in der rektifizierenden Geraden derselben, und diese Gerade 
bildet mit der Tangente der Kurve einen Winkel H , für welchen 
tg H=r:g ist, wenn p und r den Kriimmungs- und Torsionsradius 
der Kurve bedeuten. 1 2 ) Beim Übergang eines Kurvenpunktes in den 
nächstfolgenden ändert sich der Winkel U um den unendlich kleinen 
Winkel der beiden aufeinanderfolgenden rektifizierenden Geraden. Für 
die geodätische Linie einer Kegelfläche ist die Erzeugungslinie dieser 
Fläche die rektifizierende Gerade, und man sieht leicht, daß H fort- 
während wächst, während der beschreibende Punkt die Kurve durch- 
läuft. In einem gewissen Punkte M 0 wird U — und in ihm, dem 
Scheitel, steht die Tangente auf dem Strahle PM 0 in 3/ 0 senkrecht 
und wird daselbst PM 0 — a, gleich dem konstanten Abstand der 
Schmiegungsebenen. Wickelt man nun die Kegelfläche ab, so erhält 
man das ebene Dreieck M 0 MP, in welchem die Seite M 0 M den vom 
Scheitel an gerechneten Kurvenbogen s darstellt, während an M der 

Winkel H liegt. Daher wird tg H—~ und folglich mit Hilfe von 

tg H = r : q auch p : r = s : a\ welche Gleichung die charakteristische 
Eigenschaft der geodätischen Linie der Kegelflächen ausspricht, nämlich: 

.yFür die geodätische Linie der Kegelfläehen ist das Verhältnis des 
Krümmungsradius p zum Schmiegnngsradius r dem Bogen s proportional, 
wenn derselbe vom Scheitel der Kurve an gerechnet wird}) 


1) Vgl. meine allgemeine Theorie der Kurven doppelter Krümmung in rein 
geometrischer Darstellung. 2. Auf!., Leipzig 1898. Kap. VI, § 5. 

2) Ebendas. Kap. FV, § 13, Satz XI, a. E. 
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2. Die Kurven konstanten Abstandes der rektifizierenden Ebene von 
einem Punkte P. — Die rektifizierende Ebene einer Kurve ist die 
Schmiegungsebene ihrer rektifizierenden Gratlinie, d. h. der Gratlinie der 
abwickelbaren Fläche, durch deren Abwickelung die Kurve in eine Ge- 
rade übergeht. Daher ist nach § 1 die Kurve eine Kurve konstanten 
Abstandes der rektifizierenden Ebene von einem Punkte P, wenn diese 
Gratlinie eine geodätische Linie einer Kegelfläche mit dem Mittel- 
punkte P ist. Diese Gratlinie ist aber gemeinschaftliche rektifizierende 
Gratlinie für alle geodätischen Linien ihrer Tangentenfläche, weil 
diese durch die Abwickelung ihrer Fläche in gerade Linien übergehen. 
Daher der Satz: 

Die Kurven konstanten Abstandes ihrer rektifizierenden Ebenen von 
einem Punkte P sind die geodätischen Linien der abwickelbaren Fläche , 
deren GraÜinien geodätische Linien auf Kegelflächen sind , deren Mittel- 
punkt P ist. Die geodätischen Linien dieser Kegelfläche selbst sind ins- 
besondere Kurven konstanten Abstandes ihrer rektifizierenden Ebene vom 
Abstande Null von P. 

3. Die Kurven konstanten Abstandes der Normalebene von einem 
Punkte P. — Die Normalebene einer Kurve ist die Schmiegungsebene 
der Gratlinie der Fläche der Krümmungsachsen, welche Fläche von ihr 
in allen Lagen berührt wird. Diese Fläche ist gemeinschaftliche Fläche 
der Krümmlingsachsen für alle Planevolventen der Normalebene. 1 ) Sie ist 
deren Evolutenfläche und ihre Evoluten sind ihre geodätischen Linien. 
Hieraus ergibt sich der Satz: 

Die Planevolventen der GraÜinien aller abwickelbaren Flächen sind 
die Kurven konstanten Abstandes der Normalebene in eitlem Punkte P, 
wenn die GraÜinien geodätische Linien von Kegclflächen mit dem Mittel- 
punkte P sitid. 

Die Planevolventen der Normalebene sind zugleich Scharevolventen 
der geodätischen Linien der Fläche der Krümmungsachsen, daher kann 
der Satz auch in der Form ausgesprochen werden: 

Die Evolventen der geodätischen Linien der abwickelbaren Flächen, 
deren Gratlinien geodätische Linien von Kegclflächen mit dem Punkt P 
als Mittelpunkt sind, sind die Kurven konstanten Abstands der Normal- 
ebene vom Punkt P. 2 ) 


1) a. a. 0. S. 46. 

2) Eine analytische Behandlung der drei Probleme in Nr. 1,2,3 von 
Pirondini findet sich in Battaglinis (riornale di matematichc Jahrg. 26. (1888) 
in dessen Abhandlung: Sülle linee a doppia curvatura. 
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4. Zur Theorie der Kurven konstanter Torsion. — Das Problem der 
Kurven konstanter Torsion ist allgemein noch nicht gelöst. Es sind bis 
jetzt nur einzelne Arten und Gattungen dieser Kurvenfamilie bekannt, 
wie die Kurven konstanten Krümmungshalbmessers, die Verbiegungs- 
kurven eines Kreises, die Loxodromen des Kreiscylinders und ein spezieller 
kubischer Kegelschnitt. Die Lösung hängt eng mit den Umkehrungs- 
problemen der Krümmungshalbmesser imd Hauptnormalen zusammen; 
es soll hier gezeigt werden, wie man aus einer gegebenen Kurve kon- 
stanter Torsion mit Hilfe dieser Umkehrungen ganze Scharen von Kurven 
dieser Familie ableiten kann. Durch jede solche Kurve lassen sich näm- 
lich unendlich viele windschiefe Flächen legen, auf deren jeder noch 
eine zweite Kurve derselben Art gefunden werden kann. 

Es sei M, M'j M", ... die kontinuierliche Punktfolge einer Kurve 
(Af) und C, C', C", . . . die der Kurve (C) ihrer Krümmungsmittel- 
punkte. Durch die Tangenten t } t\ t” f . . . von (C) legen wir nach 
irgend einem Gesetz eine kontinuierliche Folge von Ebenen e, e', e", . . .; 
dieselben berühren eine abwickelbare Fläche F und schneiden sich paar- 
weise aufeinanderfolgend in der Folge von Geraden x, x', x", . . ., den 
Erzeugungslinien dieser Fläche, welche ihrerseits durch ihre succesBiven 
Durchschnitte K, K' } K ", ... die Kurve ( K) liefern, nämlich die 
Gratlinie der Fläche F, deren Schmiegungsebenen die Ebenen e sind. 
Ziehen wir in den Ebenen s durch die Punkte C zu den durch sie 
hindurchgehenden Geraden x die Normalen n imd legen durch die 
Punkte C f C', K Kreise, so werden diese die Kurve (C) in den Punkten 
C berühren und die Normalen n außer in C noch in Punkten M schneiden. 
Die Folge der Punkte M bildet eine Kurve (Af), deren Krümmungs- 
mittelpunkte die Punkte C, deren Normalebenen die Ebenen f, deren 
Hauptnormalen die Geraden w, deren Krümmungsachsen die Geraden x 
und deren Schmiegungskugelmittelpunkte die Punkte K sind. 

Man erkennt dies, indem man die Ebene e über die Fläche F be- 
rührend hingleiten läßt, wobei diese sich auf e abwickelt und abbildet. 
Bei dieser Abwickelung rotiert die Ebene e successive um die Ge- 
raden x und beschreibt der Punkt M senkrecht zu ihr das Bogenelement 
MM ' der Kurve (Af), deren Normalebenen die verschiedenen Lagen 
von £ werden. Die Kurve ( C) geht in eine ebene Kurve (y), die 
Kurve ( K) in eine ebene Kurve (x) über. Die Normalen n werden 
zu Strahlen v eines Punktes fi, welcher die Abbildung aller Punkte M 
der Kurve (A/) ist; die Geraden x bilden sich ab als die Tangenten x 
der Kurve (x) imd stehen senkrecht auf den Geraden v. Der Punkt fi 
wird der Pol, in Bezug auf welchen die Kurve (y) die Fußpunktkurve 
von (y) ist. Während die Ebene e durch Rotation um die Geraden x 
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und x in die Lagen e' und e" gelangt, beschreibt der Punkt p die 
beiden Bogenelemente MM' und M' M", deren Ebene senkrecht auf e 
und e" und mithin auch auf deren Durchschnittslinie x senkrecht steht; 
daher werden die Geraden n die Hauptnormalen und die Punkte C 
Krümmungsmittelpunkte, die Geraden x Krümmungsaxen und der 
Punkt (K), Schmiegungskugelmittelpunkt von ( M ). 

Durch die angegebene Konstruktion ist eine Kurve (3/) geftmden, 
für welche die Fläche der Geraden n Fläche der Hauptnormalen ist. 
Nach dem Bertrandschen Satze über die Kurven gemeinsamer Haupt- 
normalen gibt es auf derselben Fläche noch eine zweite Kurve ( 3/'), 
für welche sie zugleich Fläche der Hauptnormalen ist, wenn zwischen 

ihrer Krümmung 1 und Torsion — eine lineare Relation — + — = 1 

besteht. Ist eine Kurve (C) gegeben, so kann daher mit Hilfe jeder 
durch sie hindurchzulegenden abwickelbaren Fläche F eine windschiefe 
Fläche gefunden werden, deren Erzeugungslinien die gemeinschaftliche 
Fläche der Hauptnormalen zweier Kurven bilden. Bloß in dem Falle, 
daß diese Fläche ein windschiefes Helikoid ist, gibt es nicht zwei, 
sondern unendlich viele Kurven, welche sie zur gemeinsamen Fläche der 
Hauptnormalen haben, und sind diese Kurven Schraubenlinien eines 
Kreiszylinders. 

Zwei Kurven (3f) und (N) von gemeinschaftlicher Fläche der 
Hauptnormalen besitzen folgende hier in Betracht kommenden Eigen- 
schaften *): 

Es kreuzen sich die Tangenten in den Punkten M und N, in 
welchen sie dieselbe Hauptnonnale treffen . unter konstantem Winkel a. 

Beide Kurven haben konstanten Abstand a der Punkte von einander , 
welche auf derselben Hauptnormalen licgeti. 

Das Produkt der T orsionsh al bm esser r, r beider Kurven in den 

Punkten derselben Hauptnormalen ist konstant, nämlich rr’ — • 

Für die Kurven konstanter Torsion ergibt sich hieraus, daß zu jeder 
solchen Kurve auf der Fläche ihrer Hauptnormalen eine zweite Kurve 
gleichfalls von konstanter Torsion gefunden werden kann in konstantem 
Abstande a von der ersteren und von konstantem Kreuzungswinkel a ihrer 
Tangenten in entsprechenden Punkten. 

Die Lage der beiden Kurven (M) und (IV) konstanter Torsion auf 
der gemeinsamen Fläche ihrer Hauptnormalen ist unmittelbar ersichtlich. 
Ihre Schnittpunkte M und N mit der Erzeugungslinie g der Fläche 
liegen zu beiden Seiten des Zentralpunktes C 0 von g im gleichen Ab- 

1) a. a. 0. VIII. Kap. § 7. 8. 9. 10. 
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stände \a von diesen; es sind die Tangenten von ( M) und ( X) in 
diesen P unk ten senkrecht zu g und bilden die Schmiegungsebenen da- 
selbst mit der Zentralebene gleiche Winkel, so daß die Torsionswinkel 
ebenfalls gleich sind; außerdem sind auch die Bogenelemente gleich. 
Daher besitzen die Kurven (M) und (N) gleiche Torsion in M und N. 
Da die Folge der Ebenen e willkürlich ist, so gibt es durch jede Kurve 
(C) unendlich viele windschiefe Flächen, deren jede gemeinsame Fläche 
der Hauptnormalen für zwei Kurven ist. Ist die eine konstanter Torsion, 
so ist es auch die andere. Zu jeder Kurve konstanter Torsion kann 
also eine unendliche Mannigfaltigkeit von Kurven von gleichfalls konstanter 
Torsion gefunden werden. 

Karlsruhe, den 23. Dezember 1902. 


Über einen vermeintlich richtigen Satz von Gergonne. 

Von R. Stürm in Breslau. 

• 

Einer Abhandlung, welche Steiner in Gergonnes Annales de 
Mathematiques Bd. 19 S. 1 veröffentlicht hat und an deren Schlüsse er 
zu dem Satze gelangt: Wenn zwei Flächen 2. Grades die Kanten eines 
Tetraeders berühren, so liegen die 12 Berührungspunkte auf einer 
Fläche 2. Grades, hat der Herausgeber Gergonne einen analogen Satz 
hinzugefügt, dessen Richtigkeit er für wahrscheinlich hielt: 

Die 12 Berührungspunkte von drei Flächen 2. Grades, welche dem- 
selben Tetraeder eingeschrieben sind, liegen auf einer Fläche 2. Grades. 1 ) 

Es soll im folgenden gezeigt werden, daß dieser Satz nicht richtig ist. 

Wenn A , B, C drei Punkte auf einer Fläche 2. Grades und «, ß, y 
ihre Berührungsebenen sind, so besteht zwischen ihnen eine Beziehung: 
Das Dreieck ABC und das von seiner Ebene aus dem Dreiffaehe ctßy 
ausgeschnittene, ihm umgeschriebene Dreiseit sind perspektiv, und das- 
selbe gilt für das Dreiflach aßy und den Dreikant aus seinem Scheitel 
nach A, B, C. 

Sind daher A, B, C, ct, ß gegeben, so ist die Spur von y in der 
Ebene ABC eindeutig bestimmt. Man hat die Verbindungslinie von 
( BC , ct) und (CA, ß) mit AB zu schneiden; die Gerade von diesem 
Schnitte nach C ist die gesuchte Gerade c u die wir auch als Tangente, 
in C, des Kegelschnitts bezeichnen können, der durch A, B, C geht 

1) Steiners Gesammelte Werke Bd. 1 S. 188, wo der Gergonncsehc Satz 
auch luitgeteilt wird. 
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und in A, B die Ebenen a } ß berührt. Durch diese Gerade c x muß y 
gehen; aber auch jede beliebige (von ABC verschiedene) Ebene durch 
c x genügt der Beziehung. 

Sind hingegen a, ß , y , A, B gegeben, so ist der Ort von C in y 
eine bestimmte, durch aßy gehende Gerade c. Man schneide die Ebenen 
( A , ßy) } ( B , ya) und dann y mit der Ebene aus aß nach ihrer Schnitt- 
linie in c; diese Gerade c ist Berührungskante, mit y f des Kegels 

2. Grades, welcher a, ß, y berührt und zwar a, ß längs der durch A, B 

gehenden Kanten aus aßy. 

Haben die drei Punkte A, B, C und die drei Ebenen a, ß, y die 
vorgeschriebene Lage, so existiert ein Kegelschnitt, welcher a, ß, y in 
A, B, C berührt und, perspektiv zu ihm, ein Kegel 2. Grades aus aßy. 
Alle Flächen 2. Grades, welche diesem Kegel längs jenes Kegel- 
schnittes eingeschrieben sind, und bekanntlich sowohl einen Büschel 
als eine Schar bilden, berühren a, ß, y in A, B, C. 

Nunmehr seien 7 beliebige Punkte A, B, C, A', B' , A” } B" ge- 
geben 1 ); durch A , A\ A” sei die Ebene a, durch B, B', B " die 

Ebene ß gelegt. Zu A, JE?, C, u, ß bestimmen wir die oben beschriebene 
Gerade c ly und y sei eine beliebig durch sie gelegte Ebene (die nicht 
durch den achten assoziierten Punkt jener 7 Punkte geht). Sodann 
werde zu a f ß,y,A\B' der Ort c der Punkte C' konstruiert und auf 
ihm ein beliebiger Punkt CA gewählt, und ebenso zu a, ß, y f A", B " 
der Ort c" der Punkte C" konstruiert und auf ihm ein beliebiger 
Punkt C" gewählt. Der Punkt C ist nicht der achte associierte zu 
A, B , C, A', B\ A", B”\ also geht durch diese 8 Punkte nur eine 
Raumkurve 4. Ordnung 1. Art. Sie hat mit y vier Punkte gemein, 
darunter C, C. Der beliebig auf c" gewählte Punkt C" ist von 
diesen Punkten verschieden, bestimmt daher in dem Büschel durch die 
Kurve eine einzige Fläche 2. Grades. Folglich liegen die 9 Punkte 
A y B, Cy A', B'y C, A"y B”, C" auf einer einzigen Fläche 2. Grades. 
Ist weiter D ein dieser Fläche nicht ungehöriger Punkt, so sei d die 
Berührungsebene der durch ihn gehenden Fläche der Büschel-Schar, die 
zu «, ß, y] Ay B, C gehört, und JE)', 7)" seien ihre Berührungspunkte 
mit den sie berührenden Flächen aus den zu a, ß, y\ A', B', C' und 
a,ß,r,A"yB' ', C" gehörigen Büschel-Scharen. Von diesen 12 Berührungs- 
punkten befinden sich schon die 10 Punkte A, B, C, A', B\ C\ 
A", B"y C", D nicht auf derselben Fläche 2. Grades. 

Breslau, Januar 1903. 

1) Diene Vervollkommnung des Beweises, daß von 7 beliebigen Punkten aus- 
gegangen wird, verdanke ich Teilnehmern an meinen Seminariibungen. 
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Über Umformungen von Maximal- nnd Minimalfignren. 

Von Rudolf Sturm in Breslau. 

Bei Gelegenheit einer früheren Beschäftigung mit den Steinerschen 
Aufsätzen über Maxima und Minima, welche zu meinen Abhandlungen 
im Journal für Mathematik Bd. 96 und 97 geführt hat, stieß ich auf 
eine, wie es schien, noch wenig beachtete Umformung von Maximal- 
und Minimalfiguren; ich lenkte Bd. 97 S. 58 die Aufmerksamkeit auf 
dieselbe und habe sie selbst nicht aus dem Auge gelassen. Dem damals 
ausgesprochenen Wunsch, daß man mehr solche Uniform ungen sammele, 
will ich im folgenden selbst entsprechen, indem ich aus meiner 
Sammlung einige Beispiele mitteile, wobei ich die a. a. 0. gefundenen 
der Vollständigkeit halber mit aufnehme. 

1. Ich beginne mit einem schon dem Altertum angehörenden 
Problem, das ich in Lorias Monographie 1 ): Le scienze esatte nell’ an- 
tica Grecia, IV, Nr. 38, kennen gelernt habe. Serenus von Antissa 
behandelt in seiner Schrift über den Schnitt des Kegels 2 ) die drei- 
eckigen Schnitte eines Rotationskegels mit Ebenen, welche durch die 
Spitze gehen. Es sei r der Radius des Grundkreises, h die Höhe und 
2c die aus dem Grundkreise geschnittene Sehne. Dann ist, voraus- 
gesetzt, daß h < r ist, der Inhalt des ausgeschnittenen Dreiecks am 
größten, wenn 2c 2 = r 2 -f- A*; wenn h — r ist, wird dies maximale 
Dreieck der Achsenschnitt, und es bleibt der Achsenschnitt, wenn 
h > r ist. 

2. Die Stein ersehe Betrachtung über zwei rechtwinklige Dreiecke 
(Ges. Werke, Bd. H, S. 280, Nr. 42) hat mich zu folgenden Sätzen 
geführt: 

In dem einen von zwei rechtwinkligen Dreiecken seien a ly b t die 
Katheten, c l die Hypotenuse, im andern a if e 2 . 

Es seien erstens a lf a 2 einzeln gegeben: a, > a 2 , und die Differenz 
der Hypotenusen gleich y. Dann ergibt sich das Minimum der Differenz 
der Katheten b lf b 2 , wenn die Dreiecke ähnlich sind, so lange y^>a x — 

Ist y = Oj — a 2 , so schrumpfen die Dreiecke beim Minimum in gerade 
Linien zusammen: c, = a,, c 3 = (%, b t = b 2 = 0. Das Gleichsein von 
&, und b 2 bleibt nun Kennzeichen des Minimums, wenn y < a A — a 2 

1) Memorie della Regia Accademia di Scienze, Lettere et Arti di Modena. 
Sezione di Scienze Ser. II Vol. X, XI, XTT (1893, 1893, 1900, 1902). 

2) Deutsch von Nizze, Stralsund 1861. 
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ist. Oder: c X) Cj seien einzeln gegeben: c t ^>c s , und die Differenz der 
Katheten a lf a 2 gleich a ; die Differenz von b if b 2 ist dann am kleinsten, 
wenn die Dreiecke ähnlich sind, so lange a ^ c x — c». Die Gleichheit 
von b lf b 2 , im Grenzfalle u = c t — c» in der Form b x = b 2 = 0 er- 
halten, bleibt Kennzeichen des Minimums, wenn a > c x — c* geworden ist. 

3. Es seien s lf s 2 die kleinsten Halbsehnen, die, wenn zwei Kreise 
Ki, K 2 gegeben sind, von denen K x > K 2 ist, zu einem gemeinsamen 
inneren Punkte gehören, wofern ein solcher vorhanden ist, t 1} t 2 die 
Tangenten von einem gemeinsamen äußeren Punkt; ferner seien D lf 
E x ; D 2 , E 2 die Durchmesser- Endpunkte auf der Zentrale und zwar 
2?,, E 2 die je dem Mittelpunkte des anderen Kreises näheren End- 
punkte, endlich A der äußere, J der innere Ahnlichkeitspunkt. 

Wenn K r von K 2 umschlossen wird, so ist A Minimumspunkt 
für den absoluten Wert \s 1 — s 2 i der Differenz. Berührt K x den K 2 
von innen, so wird dieser Minimumspunkt der Berührungspunkt und 
als solcher Fußpunkt der Potenzlinie. Schneiden sich K x und K 2 , so 
breitet sich der Minimumspunkt über den ganzen inneren Teil der 
Potenzlinie aus. Er reduziert sich wiederum auf den Fußpunkt oder 
Berührungspunkt und Ahnlichkeitspunkt J, wenn Berührung von außen 
statthat. Das Maximum von ’ s 2 — s 2 ergibt sich in E 2} so lange 
es noch gemeinsame innere Punkte gibt. 

Für + s 2 ist J Maximumspunkt in allen Fällen, in denen es 
gemeinsame innere Punkte gibt; Minimumspunkt für s l -f- s 2 ist im 
Falle, wo K 2 von K x umschlossen wird, der Punkt J) 2 , der sich, wenn 
K 2 den K x von innen berührt, mit E x vereinigt. Nun bleibt E x 
Minimumspunkt. 

Bei zwei aus einander liegenden Kreisen befindet sich der Minimums- 
punkt für t x -f- ^ in E 3 und kommt bei der äußeren Berührung in den 
gemeinsamen Punkt. Während die Kreise sich schneiden, repräsentiert 
jeder der beiden Schnitte den Minimumspunkt; tritt die Berührimg 
von innen ein, so fallen sie wieder in den Berührungspunkt, und E it 
der in demselben liegt, bleibt Minimumspunkt, wenn K x den K t 
umschließt. 

Maximumspunkt für | t x — / 2 j ist D x in allen Fällen. 

Der Maximalwert von ( x -f L wird ersichtlich im Unendlichen er- 
reicht, der Minimalwert von | /, — t 2 \ auf der Potenzlinie, so weit sie 
außerhalb liegt. 

4. Wir betrachten den absoluten Wert des Produkts der Abschnitte 
auf den Strahlen eines Büschels vom Scheitel bis zu den Schnitten 
mit einer Kurve (Steiner, Ges. Werke, Bd. II S. 063). Liegt z. B. 
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eine Ellipse vor, so liefert die Parallele zur großen Achse das Maximum, 
die zur kleinen Achse das Minimum. Wird die Kurve eine Parabel, 
so wird das Maximum, auf der Parallelen zur Achse, imendlich groß, 
das Minimum liegt auf der Senkrechten zur Achse. Jenes liegt also 
auf der Geraden nach dem unendlich fernen Punkte der Parabel. Geht 
man nun zur Hyperbel über, so bleibt das Maximum so, wie es sich 
im Übergangsfalle herausgestellt hat, aber es kommt auf zwei Geraden 
zu stände, den Parallelen zu den Asymptoten; zu dem bisherigen Minimum 
ist noch ein zweites gekommen: die Produkte aut den Parallelen zu 
beiden Achsen sind Minima. 

5. Von allen einem spitzwinkligen Dreiecke eingeschriebenen 
Dreiecken hat dasjenige den kleinsten Umfang, dessen Ecken in den 
Fußpunkten der Höhen liegen. 

Wird das gegebene Dreieck rechtwinklig, so geht dies Dreieck 
über in die doppelte Höhe auf die Hypotenuse. Und wenn das Dreieck 
stumpfwinklig wird, so bleibt die Minimumsfigur so, wie sie sich im 
Übergangsfalle gestaltet hat: sie ist die doppelte Höhe auf der größten 
Seite. 

W r enn ein Kreisviereck ABCD gegeben ist, so erhält man das 
Minimum des Umfangs eingeschriebener Vierecke folgendermaßen. 
Schließt das Viereck den Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises 
ein, so seien aus dem Schnitte der Diagonalen die Lote auf die Seiten 
gefallt. Das Viereck der Fußpunkte, welche sämtlich auf den Seiten 
zwischen den Ecken liegen, hat den kleinsten Umfang. Aber es sind 
unendlich viele Parallelvierecke zu diesem Vierecke möglich, innerhalb 
des gegebenen Vierecks gelegen; sie haben alle denselben Umfang, wie 
dies Viereck der Fußpunkte. 

Ist eine Seite des gegebenen Vierecks, etwa CD, Durchmesser des 
Kreises geworden, so ist ein W r inkel dieses Fußpunkt -Vierecks flach 
geworden, und es ist in ein Dreieck übergegangen, das zwei Ecken in 
A und B, die dritte auf CD hat; Minimum des Umfangs der ein- 
geschriebenen Vierecke ist der Umfang dieses Dreiecks. 

Und diese Gestalt behält die Minimumsfigur wiederum bei, wenn 
das Viereck ABCD den Mittelpunkt des Kreises aussehließt. Ist CD 
die Sehne, in deren kleinerem Segment das Viereck sieh befindet, so ist 
das Minimum des Umfangs der des Dreiecks ABG , wo G so auf CD 
liegt, daß AG + BG ein Minimum ist. 

Dies habe ich im Journal f. Math. Bd. 96 S. 64 erörtert. Auf 
S. 71 habe ich dann für das beliebige Viereck folgendes Resultat er- 
halten, das ich hier etwas anders anordnen und aussprecheu will: 
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In dem beliebigen Vierecke ABCD sei A C > 180° und A 
sei stumpf; von den beiden anderen Gegenwinkeln sei D der kleinere, 
jedenfalls spitze. Hinsichtlich des Winkels B unterscheiden wir die 
drei Fälle: B <, =, > ACD + 90°. Nur im ersten Falle kann C ein 
rechter oder stumpfer Winkel sein. Von diesem ersten Falle gehen 
wir aus. Es seien 2), @ die Spiegelbilder von A in Bezug auf die 
Seiten BC , CD, & die Fußpunkte der Lote auf diesen Seiten. Die 
Verbindungslinie 2) (5 schneide die Seiten in 33, 6, sodaß der dreiteilige 
Zug A58&A, von A ausgehend und in 58, ß an den Seiten BC, CD 
gespiegelt, nach A zurückkehrt. Die Punkte 58, © liegen in unserm 
Falle, so lange C spitz ist, auf den Seiten selbst. Und der Umfang 
des Dreiecks y!586 ist die untere Grenze des Umfangs aller dem ge- 
gebenen Vierecke eingeschriebenen Vierecke. 

Wir lassen erstens B — ACD -f- 90° werden. Dann rückt 58 in 
die Ecke B , während (5 noch auf der Seite CD bleibt. Untere Grenze 
ist der Umfang von AB& und dabei bleibt es, wenn B > ACD + 90° 
wird; wir haben also in diesem Falle den Strahl von B zu ziehen, der, 
in (5 an CD gespiegelt, nach A geht. Zweitens lassen wir, wieder 
B > ACD + 90° voraussetzend, C = 90° werden; dann geht 2)@ durch 
C, und in diesem Punkte vereinigen sich 58 und (£; und untere Grenze 
ist ACA, die doppelte Diagonale. Und dabei bleibt es wiederum, wenn 
C < 90° wird. Das Viereck hat dann zwei stumpfe Gegenwinkel, und 
die Diagonale zwischen ihnen, doppelt, ist die untere Grenze des Um- 
fangs der eingeschriebenen Vierecke. 

6. Wenn zwei Punkte A, B und eine Gerade g gegeben sind, so 
ist, w’ofern A , B auf derselben Seite von g liegen, derjenige Punkt 
auf g , welcher die kleinste Entfernungssumme von A und B besitzt, 
der Berührungspunkt, mit g , der Ellipse, welche A und B zu Brenn- 
punkten hat und g berührt, oder einfacher der Schnitt der Verbindungs- 
linie des einen der beiden Punkte mit dem Spiegelbilde des anderen 
in Bezug auf g. 

Fällt A auf g, so wird A , der Schnittpunkt von AB mit g , der 
Minimumspunkt, die Ellipse ist in das Punktepaar (A, B) ausgeartet; 
dieser Schnittpunkt (AB, g) bleibt Minimumspunkt, wenn A auf der 
anderen Seite von g liegt, als B. 

7. Betrachten wir den Punkt kleinster Entfernungssumme von ge- 
gebenen Punkten und begnügen wir uns mit den einfacheren Fällen von 
3 und 4 Punkten. Wenn drei Punkte ein Dreieck bilden, in w elchem alle 
Winkel kleiner als 120° sind, so liegt der Minimumspunkt im Innern 
und zwar so, daß die 3 Halbstrahlen nach den Ecken einen regel- 


Digitized by Google 


über Umformungen von Maximal- und Minimalfiguren. 15 

mäßigen Dreistrahl bilden, d. h. zu je zweien den Winkel 120° ein- 
schließen. 

Ist einer der Dreieckswinkel 120°, so fällt der Minimumspunkt 
in seinen Scheitel; und bei dieser Form der Minimalfigur bleibt es, 
wenn der Winkel > 120° ist: der Scheitel dieses größten Winkels gibt 
das Minimum. 

Sind vier Punkte in einer Ebene gegeben, so mögen sie zunächst 
so liegen, daß keiner von ihnen innerhalb des Dreiecks der 
andern liegt. In diesem Falle ist der Diagonalen -Schnittpunkt der 
Minimumspunkt. Kommt eine Ecke auf eine Seite des Dreiecks der 
andern Ecken zu liegen und zwar zwischen den Ecken, dann ist diese 
Ecke Diagonalenschnitt und Minimumspunkt. Und rückt nun die Ecke 
in das Innere des Dreiecks der andern Ecken, so bleibt sie Minimums- 
punkt. 

Von einer dreikantigen Ecke, deren zugehöriges sphärisches Drei- 
eck ein Viertel der Oberfläche der Kugel ist (der Exzeß beträgt dann 
180°), kann man sagen, daß sie ein Viertelraum sei (ähnlich wie man 
die Worte Halbstrahl, Halbebene gebraucht und den Winkel 120° eine 
Drittelebene nennen kann). 

Liegt nun ein Tetraeder vor, von dem alle Ecken kleiner als ein 
Viertelraum sind, so ist der Minimumspunkt ein im Innern gelegener 
Punkt, bei welchem die vier Halbstrahlen nach den Eckpunkten 
vier dreikantige Ecken bilden, die sämtlich gleich einem Viertel- 
raum sind. 

Ist eine Ecke des Tetraeders selbst gleich einem Viertelraum, so 
ist sie dieser Minimumspunkt, und wenn das Tetraeder eine Ecke be- 
kommt, welche größer ist als ein Viertelraum, so ist deren Scheitel der 
Minimumspunkt. 

Und ähnliche Umformungen finden statt bei mehr gegebenen 
Punkten. l ) 

Auch, wenn es sich um die Entfernungen von gegebenen Geraden 
handelt, kommen solche Umformungen der Minimumsfigur vor. 

Das Gemeinsame der besprochenen Umformungen ist, daß beim 
Übergange von einem allgemeinen Falle zu einem andern die bisherige 


1) Journal f. Mathem. 97 , 49. — Zu der Literatur dieses bis ins 17. Jahr- 
hundert (Fermat, Cavalieri, Torricelli) zurückgehenden Problems der kleinsten 
Entfernungssumme möchte ich noch erwähnen, daß Gauß und Schumacher 188G 
in mehreren Briefen (Bd. IH des Briefwechsels) mit diesem Problem für 4 Punkte 
einer Ebene sich beschäftigt haben, ohne jedoch ein befriedigendes Resultat zu 
erzielen. 
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charakteristische Eigenschaft der Maximums- oder Minimumsfigur auf- 
hört und an ihre Stelle eine andere Eigenschaft tritt, welche sie im 
Übergangsfall erhalten hat. 

8. Etwas anders scheint die Umformung zu sein, welche der 
Sector als Maximalfigur erleidet. 

Wenn ein Winkel vorliegt, welcher < 180° ist, so schließt von allen 
Linien gegebener Länge, welche zwei beliebige Punkte der Schenkel 
verbinden, der Kreisbogen um den Scheitel des Winkels die größte 
Fläche ein. 

Ich habe im Journal f. Math. Bd. 96, S. 48 ff. die Steinerschen Be- 
weise besprochen und erörtert, daß das nicht mehr richtig ist, wenn 
der Winkel > 180° ist. Auf der Grenze 180° ist die Maximalfigur ein 
Halbkreis, und ein Halbkreis ist sie auch, wenn die Grenze über- 
schritten ist, aber doch in etwas anderer Lage, als er sich auf der 
Grenze ergeben hat. Wenn nämlich der Winkel > 180° ist, so ist 
Maximalfigur derjenige Halbkreis, dessen Bogen die gegebene Länge hat, 
und dessen Durchmesser auf dem einen Schenkel des Winkels mit dem 
einen Endpunkte im Scheitel liegt, also nicht mit dem Mittelpunkt. — 

Ich wiederhole, was ich schon im Journal f. Math. Bd. 97, S. 59 
gesagt habe, daß es mir zweifelhaft erscheint, ob der analoge Satz 
im Raume: 

„Unter allen Körpern, welche von einer gegebenen körperlichen 
Ecke (oder Kegel) durch eine der Größe nach gegebene Fläche ab- 
geschnitten werden, ist derjenige ein Maximum’, bei welchem diese 
Fläche einer Kugel um den Scheitel der Ecke angehört“ 1 )» 
für alle Größen der Ecke gilt. 

Breslau, Dezember 1902. 


1) Steiner, Ges. Werke Hd. II, S. 30(5 Nr. 73 IV. Der Schluß des zweiten 
Steinerschen Aufsatzes über Maximum und Minimum enthält noch viele un- 
berührte Probleme; die Aufgabe des Steiner - Preises für 1000 hat auf sie hin- 
gewieseu. 
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Über höhere Kongruenzen. 

Von A. Hurwitz in Zürich. 

Die Frage nach der Anzahl der Wurzeln einer Kongruenz 
a l xP~ i * + OjO^ -3 -f • ■ • + a p _ i = 0 (mod p), 

wobei der Modul p eine Primzahl ist, läßt sich nach einem Satze von 
Herrn König 1 ) mit Hilfe der aus den Koeffizienten a 1 , a s , a p _i 
gebildeten cyklischen Matrix vollständig beantworten. Ist nämlich 
p — 1 — h der Rang dieser Matrix modulo p , so ist h die gesuchte 
Anzahl. Eine ganz anders geartete Antwort auf dieselbe Frage will 
ich in den folgenden Zeilen entwickeln und daran einige weitere auf 
höhere Kongruenzen bezügliche Betrachtungen anknüpfen. 

1. Den Ausgangspunkt meiner Untersuchung bildet die einfache 
Bemerkung, daß nach dem Fermatsehen Satze 

1 — kP~ 1 == 1 oder 0 (mod p) 

ist, je nachdem k durch p teilbar ist oder nicht. Hieraus folgt sofort, 
daß, wenn N die Anzahl der Glieder der Zahlenreihe 

k lf ä* s , . . ., k n 

bezeichnet, welche durch p teilbar sind, die Kongruenz 

(1) N= (1 - 0 + (1 - *) + • • • + (1 - kP - 1 ) (mod p) 

besteht. Durch diese Kongruenz ist die Zahl N unzweideutig bestimmt, 
sobald man von ihr weiß, daß sie nicht größer als p — 1 sein kann. 
Wenn nun die Kongruenz 

(2) f (x) = a 0 + a x x -f a 2 x 3 + • • • -f o r ^f s 0 (mod p) 

vorliegt, so wird die Anzahl N ihrer von Null verschiedenen Wurzeln 
nichts anderes sein, wie die Anzahl der durch p teilbaren Glieder der 
Reihe 

fW, f(ß),...,f(p-i). 


1) Siehe G. Rados, Zur Theorie der Kongruenzen höheren Grades, Cr eile s 
Journal 99, 258; L. Kronecker, Über einige Anwendungen der Modulsystemc 
auf elementare algebraische Kragen, ib. p. 303. Vgl. auch mehrere Arbeiten von 
Gegenbauer in den Bünden 95, 98, 99, 102 und 110 der Sitzungsberichte der 

k. k. Akademie der Wissenschaften zu Wien. 

Archiv der Mathematik und Physik. 111. Beiho. V. 2 
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Folglich ist N bestimmt durch die Kongruenz 
(3) N=^\l - [/■(*)]»-») = - 1 -^[/-(*)?-‘(“odp). 

x = l x= 1 


Um diese Kongruenz weiter zu entwickeln, setze ich 


(4) [f (x)Y~ 1 — (a 0 + OyX + a^x* b a r x r Y ~ 1 

= C 0 + C x x + C t x* + C t x? 4 

Dann kommt 

(5) ^ [/(*)?- 1 (i " + * + ■ ■ ■ + ( P - m 

= — (C 0 4- C p — i 4- Ci (p—i) + • ■ •) (mod p ), 

da bekanntlich 


1^ 2<“ -f- • • • -f (p — 1) M ™ — 1 oder 0 (mod p) 

ist, je nachdem u durch p — 1 teilbar ist oder nicht. 

Aus der Kombination der Kongruenzen (3) und (5) folgt nun 
zunächst der Satz: 

Satz I. Wenn 

[f(x)y~ 1 = C 0 + C t x + C t x* + C 9 x a H 


ist, so tcird die Anzahl N der von Null verschiedenen Wurzeln der 
Kongruenz 

f(x) = 0 (mod p) 

aus der Kongruenz 

K -f- 1 = Cq + C p _ i 4- Cg( P _i) 4~ • • * (mod p ) 

gefunden. 

Wir beachten jetzt weiter, daß die (p — l)* to Potenz von 
f{x ) = a 0 -}- a t x + « s # 2 -f • • • + a r x r 
die Entwickelung 

r/(*)F -1 . . ■a. p _ 1 x‘>'+**+ - +V-x 


besitzt, wo s x , Sj , . . s p _ i unabhängig von einander die Werte 0, 1, 2, . . . , r 
zu durchlaufen haben. Daher ist 

(6) C 0 -f C p - 1 -f Ci( P - x) 4- • • • = a tl a H . . . a,^_ if 

wobei die Summation über alle Systeme s lf s t , . ,.,s p — x zu erstrecken 
ist, für welche die Summe $i + $* + ••• + Sp — i durch p — 1 teilbar 
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ist Indem man die rechte Seite der Gleichung (6) nach den Potenz- 
produkten von « 0 , a,, . . ., a r anordnet, erhält man 

(60 C„ + C,_, + + (p - 1)1^ J ^ 


wo nunmehr die Summe rechter Hand auszudehnen ist auf alle Systeme 
nicht negativer ganzen Zahlen a 0 , a 1 ,... f ce rf welche den beiden Be- 
dingungen 

(I) a 0 a x 4* • • • + « r *= p — l>«i + 2a2 + ***-|-ra r = 0 (mod — 1) 


genügen. Hiernach läßt sich der Satz I auch in folgende Fassung 
bringen: 

Satz II. Die Anzahl N der von Null verschiedenen Wurzeln der 
Kongruenz 

a 0 + a^x -f a^x* H 1- a r xr = 0 (mod p ) 


ist durch die Kongruenz 






(mod p) 


bestimmt, wo die Summation den Bedingungen 

«o + Ol H h a r = p — 1, a t + 2 a, H 1- ra r = 0 (mod p — 1) 


gemäß auszuführen ist 

Nach dem Wilson sehen Satze kann man auch den Faktor (p— 1)! 
durch — 1 ersetzen. 

Durch den Satz H wird die Bestimmung der Anzahl der Wurzeln 
einer Kongruenz zurückgeführt auf die Berechnung einer gewissen 
ganzen ganzzahligen Funktion der Koeffizienten a ^ a v a„ . . . der linken 
Seite der Kongruenz. 

2. Diese ganze ganzzahlige Funktion der Koeffizienten a 0 , a v a„ . . . 
besitzt gewisse Invarianteneigenschaften, zu deren Darlegung ich mich 
nun wende. Dabei ist es zweckmäßig, statt der einen Unbekannten x 
zwei homogene Unbekannte x x : x 2 einzuführen und also an Stelle der 
Kongruenz (2) die folgende 

(8) f(x 1 , x 3 ) => a 0 x[ + a l x r l ~ 1 x 3 + -+ h a r x ' = 0 (mod p) 

zu betrachten. Zwei Paare ganzer Zahlen (x lf x 3 ) und (x v x 2 ), welche 
beide die Kongruenz (8) befriedigen, sind stets und nur dann als nicht 
verschiedene Lösungen der Kongruenz anzusehen, wenn es eine ganze 
Zahl q gibt, welche den Kongruenzen 

x[ — qx x , x‘ t = qx % (mod p) 
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genügt. Sind ferner x x und x a zwei durch p teilbare Zahlen, so be- 
friedigt das Zahlenpaar (x lf xf) die Kongruenz (8); ein solches Zahlen- 
paar wird aber nicht als Lösung der Kongruenz gezählt. Diesen Fest- 
setzungen zufolge ist, wie leicht zu sehen, die Anzahl A der Lösungen 
der Kongruenz (8) nichts anderes, wie die Anzahl deijenigen unter den 
(j) -f- 1) Zahlenpaaren 

(*,, *,) = (0, 1), fl, 0), (1, 1), (1, 2), . . (1 ,p- 1), 

welche die Kongruenz (8) befriedigen. 

Wenn also, wie oben, N die Anzahl der von Null verschiedenen 
Wurzeln der Kongruenz 

a 0 -f a x x + a,a: 2 + • • • 4- « r # r = 0 (mod p ) 
bedeutet, so hat man 

A — N t wenn weder a 0 noch a r = 0 (mod p ), 

A — N -f 1, wenn einer der beiden Koeffizienten a 0 und a r = 0 (mod p), 
A = N -f- 2, wenn beide Koeffizienten a 0 und a r ~ 0 (mod p). 

ln jedem Falle ist daher 

A -f ag — 1 -f aß — 1 = N -f 2 (modp). 


Hiernach kann der Satz H auch so formuliert werden: 
Satz III. Die Anzahl A der Lösungen der Kongruenz 

(8) a 0 X^ 4- a^—'x^ 4- a s x r 1 ~ 2 x | -f • • • 4* a, r sf a = 0 (mod p) 

befriedigt die Kongruenz 


(9) A 


i =y\- 

er. 


(P — 1 )! 


a. 


«r« 


- ag°a“' . . . a a r r — aß- 1 — aß- 1 (modp), 


wobei die Summation zu erstrecken ist auf alle Exponentensysteme a 0 , a,, . . ., a r , 
welche den Bedingungen 

(10) «o 4 «i 4 \- cc r =p — 1, 4- -| |-ra r E=0(mod p— 1) 


genügen. 


Die auf der rechten Seite der Kongruenz (9) stehende Funktion 
der Koeffizienten a 0) a v . . ., a r möge in der Folge mit A (a 0 , a v a a , . . ., a r ) 
bezeichnet werden. Dieselbe ist eine ganze homogene Funktion (p — l) 8ten 
Grades. 

Dies vorausgeschickt, betrachte ich nun eine ganze ganzzahlige 
lineare Substitution 


(U) 


j», = «Vi 4- ßy if 
W* - ry i + dy*> 
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deren Determinante ad — ßy nicht durch p teilbar ist. Durch diese 
Substitution gehe die Kongruenz (8) in 

(12) \y\ + + 1>tlTr*y\ + 1- Kvi = 0 ( mod />) 

über. Da nun vermöge (11) jedem Zahlenpaare (y,, y 2 ) (mod p) ein 
bestimmtes Zahlenpaar (x lf x 2 ) (mod/>) entspricht und umgekehrt, so 
haben die Kongruenzen (8) und (12) genau dieselbe Anzahl von Lösungen 
Also folgt: 

Satz IV. Geht die Form 

(13) f(x 1} #,) = a 0 x[ + a^-'x^ + H f- a r x r % 

durch die Substitution (11) in die Form 

(U) <p (Vit Vi) = \y\ + + h'fr*yi + --- + Kv r 2 

über, so gilt die Kongruenz 

(15) A (b 0f . ., b r ) = A (a 0 , fl,, . . a r ) (mod p). 

In dieser Kongruenz sind 6 0 , b l} . . ., b r homogene lineare ganz- 
zahlige Funktionen der Koeffizienten a 0 , o,, . . ., a rf und die Kongruenz 
findet statt für jedes System ganzzahliger Werte, welches man den 
Koeffizienten a 0 , öj,..., a r beilegen mag. Nun läßt sich aber zeigen, 
daß die Kongruenz (15) in den Koeffizienten a 0 , a r sogar identisch 

stattftndet, d. h. daß die Differenz 

(^o> b lf . . b r ) A (« 0 , . . ., a r ), 

wenn man sie als Funktion der unabhängig veränderlich gedachten 
Koeffizienten a 0 , , o r ansieht, den Zahlenfaktor p besitzt. 

Es gilt nämlich der Satz 1 ): 

„Wenn die ganze ganzzahlige Funktion G (x lf x 9 , . . ., x n ) in keiner 
der Variabein x lf x if . . ., x n von höherem als dem (p — l)* ,cu Grade 
ist und wenn für jedes ganzzahlige System dieser Variabein die 
Kongruenz 

G (x lf .r 2 ,’ . . ., x„) = 0 (raod/>) 

stattfindet, so besitzt die Funktion den Zahlenfaktor p.“ 

Für den Fall einer Variabein folgt dieser Satz unmittelbar aus der 
Tatsache, daß eine Kongruenz (mod/)) nicht mehr Wurzeln besitzen 
kann, als ihr Grad angibt, es sei denn, daß sie identisch besteht. 
Nimmt man nun an, der Satz sei für den Fall von n— 1 Variabein 


1) Siehe K. Hensel, Arithmetische Untersuchungen über die gemeinsamen 
außerwesentlichen Diskriminantenteiler einer Gattung. Crelles Journal 11 ft, 145. 
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schon bewiesen, so ergibt sich leicht, daß er auch für jede Funktion 
G (#,, x 2 , . . x n ) von n Variabein gilt. Man ordne die Funktion näm- 
lich nach der Variabein x v wodurch sie die Gestalt 

G (x 1} x it . . x n ) — x{ ~ 1 G i + xf~*G 2 H [- G p 

erhält, unter G lf G if . . ., G p Funktionen der Variabein x f} . . ., x m ver- 
standen. Legt man letzteren irgend ein System ganzzahliger Werte 
bei, so hat die Kongruenz 

xf ~ 1 G 1 + _8 Cr a -| \- G p = 0 (mod|>) 

nach Voraussetzung die p Wurzeln x x — 0, 1, 2, . . ., p — 1 und ist 
folglich identisch erfüllt. Es finden also die Kongruenzen 

G 1 == Ö, G % == 0, . . ., 6r p == 0 (mod p) 

für jedes System ganzzahliger Werte x 2 , x 3 , . . ., x n statt; folglich be- 
sitzen G lf G 2 , . . ., G p und daher auch G (x lt x t , . . ., x n ) den Zahlen- 
faktor p, w. z. b. w. 

Wenn man mm die Differenz A (& 0 , . . ., b r ) — A (a 0 , a u . . ., o r ) 

als Funktion der Koeffizienten a 0 , a lf . . ., a r ansieht, so sind für diese 
Funktion die Voraussetzungen des soeben bewiesenen Satzes erfüllt, 

• und es gilt demnach in der Tat die Kongruenz (15) identisch in den 
Koeffizienten a 0 , a,, . . ., a r . Nunmehr führe ich folgende Definition ein: 
Es liege vor eine ganzzahlige Substitution 

(S) x x = uy x -f ßy 2 , x 2 = yy x + dy 2 . 

Vermöge derselben gehe die Form 

f(x i, x 2 ) = a Q xr x + a 1 x r 1 ~ 1 x i + a 3 x r 1 ~ i x | -f \- a r xr if 

deren Koeffizienten a 0 , a if a„ . . ., a r unabhängige Variable sind, über 
in die Form 

<p(y i, y*) = + • • • + K&. 

m 

Wenn nim die ganze ganzzahlige Funktion F(a Q} a X} . . ., a r ) der 
Kongruenz 

F ( b 0) b L) • • •, b r ) = F (a 0 , Oj, • • •, a r ) (modp) 

identisch genügt (so daß F ( b 0 , b lf ... f b r ) — F (a 0 , a 4 , . . ., a r ) eine 
Funktion der Variabein « 0 , <*,, . . ., a r vorstellt, die den Zahlenfaktor p 
besitzt), so soll F (« 0 , a lf . . ., a r ) eine Invariante der Form f(x lf x ,) 
modulo p bezüglich der Substitution S heißen. Gleichbedeutend damit 
seien die Redewendungen F ( a 0 , a lt . . ., a r ') verhalte sich „invariant oder 
besitze „Invarianteneigenschaft“ (mod p) bezüglich der Substitution S. 
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Dieses festgesetzt, läßt sich der Satz IV nun vollständiger und 
kürzer so aussprechen: 

Satz V. Die Funktion A(a 0 , a x , . . ., a r ) ist eine Invariante der 
Form f(x x , xj) rnodulo p bezüglich jeder ganzzahligen linearen Substitution, 
deren Determinante nicht durch p teilbar ist. 

3. Es ist eine interessante Frage, ob sich die Funktion A (a 0 , a x , . . ., a r ) 
durch einfachere invariante Bildungen ausdrücken läßt. Diese Frage 
erledigt sich leicht, und zwar in bejahendem Sinne, in dem einfachsten 
Falle r = 2, also in dem Falle einer quadratischen Form 

(16) f(x x , x t ) = a Q x\ + a x x x x $ + a^x\. 


Kürze halber werde der Fall p = 2 ausgeschlossen, so daß also 
hier p als eine beliebige ungerade Primzahl vorausgesetzt wird. 

Es handelt sich jetzt um die Funktion 


(17) A (a 0 , Oj, a,) », 


wobei die Summation rechter Hand gemäß den Bedingungen 
(18) a 0 + «i + a 2 = P ~ 1» «i + 2ß a = 0 (mod p — 1) 

auszuführen ist. Wenn man von den Exponentensystemen 
«o = P — 1 , «i = 0, « 2 = 0 und « 0 = 0, «j = 0, «g = p — 1 

absieht, so sind die Bedingungen (18) nur dann erfüllt, wenn 

«2 = «o, «i + 2« 0 =j9— 1 

ist. Daher kommt 


p— i 


(19) 


A(a 0 , a x , ßj) ; 


— — r -5 — 77 («o a *) a ° a i p ~ 1 
a 0 ! (jp — 1 — 2« 0 )! v 0 *' 1 


-8a 0 


Nun ist ferner 


(p — 1 )! 


(p— l)(p — 2) . . . (p — 2cc 0 ) 


a 0 !(p — 1 — 2a 0 )! 


«J 


== 2 a » • (^— ^) (— -) • • • — 2cf o + l j . (P— 2)(p — 4).. .(p — 2a 0 ) 

*(- 1)"- • 4- (V) ( £ ^ ±i ) (-<* p)- 


a \j ßj) — ^ 


Folglich wird 

.vf-rlffl-ffl 


1 . 2 . . . 


(— 4a 0 a2) cr °a/ -,_ ' 2a, > (mod^j, 
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oder endlich 

p— i 

(20) A (a 0 , a xy a t ) = (af — 4a 0 a 2 ) 2 (mod;;). 

• 1 ) - 1 tOD 

Die Funktion A(a 0 , a,, a 2 ) stimmt also mit der — 0 — Potenz der 

Dishriminante a\ — 4a 0 a 2 überein. Der Satz III gibt für die Anzahl A 
der Lösungen der Kongruenz 

a ö x\ -f a 1 x l x i + a t x | = 0 (mod;;) 

die Bestimmung 

p— i 

A — 1 = (a 2 — 4a 0 « 2 ) 2 (mod p) 

und enthält also die bekannte Tatsache, daß diese Anzahl A — 2, 0 
oder 1 beträgt, je nachdem die Diskriminante D = a\ — 4a 0 a 2 qua- 
dratischer Rest oder Nichtrest (mod p) oder durch p teilbar ist. 

4. Unter einer „Invariante einer Form f(x ,, x 2 ) nach dem Modul p“ 
ohne weiteren Zusatz will ich jetzt eine ganzzahlige Fimktion der 
Koeffizienten a 0 , a lf . . ., a r von f(x l , ;r 2 ) verstehen, welche nach der 
oben gegebenen Definition sich invariant (mod p) verhält bezüglich 
jeder Substitution, deren Determinante = 1 (mod p) ist. Aus einer 
derartigen Substitution und einer Substitution von der Gestalt 

(21) = Vi, 

läßt sich modulo p jede ganzzahlige Substitution, deren Determinante 
nicht durch p teilbar ist, zusammensetzen. Eine Fimktion, die sich, 
wie A(a 0 , a lf . . ., a r ), invariant mod. p bezüglich jeder Substitution 
verhält, deren Determinante nicht durch p teilbar ist, läßt sich daher 
charakterisieren als eine Invariante, die auch bezüglich jeder Substitution 
der Gestalt (21) modulo p Invarianteneigenschaft besitzt. Liegt nun die 
ganze Fimktion 

(22) F Ca“°a u p . . . a a / 

vor, so verhält sich dieselbe invariant modulo p bezüglich der Sub- 
stitution (21), wenn identisch 

^ C q“' + - *- ra rapa“* . . . a" r = Cafrap . . . a" r (mod p) 

ist. Soll letztere Kongruenz für jedes nicht durch p teilbare q be- 
stehen, so muß für diejenigen Terme von F, deren zugehörige Zahlen- 
koeffizienten C nicht durch p teilbar sind, die Bedingung 

(23) «j + 2ßj + •• • + ra r = 0 (mod p — 1) 
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erfüllt sein. Da man Glieder von F, deren Koeffizient C durch p teil- 
bar ist, unterdrücken darf, so folgt also: 

Diejenigen Invarianten ( und nur sie) verhalten sich modulo p be- 
züglich sämtlicher Substitutionen mit mod p nicht verschwindender Deter- 
minante invariant , welche isobar vom Gewichte 0 modulo p — 1 sind. 
Hiermit ist die invariantentheoretische Bedeutung der zweiten im 
Satze III auftretenden Summationsbedmgung (10) klar gelegt. 

5. Die allgemeine Theorie der Invarianten nach einem Primzahl- 
modul p hat, soviel ich weiß, bislang keine eingehende Bearbeitung 
erfahren. Sie bietet eine erhebliche Schwierigkeit dar, auf die ich hier 
noch hinweisen möchte. 

Es liege vor eine Gruppe homogener ganzzahliger modulo p be- 
trachteter linearer Substitutionen, die sich auf die Variabein a 0f a lf . . a r 
beziehen. Die einzelne Substitution S der Gruppe stellt die neuen 
Variabein b 0 , b t . . ., b r dar als homogene ganzzahlige lineare Funktionen 
der alten Variabein a 0 , a x , ...,a r , was durch die Schreibweise 

(S) (fy>; • • •> ^r) ~ S («o> a D • • •> (l r) 

angedeutet werde. Die Determinante jeder Substitution S der Gruppe 
soll modulo p von Null verschieden vorausgesetzt werden. Die Anzahl 
der Substitutionen einer solchen Gruppe ist eine endliche Zahl n. 

Als , Invarianten der Gruppe" sollen nun diejenigen ganzen ganz- 
zahligen Funktionen F(a 0 , a lf . . ., a r ) der Variabein a 0) a ly . . ., a r be- 
zeichnet werden, welche für jede Substitution S der Kongruenz 

(24) F (b Q , b 1} . . ., b r ) = F(a 0 , a u . . ., a r ) (mod p) 

identisch in den Variabein « 0 , a i7 . . ., a r genügen. 

Eine der Hauptfragen der Theorie dieser Invarianten ist nim die, 
ob sich dieselben sämtlich als ganze ganzzahlige Funktionen einer 
endlichen Anzahl unter ihnen darstellen lassen. Auf Grund eines be- 
kannten fundamentalen Satzes von Hilbert 1 ) hat es nun freilich keine 
Schwierigkeit, diese Frage, und zwar in bejahendem Sinne, zu erledigen 
für den Fall, daß die Ordnung n der Gruppe nicht durch p teilbar ist. 
Betrachtet man nämlich das System aller Invarianten, so kann man 
nach jenem Satze aus diesem Systeme eine endliche Zahl Invarianten 
F lf F 2f . . ., F k so herausgreifen, daß jede Invariante F sich linear in 
der Form 

(25) F=A 1 F I + A 1 F s + --- + A l F i 

1) D. Hilbert, Über die Theorie der algebraischen Formen, Mathom. An- 
nalen 36, 485. 
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darstellen läßt, unter A v A s , . . ., A k ganze ganzzahlige Funktionen von 
a 0 , Oj,...,o r verstanden. Die Gleichung (25) betrachte man jetzt 
(mod p) und wende auf dieselbe jede der n Substitutionen der Gruppe 
an. Durch Addition der entstehenden n Kongruenzen und darauf 
folgende Division durch n entsteht eine Kongruenz 

(26) Fe=I\ . F x + F t . F s + • • • + F k . F k (mod jp), 

in welcher nun F' v F t , . . ., F' k ebenfalls Invarianten sind. Da auf diese 
letzteren dieselbe Betrachtung anwendbar ist, die soeben für F angestellt 
wurde u. s. f., so erkennt man, daß F sich als ganze ganzzahlige 
Funktion von F 1} F t , . . ., F k (mod p) ausdrücken läßt. Diese Schluß- 
weise ist aber nicht mehr anwendbar, sobald die Ordnung n der Gruppe 
durch p teilbar ist, weil dann die Division durch n (mod p) nicht zu- 
lässig ist. Die Frage der Endlichkeit der Invarianten für eine Gruppe, 
deren Ordnung den Faktor p besitzt, bleibt also eine offene, und es 
scheint, daß dieselbe mit den bekannten Hilfsmitteln nicht leicht er- 
ledigt werden kann. 

6. Zu einer neuen Darstellung der im Satze IH auftretenden 
Invariante A(a 0 , a lf . . ., a r ) gelangt man durch folgende Betrachtung: 
Bezeichnet k 0 , k ly . . ., k r ein System ganzzahliger Werte, so besitzt 
zufolge des Fermatschen Satzes die Funktion 

(27) y(« 0 , •.,«y!i 0 ,A'i,- • .,i r ) = [1 — (®o — fco)'’“ 1 ] [1 — (<*, — ^ t i) p *] • • * 

[1 - (a r - 

die Eigenschaft, für 

«o = *o, «i = a r ze k r (mod p) 

den Wert 1 (modj)) anzunehmen, dagegen für jedes andere System 
ganzzahliger Werte, welches man den Variabeln a 0 , a k , . . ., a r modulo p 
beilegen mag, nach dem Modul p zu verschwinden. 

Hiernach ist es leicht, die folgende Interpolationsaufgabe zu lösen: 
„Man so 11 eine ganze ganzzahlige Funktion der Variabein cr 0 , a- it ..., a r 
bilden, welche in keiner der Variabein von höherem als dem ( p — l)»‘« n 
Grade ist und für jedes System ganzzahliger Werte Ä* 0 , k l} . . ., k r der 
Variabein modulo p einen dem betreffenden System beliebig zugeordneten 
Rest A koi * r annimmt." 

Offenbar wird nämlich die Funktion 

(28) F(a 0 , a r ) A to , * lt ..., kr <p (a 0 , a if ... t a r \k 0 , A^,..., k r ) (modp) 

der gestellten Aufgabe genügen, wobei die Summation über alle p r + 1 
verschiedenen Wertsysteme k 0 , k lt . . ., k r (mod p) auszudehnen ist. 
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Die Aufgabe gestattet neben der Lösung (28) keine andere modulo p 
von dieser verschiedene Lösung. Denn ist F' (« 0 , a r ) eine zweite, 

den gestellten Bedingungen genügende Funktion, so muß nach dem in 
No. 2 herangezogenen Hilfssatze die Differenz F' (a 0) a lf ...,aJ—F(a 0f 04,..., a r ) 
nach dem Modul p identisch verschwinden. 

Nun hat die Funktion 


(29) 1 + A (q 0 , , . . ., a r ) = 1 + ^ - - fo ~ r 1 !) 


a. 


d il o n a i 

**0 1 


. a”r 


«r 


* — af~ 1 


die Eigenschaft, für a 0 = a x = • • • ~ a r = 0 (mod p) den Wert 1 (mod p), 
dagegen für jedes andere System ganzzahliger Werte 

a 0 = k 0 , a x = k x , • • •, a r = k r (mod p) 


den Wert A (mod p ) anzunehraen, imter A die Anzahl der Lösungen 
der Kongruenz 

(30) k 0 x[ 4- i x i + \- k r x r a = 0 (mod p) 

verstanden. 

Es ergibt sich daher aus dem Vorstehenden unmittelbar der Satz: 
Die Funktion (29) ist nach dem Modul p kongruent der Funktion 

wobei Ao t 0, . . ., 0 = 1 und jeder andere Koeffizient A koy * r bezüglich 
gleich der Anzahl der Lösungen der Kotigruenz (30) ist. 

Der Vergleich der Koeffizienten in den beiden Darstellungen der 
Funktion 1 +A (o 0 , a lf . . .,a r ) ergibt eigentümliche Kongruenzen, denen 
die Anzahlen A k „ * r genügen. 

Zürich, im September 1902. 
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Snr la singularite dont sont affectöes, ponr nne vitesse 
nulle, les 6qnations du monvement d’nn point materiel 

frottant snr nne snrface; 

Par M. T. Levi-Civita ä Padoue. 


1. Remarques jyre liminaires . Lacane que la rigtteur mathematiqae 
impose de combler. — Soit 
(1) <p (x, y, z) = 0 

l’equation de la surface S (que je suppose fixe pour simplifier) stir 
laquelle est assujetti a rester un point materiel P sollicite par une 
force donnee (F). 

Soient: 

X, Y, Z les composantes de ( F ) suivant les axes coordounes; 
F t et F n les valeurs absolues de ses composantes tangentielle 
et normale dans un point quelconque de la surface 5; 

«, ß, y les Cosinus directeurs de la normale a 5, avant choisi 
com me direction positive celle pour laquelle 

X« + Yß + Zy = F n . 


Prenons comme unite de masse la masse de P: des qu’on sup- 
pose sa vitesse differente de zero, les equations du mouvement seront 



’x'' = X+Na-f\N\ 

• y"=Y+Xß-nX\ i~, 

z"-Z+Ny-f | JVf 


II est a peine necessaire de dire que f designe le coefficient de 
frottement et N la reaction normale (inconnue auxiliaire, que le 
Systeme (1), (2) lui-meme sert a determiner). 

Si l’on a v = 0, la loi empirique du frottement au repos apprend a 
distinguer deux cas: ou bien, dans la position envisagee M } la cornpo- 
sante tangentielle F r de la force active ne depasse pas fF n \ ou bien 

F t > fF n . 

Dans le premier cas le point materiel reste en equilibre, et il 
s’ensuit la definition du frottement comme une force exactement 
opposee a la composante tangentielle de la force active (F). 



Sur la singularitd dont sont affectdes etc. 


29 


Dans le second cas le point comraence a glisser. Apres un temps 
infiniment petit dt sa vitesse n’est plus nulle et les equations (2) 
s’appliquent. 

L’experience nous fait ainsi prevoir ce fait analytique: 

II existe, sous la condition 

F t > fF nf 

une solution du Systeme differentiol (1), (2) determinee par la condition 
initiale que le mobile sort d’un point donne de la surface avec une 
vitesse nulle. 

Voilä une question d’existence, dont il ne semble pas qu’on se 
soit preoccupe jusqu’ici au point de vue matliematique. II s’agit, bien 
entendu, d’un cas, qui ne rentre pas dans le theoreme general de 
Briot et Bouquet, puisque le Systeme (2) ne se comporte pas regu- 
li^rement pour v — 0. 

II faut donc examiner la chose de plus pres. 

C’est ce que je vais faire en transformant d’abord le Systeme 
differentiel (1), (2). Apres cela un petit artifice me permettra de demontrer 
tres simplement, par la methode classique des limites, l’existence des 
integrales dans lesdites conditions initiales. 

Je n’ai pas profite des resultats recemment acquis dans l’etude 
des singularites des equations differentielles ! ), parce que, une fois trans- 
forme le Systeme (1), (2), la demonstration directe est presque imme- 
diate. On pourrait s’en passer eu appliquant au Systeme (111) (auquel 
on sera enfin conduit) une remarque de M. Picard. 1 2 ) 

2. Transformation des equations du mouvement. — Je suppose 
(ce qui est essentiel pour la demonstration du numero suivant) que la 
surface S et la loi de la force active soient analytiques. 

Je suppose en outre (pour plus de nettete) que la force ( F ) ne 
depende pas de la vitesse du mobile. 

Soit M un point regulier pour S et pour le champ de force. La 
composante tangentielle de (F) enveloppe sur S une congruence de 
lignes (regulieres au voisinage de M), que j’appellerai lignes 1. 

Designons par a lt ß ly y x les cosinus des angles que les tangentes 
ä ces lignes (dans la direction de la force) forment avec les axes coor- 
donnes; par s x l’arc (compte dans le meine sens); par r x le rayon (ab- 
solu) de courbure. 


1) Voir notamment Picard: „Traite d’analyse“, T. III, Chap. I, II. 

2) Loco citato; pug. 22, remarque finale. 
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Envisageons encore, sur la surface S, les trajectoires orthogonales 2 
des lignes 1 et appelons « 2 , ß if y 2 ; s 2 ; r 2 les Elements qui corre- 
spondent ä cq, . . r v (la direction positive etant d’ailleurs fixee 
arbitrairement). 

Comme les cosinus directeurs de la nonnale principale ä 1 sont 


da l% 


dß , 


d Yi 


ds , ’ d«, ' ds, * 

on voit que la courbure geodesique g x de 1 (projection sur la ligne 2 
de la courbure absolue — , dirigee suivant la normale principale) est 

r i 

donnee par la somme 


a.-rr- + + 


d OTj 

12 däf 


£& . 

ds t 7 


d’une fa 9 on plus concise 

( 3 ) 


da. 

9i~ 2 ** d8x » 


le Symbole 2T indiquant une somme de termes semblables en u, ß , y. 
De möme 

da t 


( 4 ) 


9t = 


ds t 


represente la courbure geodesique des lignes 2. 

Ceci pose, reprenons les equations (2). Pour toute solution regu- 
liere (reelle), les coordonnees x, y, z pourront etre censees fonctions 
de t par l’intermediaire de l’arc s de la trajectoire. En convenant de 
prendre pour direction positive de s celle du mouvement, on aura 

Soit 9 l’angle (compte sur le plan tangent ä S dane le sens 1, 2) 
que la direction s forme avec 1. 

On a /y 

cos (1 s ) = cos -fr, cos (2 s) = sin 9, 

et eil outre, pour toute fonction des points de S, 

(ö) S- ~ cob » + sin » 

En appliquant cette identite, on obtient 

dx « dx , • jv dx rv i • 

-£j = C08 # jy + 81 11^ yy = CCj C08 # + CC 2 8in & , 

d*x f • A , dft . dcc, « | d a t a 

W = (~ «i sm 9 + « 2 cos 9) cos 9 + -=f sm#, 


avec des formules analogues pour y et z. 
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Comme 


, dx „dl dx\ dv dx . 9 d'x , 

x - V T,’ x ~Tt\ v di) = di di + v d^’ etc ’ 


dx 


dv dx 


d*x 


les equations (2) deviennent 


(20 


dv 


(eq cob 9 + Oj sin 9) 


+ v 8 { (— a x sin 9 + cos 9) ~ -f cos -9- -f *** sin 9 } 
= X -f Na — f\ N\ (cq cos 9 + eq sin #) 


Multiplions ces equations par les cosinus directeurs a, ß, y de la nor- 
male et ajouton8. En tenant compte de ce que 

2aa x — 2a a^ = 0; 2a * * 1, 

il reste simplement 

N=-F n + v*T>, 

ayant pose, pour abreger, 

Tb =* cos 9 2a -f- sin 9 2a d ~ • 
ds ds 


D’apres (5) et en profitant de l’identite 


2a 


da, 

d$, 


2a 


ddy 

ds t * 


on peut ecrire 

(7) T> = cos* 9 2a -f sin* <9 2a ~~ + 2 cos 9 sin 9 2a , 


oü chacune des trois sommes possede une interpretation geometrique 
bien simple (courbure normale de la ligne 1, courbure normale de la 
ligne 2, valeur commune, au signe pr&s, de la torsion geodesique). 
Mais cela n’a pas d’importance pour notre but. 

Achevons la transformation des (2') en les multipliant une pre- 
mikre fois par 

eq cos 9 -f eq sin 9, ß x cos 9 -f ß i sin 9, y x cos 9 -f sin 9, 
une seconde fois par 

— cq sin 9 + eq cos 9, — ß x sin 9 -f ß* cos 9, — y x sin 9 -f y t cos 9, 
et en les ajoutant chaque fois. 
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Si l’on a egard aux relations 

Za\ - 1, Sa\ = l,«£a t a, = 0 
et a leurs consequences 

B**St-* *«• Ti “ °- + 

on trouve de suite 


dv 

dt 


' , i ~F I <x>*&-f\F„\, «•(£ + Za,?*) -F t si 


sin 9 


Or 


v 


d& _ d9 

d s dt * 


tandis que, d’apres (5), 

«1 d tt. « y» d ffi * • « ri d ffj 

2-i cc^ -jy — cos -9- 2.a 2 1 + sm -9 Z« 2 , 


ds. 


ou, en remarquant que 


du. du | « * d Uj 

Lu * Ts[= g » Za * ^ = “ 27 “i w* “ “ft» 


d äj " 1 d s, 

da, « • a 

2, a 2 -y L = g x cos 9 — «7 2 sm 9. 


II resulte ainsi 


( 8 ) 


= F t cos 9 — f | N | , 


dv 
dt 

v ~Jj = — v 2 (#i cos 9 — <7 2 sin 9) — F T sin 9. 


Pour aller plus loin, imaginons de rapporter la surface S ä un 
Systeme de coordonnees curvilignes q x , q i} ayant les 1, 2 pour lignes 
coordonnees (et Croissant, sur ces lignes, dans le sens positif). 
L’expression du carre de l’el&nent lineaire sera de la forme 

ff\ dq\ + H\dq\, 

H x et U x etant des fonctions de <y„ q i} positives et regulieres en tout 
point regulier M de la surface. 

II en est de meme, quant a la regularite, pour les coefficients b r , 
de la seconde forme fondamentale 

2 

F r ,b ri dq r dq tf x 
i 

qui n’est antre que la forme 

atl“x -f- ßd*y + y(Pz, 

exprimee par les q. 
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On a evidemment 

ds^ = U^ilq j, = H^dq^] 

_ 1 dx_ l dy 

- H, dq, ’ P‘ - li, dq, ' 


1 dz 

r ‘ = «: d q,’ 


_ 1 dx „ 1 dy 1 dz 

a -° = Ir; dg,» P* ~ H t dq t ’ V* ~ Wf ’ 

et l’on verifie saus peine, d’apres.(3), (4) et (7) (en tenant compte des ex- 
pressions bien connues des coefficients des deux forraes fondamentales) que 

l dH x _ 1 dH t 

~ H\H t dq~ ’ 9*~ H, H t dq~ ’ 


( 9 ) 


1> = 


b xx cos* 4fr 6„ sin* 4fr 2& 1S cos 4fr sin 4fr 
ü x H t 


Je Signale en passant ces fonnules, auxquelles il faudrait avoir 
recours dans les applications concrMes. Ce qu’il nous faut retenir ici, 
c’est que g lf g 2 , les b, ainsi que Ft, F n , f sont des fonctions holomor- 
phes de q v en tout point regulier M (g°, g°). 

Pour v = 0, l’equation (6) donne 

N=-F n . 

F n etant positif, on voit que, pour v assez petit, l’on a 

N j =F n - v ir b. 


La forme definitive des equations du mouvement s’obtient en 
associant aux (8) celles qui definissent les derivees de q x et q r 
Or on a 


d < k - 

~dt ~ v da > 


et par suite, d’apres (5), 


dq x 


( <, dq. . . o.dq.\ cos 4fr 

n - * ( cos * d.\ + 8,n * 4) ” " ar • 

D’une fa ? on analogue 

d q, sin 4fr 

dt V H t 

On est ainsi conduit au Systeme du quatrifmie ordre 

dq x ^ cos 4fr dq t sin 4fr 
~dt ~ V ~H~ ’ ' dt ~ V ~H ~ » 

F t cos 4fr — f (F n — v i r f>) , 


(i) 


de 

dt 


d& 
V dt 


r 8 (g l cos 4fr — </ 2 sin 4fr) — F T sin 0- , 


les fonctions inconnues etant q v q s , v et 4fr. 
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Au voisinage des valeurs g®, g£ (quels que soient d’ailleurs v et fr) 
tout est regulier daus les seconds membres. Ft, F t — fF n sont essen- 
tiellement positifs. 


3. Existence d’unc solution holomorphe correspondanie aux valeurs 
initiales q x = g®, q 2 = g®, t' = 0. — En prenant les equations du mou- 
vement sous la forme ( 1 ), notre tache revient evidemment a demontrer 
l’eiistence d’une solution holomorphe correspondante aux valeurs 
initiales q x = g®, .g 2 = 2®, v — 0 , celle de fr n’etant pas donnee a priori. 

La demiere des equations (I) montre d’abord que, si une teile 
solution existe, la valeur initiale de -9 doit annuler sin fr ; d’oü -9- = 0 
ou fr = 7t. 


La seconde hypothese est ä rejeter, puisqu’elle donnerait, pour 
l’instant initial, 

»—r r -f Fm . 


v irait donc en decroissant, ce qui est impossible, parce que sa valeur 
initiale est nulle. 

On a donc initialement fr = 0, ce qui etait a prevoir, le mouvement 
devant bien commencer dans la direction de la force. 

En eliminant dt et en posant, pour abreger, 


D = F t cos fr — f ( F n — u 2 r I>), 


on tire de (I) 


dg* sin fr dfr 

av U % 1) ’ dv 


2 g 1 cos fr — g, sin fr F. 


D 


— sin 9. 


On remarquera que les seconds membres sont des fonctions holomor- 
phes des arguments q lf g 2 , fr, v au voisinage des valeurs 7 ®, g®, 0 , 0 , 
puisque I) ne s’annule pas pour ce Systeme de valeurs (I) = F T — fF n ). 

II est bien clair apres cela qu’on peut se borner ä demontrer 
l’existence de trois integrales holomorphes q v g 2 , fr de (II), se reduisant 
respectivement ä g®, gö, 0 pour v = 0 . 

F t 

En developpant — -g sin fr suivant les puissances de q x — g®, 
g 2 — q\, fr et en appelant c la valeur essentiellement positive du rapport 

F t 

F T ~fF H 


au point M (g®, g®), on peut ecrire 

F T 

yr sin -9 = — cfr + . . . , 


les termes omis etant du second ordre au moins. 
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Posons maintenant 

(10) 0i = 3? + , 02 = $ + vr t , & = vx 

et remarquons que les seconds membres de (II), qui sont des fonctions 
regulieres de q v q a , 'S-, v dans le domaine des valeurs q 1 = q° lf q 3 — (f v 
& = 0, v = 0, deviennent, d’apres la Substitution (10), des fonctions 
regulieres de t lf x 2 , x, v pour la valeur zero de tous ces arguments. 
Les termes du second ordre, par rapport aux arguments primitifs, 
obtiennent le facteur t ,s lorsqu’on les exprime par les nouvelles 
variables. 

Apres cela on reconnait sans peine que la Substitution (10) pennet 
de presenter le Systeme (II) sous la forme 

( m ) + = v^ + (c+l)x = vy, 


^ 2 > designant des fonctions de x it r 8 , x , v regulieres pour des 
valeurs assez petites de ces variables. 

Demontrer l’existence des integrales holomorphes de (II), qui se 
reduisent ä q\, 5 °, 0 pour v = 0 , equivaut evidemment ä demontrer 
l’existence d’un Systeme d’integrales de (III) holomorphe pour v — 0. 

Les valeurs initiales de x u r 2 , r, qui ne restent pas ddterminees 
par la transformation (10), le sont par les equations (III) elles-memes, 
qui donnent, pour v = 0 , 

Tj = t 2 = t = 0. 


En les derivant, par rapport ä v f n -f 1 fois et en posant ensuite v = 0, 
on obtient 


(ii) (» + 1)^4- 

d v 


, 1 

(« + 1) ~ 

d v 


(n + c) 


r 

dv n 


•t 


les seconds membres ne dependant que de r v x 2 , x et de leurs derivees 
jusqu’ä l’ordre n — 1 au plus. 

Le Systeme determine donc les valeurs des fonctions inconnues 
(supposees holomorphes) et de toutes leurs derivees, pour v = 0 . 

Tout se reduit desormais ä verifier la convergence des series de 
Taylor construites avec ces valeurs. 

Appliquons le calcul des limites et comparons notre Systeme 

(III) avec le Systeme 

( IV ) v ~fc + h + v^- + (c+ l)r = v2K, 


qui en resulte en rempla^ant dans les seconds membres ^ par 

des fonctions majorantes 9 JL 

3 * 
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Les derivees successives des integrales de (IV) (supposees holo- 
morphes et nulles pour v = 0) sont d&erminees par des systemes 


( 12 ) 


(n + D^^..., (.+ 1)^- 


dT 


(n + c ) 


dTz 

dv" 


• ; 


de meme forme que (11), les seconds membres etant toutefois rem- 
plac^s par des expressions majorantes. 

Les derivees successives, calculees ainsi, sont donc essentieilement 
positives et superieures en valeur absolue a celles qui s’obtiennent de 
(11) pour le Systeme propose. 

La constante c. etant positive, on augmente encore cette valeur si, 
pour n > 0, on remplace les premiers membres de (12) par 


n 


d? t , 


n 


d n 

dv 


n > 


n 


(Tz 
dt? ’ 


eu gardant, pour n = 0, les conditions r, = t s = r = 0. 

Les valeurs, ainsi modifiees, correspondent au Systeme 

dz 


V, £ = V W>’ 


V 


dv 


-e9R, 


c’est-a-dire au Systeme 

(V) 




dz 

dv 


= w, 


qui n’ a plus de singularites pour v = 0. 

Or le theoreme classique de Briot et Bouquet nous assure de 
la convergence des series integrales de (V), sous les conditions initiales 

x \ ~ T* = x — 0 

pour v = 0. 

On peut donc affirmer la convergence (pour v assez petit) des 
series de Taylor donnant les integrales du Systeme (III). 

L’existence des integrales holomorphes #(£), y(t), z(t) du Systeme 
primitif (1), (2) (sous la condition que le mobile Sorte initialement 
d’une position reguliere M avec une vitesse nulle) est ainsi demontree. 
Evidemment ce Systeme integral holomorphe est unique. 

Remarque. — La demonstration s’&end d’elle-meme au cas oü la 
force (F) dependrait de la vitesse (ses composantes restant holomorphes 
pour v — 0). 

En effet, on est encore conduit a un Systeme de la forme (III). 
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Si la surface S varie avec le temps, il faut modifier la mise en 
e'quation, et en outre on ne peut plus eliminer t (ce qui arrive aussi 
lorsque la force depend de t). 

II suffit toutefois de considerer comme variable independante la 
vitesse relative du point par rapport aux eleraents materiels de la 
surface S pour que la demonstration puisse etre achevee, substantielle- 
raent, comme ci-dessus. 

Padoue, le 5 septembre 1002. 


Brief von Leverrier an Jacobi. 

Mitgeteilt von Herrn E. Jahnkk in Berlin. 1 ) 

Paris le 24 Janvier 1848. 

Monsieur et tres-illustre Confrere, 

J’ai reyu avec un grand bonheur la lettre que vous avez bien 
voulu m’adresser sur l'observatoire de Königsberg. Habitue que je suis 
a ne pas compter dans vos memoires les grämte evenemente qui nous 
imposent la douce Obligation de vous admirer, j’ai lu avec respect ces 
pages de notre grand geometre, pages que je destine ä mes archives 
de famille. Ce n’est pas non plus sans emotion que j’ai pu jouir de 
ces details empruntes a l’intimite de l’illustre Bessel, et dans lesquels 
respirent a la fois et votre entier devoument ä la science et les sentiments 
de l’amitie. 

Que ne puis-je vous donner un avis sur la baute question que 
vous soulevez? Mais je ne suis qu’un astronome calculateur; et en 
pareille matiere on tiendrait sans doute peu de compte de mon opinion. 
Je suis loin de dire qu’on aurait tort. Struve, Encke, Airy sont 
nos maitres et je dois m’en rapporter a leur temoignage. 

Permettez-moi donc, mon illustre confrere, de ne point aborder la 
question des proccdds d’observation, mais bien la valeur des observations 
elles-memes. Sur ce point je ne me recuse pas; car en discutant les 
observations, j’ai appris ä les connaitre, peut-etro mieux quelquefois 
que ceux qui les avaient faites; et c’est pourquoi je prends la liberte 
d’en parier. Si ma maniere de voir ä ce sujet cadre avec vos vues, 


1) Bezüglich der Herkunft des Briefes vergleiche die Anmerkung 2) auf S. 268 
des vierten Bandes dieses Archivs. 
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ou si eile s’en eloignera, je l’ignore. Ce sera ä vous d’etablir la relation 
entre vous et moi, et je m’en rapporte a vos deductions. Je reclamerai 
seulement que vous veuillez bien me les faire connaitre. J’y gagnerai 
a la fois de m’instruire par votre discussion et de continuer des relations 
dont vous ne voudriez pas me priver apres m’en avoir fait une premiere 
fois appretier le charme. 

Plus d’un astronome a soutenu cette these qu’il fallait faire beau- 
coup, beaucoup d’observations! Bonnes ou mauvaises? Oh, c’etait a 
peine si cela importait suivant eux. On prendrait la moyenne, et Ton 
ne saurait manquer d’obtenir ainsi la verite. 

Sans-doute, personne n’oserait aujourd’hui s’exprimer avec une 
pareille nettete sur une aussi detestable theoric. Et cependant eile re- 
presente, avec exageration si on le veut, l’esprit des astronomes qui se 
refuseraient ä suivre ceux de leurs confreres qui auraient ete assez 
heureux pour ouvrir aux observations la voie d’une plus grande per* 
fection. La Science ne s’inquiete en aucune fa^on que les observations 
qui lui serviront de base soient anglaises, prussiennes, russes ou fran- 
«jaises. II n’y a que leur oxactitude qui lui importe. Et jo ne crois 
pas me tromper en predisant que dans un avenir eloigne, lorsque les 
interets particuliers auront disparu, il ne survivra reellement que la 
memoire d’un etablissement representant a chaque epoque le degre 
d’avancement de la Science d’observation. Ce sera l’observatoire de 
Maskeline ä la fin du dernier siMe, celui de Bradley en 1760, celui de 

Bessel vers 1820, celui de permettez-moi de no pas poursuivre 

cette enumeration. II est donc deja, suivant moi, d’un grand interet 
national pour un pays d’avoir chez lui l’observatoire le plus avance 
dans la Science de l’observation; puisqu’il s’assure par la d’etre le re- 
presentant de son epoque aux yeux de la posterite, qui ne manquera 
pas de regarder, dans sa juste critique, les autres etablissements comme 
etant en arriere de l’etat de la civilisation. 

L’opinion qu’on peut se contonter d’observations, moitie bonnes, 
moitie mauvaises et nombreuses! C’est celle des mediocrites qui n’osent 
affronter les difficultes des determinations precises: c’est celle des 
paresseux qui ne peuvent voir sans effroi Bessel leur proposer de faire 
des observations en huit points de son cercle. Eh Messieurs, il ne 
s’agit ni de votre amour-propre ni de votre peine; mais bien de savoir 
si cela est indispensable ä la rigueur des observations. Car s’il en est 
ainsi, et que vous persistiez dans une opinion qui place vos travaux 
au-dessous de ceux des autres, et les frappe ainsi de nullite dans 
l’avenir, j’ajoute: c’est l’opinion des gens peu honnetes, qui laissent 
tomber par leur mollesse les etablissements que le pays leur a confies. 
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On comniande une lunette meridienne a Munich (ou ii Paris du 
temps que Gambey vivait), on se munit d’un cercle meridien et d’une 
horloge. Puis les mains, demtere le dos, on vient, au moment fixe par 
l’Ephemeride de Berlin, constater le moment du passage d’une etoile 
par un fil et observer sa bissection par un autre. On est astronome 
en moins de temps qu’il n’en faut a un musicien pour apprendre ä 
battre la mesure. 

Je vous le dis franchement, mon illustre confrere, je ne vois pas 
que l’a8tronomie puisse avoir maintenant rien ii gagner avec des obser- 
vations de cette espece. Voici mes raisons, que vous peserez. 

On prend, par exemple, quatre mille observations du soleil pour 
etayer sa theorie. On y appbque la methode des moyennes ou celies 
des moindres quarres, peu importe; on s’en remet au grand nombre des 
observations pour faire disparaitre les erreurs dont eiles sont alfectees 
individuellement. Or il peut se faire qu’il y ait des erreurs systema- 
tiques, commune8 ä plusieurs observatoires, venant de ce que le procede 
d’observation y est le meme, et qui ne disparaissent pas du tout en 
prenant les moyennes. L’accumulation des observations ne peut servir 
qu’ä mieux constater l’ecart, sans donner en aucune fa^on une position 
plus precise pour l’astre considere. II n’y a qu’im moyen de sortir de 
la: c’est detudier avec une profonde attention toutes les causes d’erreurs, 
surtout les erreurs systematiques, et de chercber les moyens d’en atte- 
nuer l’effet. Dans les circonstances oü l’on a ete assez heureux pour 
y parvenir on a bientöt reconnu qu’il n’etait pas besoin de milliers 
d’observations pour arriver ä la verite, et qu'un petit nombre suffisait 
reellement. Conclusion qui me parait de la plus baute importance. 

Un resultat deduit de milliers d’observations est en effet presque 
indiscutable. S’il cadre partout avec les observations, cela est bien. 
Mais dans le cas contraire, vous vous trouvez en presence d’anomalies 
dont vous ne pouvez demeler ni le sens ni la cause, et vous etes reduit 
a dire avec Bessel lui- meine: Non eos fecit progressus tbeoria solis, 
quos polbceri videbatur, et ingons numerus et bonitas observationum, 
sans en pouvoir deduire aucune consequence jirecise sur la constitutiou 
de notre Systeme solaire. Cette pbrase, sous la plume d’un aussi grand 
critique que Bessel, dans la bouche d’un homme qui ne reculait pas 
devant les grandes conceptions, est la condamnation des theories basees 
sur un tres-grand nombre d’observations. Je ne doute pas que Bessel 
ne föt arrive, au moyen d’un petit nombre d’observations ä des resultats 
tout aussi precis que ceux qu’il nous a donnes. Et peut-etre alors, 
il aurait pu demeler la cause des anomalies dont il a ete reduit a de- 
plorer l’existence. 
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N’allez pas m'objecter que j’ai moi-meme fonde des theories sur 
de tres-grands nombres d’observations. On n’arrive guere a la verite 
que par le chemin de l’erreur, et apres en avoir essuye tous les ennuis. 
C’est donc pour en avoir eprouve tous les inconvenients et toute l’in- 
utilite que je dis adieu aux theories basees sur un „ingens numerus 
observationum“, bien resoiu, dans de nouvelles recherches que j’ai 
entreprises, et auxquelles je travaille avec ardeur, a ne faire concourir 
qu’un petit nombre de positions, dont je saurai apprecier le degre de 
precision. Par la, et par la seulement, les resultats deviendront discu- 
tables, et nous pourrons savoir s’il y a dans le monde des causeB agis- 
santes dont l’existence ne nous a pas encore ete revelee d’une maniöre 
certaine. 

Oü prendrai-je ce petit nombre d’observations excellentes? J’ai 
compte, je vous le declare, et je compterai toujours sur i’observatoire 
de Königsberg, pour une partie de ce dont j’aurai besoin. Si vos tristes 
previsions devaient se reaiiser, cn qu’ä Dieu ne plaise, je porterais 
avec vous non seulement le denil de l’observatoire de Königsberg, mais 
encore celui d’une partie de mes plus legitimes esperances, dans les 
faibles Services que j’espere rendre ä l’astronomie. Mais il n’en saurait 
etre ainsi; que le futur directeur de l’observatoire de Königsberg soit 
un eleve d’Encke ou de Bessel, Galle ou Busch. L’un et l’autre 
comprendront sans doute qu’ils ont pour premier devoir de completer 
l’ceuvre du maitre; et qu’en aeceptant la survivance de Bessel ils con- 
tracteront envers lastronomie de nouvelles et immenses obligations. 
J’ai confiance dans l’eleve de Bessel. J’ai confiance aussi dans Galle, 
le seul astronome que j’ai pu decider, malgre de tres-vives instatices 
f altes en plus d’un lieu , ä chercher la planete dans le ciel. 

Excusez-moi, mon illustre confrere, si j’ai emprunte le secours 
d’une plume etrangere. Ma vue exige en ce moment ces menagements. 
Je vous ai ecrit en grande confiance que vous ne laisseriez pas passer 
cette lettre sous les yeux de ceux qu’elle pourrait contrarier, ce que 
mon ignorance des vues personnelies de vos hommes eminents aurait 
pu produire. Je vous ai expose des vues generales sans aucune appli- 
cation personnelle. 

Veuillez offrir mes compliments a M. Encke, a qui j’ecrirai sous 
peu de jours pour la question astronomique dont je lui ai parle. 

Agreez, Monsieur et illustre confrere, l’expression de mon profond 
et affectueux respect. 

5, rue St. Thomas d’Enfor. M. E. Leverrier. 
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Brief von Lionville an Jacobi. 

Mitgeteilt von Herrn E. Jaiinke in Borlin. 1 ) 

Paris, l or juin 1846. 

Monsieur et eher ami. 

Nous voici arrives ä la seance solemnelle, le scrutin ost ouvert, 
et des ä present je suis certain quo vous allez etre proclame associe 
etranger de notre Academie. Permettez-inoi de me feliciter d’avoir pu 
contribuer pour ma faible part a cet heureux resuitat, comme membre 
de la Commission que l’Academie avait nommee pour preparer une 
liste de candidats. C’est par les noms de Newton et de Leibnitz que 
s’ouvre notre liste d’associes; les noms de Gaus s et de .lacobi figureront 
dignement ä cöte. Vous seul pouviez nous consoler de la perte si 
grande qtie nous avons faite par le deces de M. Bes sei. 

Jouissez, mon eher ami, jouissez longtemps de votre gloire, et 
conservez avec soin cette bonne sante que vous avez enfin retrouvee. 
Adieu, je vous ecris ä la häte; le Secretaire vous previendra officielle- 
ment de votre nomination, mais j’ai voulu vous Tannoncer de suite. 
Si vous avez la bonte de m’ecrire quelques mots d’ici a quatre mois, 
adressoz-moi votre lettre ä Toni (en Lorraine) oti je vais aller passor 
quelque temps pres de mon pere. Je serai lä voisin de M. Hermiie 
qui habite ordinairement Nancy; nous reiirons vos ouvrages, et peut- 
etre y puiserons - nous bientöt quelque oceasion scientifique de vous 
ecrire. — Peloure se rappelle ä votre Souvenir. — Mille amities ä notre 
excellent Dirichlet et a MM. Steiner et Crelle. 

Votre devoue confrere 
J. Liouville. 

P.S. On vient de depouiller le scrutin; il y avait 47 votants; vous 
avez obtenu 46 voix; a une voix pres, l’unanimite. 

1) Über die Herkunft des Briefes vergleiche die Anmerkung 2) auf S. 268 
des vierten Bandes dieses Archivs. 
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Über die Auflösung der transcendenten Gleichung 



(— l) i x 8i+1 

i!(2i+ir 



Von Hans R. G. Opitz in Berlin. 


Zn denjenigen analytischen Funktionen, welche wegen ihrer viel- 
seitigen praktischen Verwendung dem Mathematiker geradezu unent- 
behrlich geworden sind, gehören bekanntlich die Transcendenten 

X X 

f* e~ lfi dx und f* dx , 

O x 

deren Bedeutung nicht überschätzt erscheint, wenn Hr. J. W. L. Glaisher 
dieselben ihrer Wichtigkeit nach gleich hinter den Logarithmen und 
den trigonometrischen Funktionen rangiert. 1 2 ) Man hatte deshalb auch 
schon frühzeitig die genannten und in enger Beziehung zu ihnen 
stehenden Funktionen in Tafeln gebracht, um ihre Werte für die durch 
die Anwendungen gegebenen Argumente stets bereit zu halten. 8 ) 


1) Pbilosophical Magazine 42, 294 u. 421, London, July — December 1871: 
On a Class of Definite Integrals. — Es fehlt zur Zeit noch immer sowohl an einer 
einheitlichen Bezeichnung als auch an einem allgemein angenommenen Namen 
für diese Funktionen. Die von Glaisher vorgeschlagenen Namen Error-function 
und Error-function-complement und die Bezeichnungen 

OC X 

j* e~ " 1 du = Erfx, j* e~ u * du — Erfcx 
x o 


haben wenig Verbreitung in Deutschland gefunden. Bei Abfassung der Schrift 
„Die Kramp - Laplacesche Transcendente und ihre Umkehrung* 1 (Berlin, Oster- 
programm 1900 des Königstädt. Realgymn.) ist mir weder der Name noch die 
Bezeichnung bekannt gewesen. Ich habe dort das Zeichen <P(x) benutzt, um die 
Funktion, welche Gauß mit 0 (x) bezeichnet hatte, einzuführen; dasselbe schien 
in der neueren deutschen Litteratur allgemein angenommen worden zu sein. Ich 
sehe aber, daß einige Autoren wieder zu dem Gaußischen Zeichen zurückkehren. 
Vgl. z. B. E. Czubcr: Theorie der Beobachtungsfehler, Leipzig 1891, wo auch 
Erf gebraucht wird, und H. Weber: Die partiellen Differentialgleichungen der 
mathematischen Physik. Braunschweig 1900 1901. 

2) Über die Tafeln vgl. Glaisher a. a. O. — Jos. Burgess: On the definite 


2 


Integral — — 
Vn 



dt, with extended tables of values. 


Transactions of the Royal 


Society of Edinburgh, Vol. 39, 1900, issued separately 25th March 1898. — Ency- 
klopadie der mathem. Wissensch., Leipzig 1901, Bd. I. 6 pag. 757 u. 776. 
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Über die Auflösung der transcendcotcn Gleichung etc. 

Wenn aber C. F. Gauß, um von dem Gange der Funktion 



o 


eine Vorstellung zu geben 1 2 ), das Täfelchen 

0,500 0000 - 0 (0,476 9363) 

0,600 0000 = 0 (0,595 1161) 

0,700 (XXX) = 0 (0,732 8691) 

0,800 0000 = 0 (0,906 1939) 

0,842 7008 = 0(1) 

0,900 0000 = 0 (1,163 0872) 

0,990 0000 = 0(1,821 3864) . 

0,999 0000 = 0(2,327 6754) 

0,999 9000 = 0(2,751 0654) 

1 = 0 (oo) 

konstruiert, so hat er damit zugleich das Problem der Umkehrung der 
genannten Funktion gestellt; denn bedient man sich des Funktions- 
zeichens fl, so würde das Täfelchen besser 

fl (0,5) - 0,476 9363 
u. s. w. 

geschrieben werden. 

Trotzdem man auf dieses Umkehrungsproblem vielfach gestoßen 
war, hatte man dennoch eine direkte Lösung desselben nicht unter- 
nommen. Th. v. Oppolzer behauptete sogar *), daß die Gleichung 

X 

( 2 ) fe-*dx = & 

0 

„nur durch Versuche gelöst werden kann, etwa in der Weise, daß man 
sich eine Integraltafel für das vorliegende Integral mit dem Argument 
'obere Grenze’ entwirft und jenen Wert des Arguments durch Inter- 
polation zu finden sucht, der der Relation (2) genügt“. 


1) Bestimmung der Genauigkeit der Beobachtungen. Zeitschrift f. Astron. 
u. verw. Wiss., hrsgb. v. B. v. Lindenau u. J. G. F. Bohnenberger, 1, 186, 1810 
= Gea. Werke 4, 110. 

2) Lehrbuch der Bahnbestimmung der Kometen und Planeten, Leipzig 1880, 
2, 292. 
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Auf eineu anderen „Versuch", die Gleichung (2) zu lösen, wird 
man durch die Entwickelung der Transeendente in eine Potenzreihe 
hingewiesen: 



^T(- l) *s**+i 
(lX 11(21 + 1 ) 


Das bereits bei A. Meyer 1 ) und G. Hagen 2 ) angedeutete indirekte 
Verfahren der successiven Annäherung des Wertes dieser Reihe an die 
gegebene Größe ist vor kurzem in ausgiebigster Weise von Hrn. Jos. 
Bur ge s 8 benutzt worden, um den Wert x — p, welcher der Gleichung 

, . + (~ yi 

W + »!(2l+») * 


genügt, auf 24 Dezimalstellen zu berechnen 3 ), während Th. v. Oppolzer 
einen 10-stelligen Wert gegeben hatte 4 ), der — wie er sagt — „nur 
um wenige Einheiten der zehnten Dezimale imrichtig sein kann“. 
Hr. Burgess hat übrigens aus der von ihm neu berechneten Tafel 
für das Integral (1) durch einfache Interpolation auch das Gauß i sehe 
Täfelchen noch auf die Werte 0,1 bis 0,4 des Arguments erweitert. 
Eine direkte Methode zur Auflösung der Gleichung 

X 

(4) 2 • f c'^dx = ■ a , 

o 


wo a eine gegebene zwischen 0 und 1 liegende Größe bezeichnet, läßt 
sich aus der gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung und 
zweiten Grades 

{“) 0 - 2 ? - ¥ 


herleiten 5 ), indem man zuvörderst die Funktion 

( 6 ) ö = W(x) 


1) Vorl. über Wahrscheinlichkeitsrechnung, deutsch bearb. v. E. Czuber, 
Leipzig 1879, pag. 251. 

2) Grundzüge der Wahrscheinlichkeitsrechnung, III. Aufl. Berlin 1882, S. 78. 

3) a. a. 0. S. 277, vgl. oben Fußnote 2. 

4) a. a. 0. S. 295, vgl. oben Fußnote 4. Th. v. Oppolzer hat für seine 

t 

Zwecke eine besondere Tafel für das Integral j e~ p dt berechnet. 

0 

5) Man vgl. II. Teil des Osterprogr. 1900 des Königstädt. Realgymn. zu 
Berlin. 


Digitized by Google 


Über die Auflösung der transcendenten Gleichung etc. 


45 


unter der näheren Bestimmung 

W ( 0 ) = 0 , 3 ** ( 1 ) = 1 , 

(6a) gr'(0) = 0, *P"(0) = | 

aufstellt. Setzt man dann 

(?) ^ = 1 

so ist x = Si ( a ) eine Lösung der vorgelegten transcendenten Glei- 
chung (4). Die Funktion W (r) läßt sich in Form einer Potenzreihe 

V(t) • r si 


darstellen, deren Koeffizienten der Rekursionsformel 

X— 1 


( 8 ) 




-2 

1=1 


’2l(2X— 1) 
2x(2x — i) 


C( ii a 2x-2i 


genügen; dabei ist a 0 = 0, «j = j zu setzen. 
Hiernach läßt sich die Reihe 

X 

(9) VS-aW-^A»., T “-‘ 

1 = 1 


leicht bilden. Wül man in den Koeffizienten die Irrationalitäten ab- 
sondern, so erhält man 

00 

(io) x = si ( t )=^ «si-it“- 1 , 

i=i 

wobei 

(10a) ^ 

(i-i (2,1-1) 

^=i 

die Größen bestimmt. Die Größen deren Zusammenhang 

mit deu Koeffizienten durch die Relation 


(10 b) 


(2*)! «„-C„.(j/*y' 
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gegeben wird, haben- die ganzzahligen Werte 


C t 

C< 


c 6 = 


Cs - 



. .4 
243 



.20 036 


C u = 2 280 356 

< 7 18 = 343 141 433 

C’ 20 = 65 967 241 200 

C 22 = 15 773 461 423 793 

C u = 4 591 227 123 230 945 


< 7 26 = 1 598 351 733 247 609 852 

C 28 = . . . 655 782 249 799 531 714 375 

< 7 m - 313 160 393 864 973 852 338 669 

U. 8. W. 


..1 
. .1 
..7 
127 
369 
649 
983 
863 
761 
001 
767 
407 
849 
489 
783 


Die Auswertung der Funktion Sl (r) z. B. nach der Formel (9) 
ist nicht mehr beschwerlich, sobald man einmal die Koeffizienten der 
betreffenden Reihe berechnet hat. Um den Wert q = Sl (|) auf 
10 Dezimalen genau zu bestimmen, sind 16 Glieder der Reihe zu be- 
rücksichtigen, während bekanntlich die Berechnung der Basis c der 
natürlichen Logarithmen mit demselben Grad der Genauigkeit nur 
zwei Glieder weniger erfordert. Die Rechnung mit solchen Potenz- 
reihen bietet aber ganz besonders den Vorteil, daß man die Fehler- 
grenzen genau anzugeben im stände ist. Der Wert x — p, welcher der 
Gleichung (2) genügt, bestimmt sich auf diese Weise zu 0,476 9362 762, 
10 -10 . Th. v. Oppolzer hat — w T ie oben erwähnt — mit 
Hilfe seiner Tafel die zehnte Stelle nicht genau angeben können; da- 
gegen stimmt der nach unserer Methode gefundene Wert mit demjenigen 
überein, welchen Hr. Burgess berechnet hat: 

q - 0,476 936 276 204 469 873 383 506; 

jedoch fehlt auch hier die genaue Abschätzung des Fehlers. 

Endlich bleibt noch zu erwähnen, daß bei der Berechnung einer 
Tafel für die Funktion alle Bequemlichkeiten, welche eine ein- 

fache Potenzreihe dem Rechner darbietet, von nicht zu unterschätzendem 
Vorteil sind. 

Berlin, im August 1901. 
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Von der Periodizität der Kettenbrüche, in welche sich 
Irrationale zweiten Grades entwickeln lassen. 

Von L. Matthiessen in Rostock. 

Über die Verwandlung der irrationalen Wurzeln quadratischer 
Gleichungen mit rationalen Koeffizienten in periodische Kettenbrüche 
sind bereits früher von Ser r et 1 * * * * * ) mehrere wichtige Theoreme auf- 
gefunden, zu denen im folgenden einige neue Sätze hinzugefügt und 
bewiesen werden sollen. 

Eine rationale Größe, welche die Form 

a 

hat, und in welcher — I) 2 positiv, jedoch nicht eine Quadratzahl ist, 
heißt eine Irrationale zweiten Grades. Sie kann als die Wurzel der 
quadratischen Gleichung 

ax 2 -f 2bx -f c = (a, b, c) ( x , l) s = 0 

angesehen werden, deren Koeffizienten a, b, c ganze positive oder 
negative Zahlen sind von der Beschaffenheit, daß die Diskriminante 

Ü 3 = ac — fr 

negativ, also die als positiv vorausgesetzte Größe 

— D s ==> b* — ac = A 

kein vollständiges Quadrat ist. Da es uns nur darauf ankommt, die 
absoluten Werte der Wurzeln in einen Kettenbruch zu verwandeln, so 
gehen wir aus von der allgemeinen Form 

(1) A-E‘ + nD_ l , 

(2) Dx 8 - 2 Ex - D_ x = 0, 


1) A. Serret: Sur le ddveloppement en fraction continue de la racine quarrte 

d’un nombre entier. Liouville, Journ. Math. 12. 1847. 

Cours d’algebre suptSrieure. Sect. I. Chap. II. Edit. Et. Paris 1854. 

Rottok: Von den Kettenbrüchen und ihrer Anwendung auf die Auflösung 

der Gleichungen zweiten Grades. § 19. Rendsburg 1860. 

Man vergl. auch Legendre: Essai sur la thdorie des noiubrcs. 
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wo A, E, D und 7)_ 1 ganze Zahlen, E , D und D_ x positive oder 
negative Zahlen sind. Da man durch Tatonnement im stände sein wird, 
den größten ganzen Wert von ]/A anzugeben, so erhält man unmittel- 
bar mittels Division des Dividenden E -f VA durch D die größte ganze 
in x enthaltene Zahl a 0 , so daß man hat in fortschreitender Entwicklung 

. 1 .1 e 

x = «o + xr = «o + u. s. f. 

u i u i + 


Dabei nennt man die ganzzahligen Partialnenner a 0 , a v . . ., a n die un- 
vollständigen und die irrationalen Partialnenner x lf x it . . ., x„ die voll- 
ständigen Quotienten. Aus den Kettenbrüchen folgt 

x _ (Da*-E)+VÄ = E x + Yä 

1 VA-(Da 0 -E) 2 Ea 0 -Dal + D-i A ' 

r Pi (A a i ~ Ey) +yA _ E t -f Y a 

2 Va — (A«i — A) ~ 2 E i a i — A«; + -D A ' 


n 


x «~ 


(A-i a «-i— A-i) 




+V2 


Va-(»„ 


i a «-r 


■iSL 


-0 


2 A.-i a «-i A— i a »— 1 4~A— ) 


z>_ 


In diesen Quotienten sind E n und D n immer ganze Zahlen, wie 
sich leicht erweisen läßt Man braucht nur zu zeigen, daß allgemein 
])„- x ein Faktor von dem Ausdrucke 

CA-i A-iA-i) 8 

ist. Es war vorausgesetzt 

(3) E 2 + DD_ l ^A. 

Daraus folgt 

A-(E~ I)a^ _ 2i , 0o _ X>o3 + D_ t ... D t . 

Es ist mm weiter 


i 


i 

i 

i 

i 


i 


i 


Ef = l)*a$ - 2DEa 0 + E 2 - - D{2Eal - Dal -f A-i) + Ä , 

also 

El + D^-A. 

Durch Fortsetzung dieser Ableitungen findet man allgemein 

W 

( 5 ) 


^ (A-i A-i a „~i)* n 

= A; 


/> 


n — 1 

^ + AA-i = a 
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Aus (4) und (5) ergibt sich 

( 6 ) E n + - E n-li 

und weiter die Gleichungen der unvollständigen Quotienten 

(0 — 1 ^ E n-\ a n-\ E n-i “ ^ n > 

(ß) ( E n-1 ~ E n) a n-\ + A.-2 = D ni 


und die Gleichung der vollständigen Quotienten 
(9) D n x*-2E n x H -D n _ l = 0. 


Serret macht nun die Bemerkung, daß die drei ganzen Zahlen 
D„_ t , E n) D n keinen von der Einheit verschiedenen gemeinschaftlichen 
Divisor d enthalten könnten, weil er sonst auf Grund der Gleichungen 
(6) und (8) in rekurrierender Reihenfolge auch ein Divisor der Größen 
D_ 1; E , D sein, und A den quadratischen Faktor d 3 haben müßte. 
Man könne also von vorn herein in dem vorgelegten Ausdrucke 

X - E +V~ A 

x- D 

diesen Faktor eliminieren. 

Dagegen muß bemerkt werden, daß Fälle Vorkommen, in denen 
E* und A den gemeinschaftlichen und quadratischen Divisor D haben, 
welcher in dem ersten Quotienten x nicht durch Verkleinerung gehoben 
werden darf, wenn die obigen Sätze Geltung behalten sollen. Denn 
sei I) = ä* und allgemein 

d 2 a: 2 — d • ex — £ = 0, 

also 

fd-fayä f -f yi* 

3 “ a s ~ d 6 » 


so müßte in dieser abgekürzten Form der Quotient 



eine Ganze sein, was durchaus nicht der Fall ist. Dann sei z. B. 

x = . 

7 

r 

Dieser Quotient genügt nicht den angegebenen Bedingungen. Es ist 
aber x eine Wurzel der Gleichung 

49a: 2 — 5Ga: — 31 = 0, 

Archiv der Mathematik and Physik. 111. Beiho. V. 
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und wenn bei der Kettenbruchentwicklung E n und T) n immer ganze 
Zahlen bleiben sollen, so muß man ausgehen von der Form 


x — 


28-f ]/47 - 7* 
49 


also der quadratische Faktor d 2 muß in A bleiben. 

Bezeichnen wir die Näherungswerte des Kettenbruches mit 


Po. El P*. Z* 

%’ Qx' Ql' ' Q»' 

so ist bekanntlich 

Pm^n+l+Pu - 1 

X = j 

Qn x n+1 + Qn-1 


Die Theoreme, die Serret aufführt, sind die folgenden: 

I. Entwickelt man eine Irrationale zweiten Grades in einen Ketten- 
bruch, so wird von einer bestimmten Stelle an die Reihe der voll- 
ständigen und der unvollständigen Quotienten periodisch. (Lagrange.) 

II. Der Wert eines periodischen Kettenbruches läßt sich durch 
eine Irrationale zweiten Grades ausdrücken, d. h. er ist die Wurzel 
einer bestimmten quadratischen Gleichung. 

III. Die beiden Wurzeln einer Gleichung zweiten Grades mit 
rationalen Koeffizienten, welcher ein gegebener periodischer Kettenbruch 
genügt, haben entgegengesetzte Vorzeichen, wenn der Kettenbruch rein 
periodisch ist; sie haben gleiche Vorzeichen, wenn mehrere Glieder der 
Periode vorangehen. 

IV. Entwickelt man die irrationalen Wurzeln einer Gleichung 
zweiten Grades mit ganzen Koeffizienten in Kettenbrüche, so ist die 
Periode der unvollständigen Quotienten des einen die Umkehrung der 
Periode des anderen. 

V. Bildet man für jede der irrationalen Wurzeln einer quadratischen 
Gleichung mit ganzen Koeffizienten die Gleichungen der vollständigen 
Quotienten, so ist die Periode derselben bei beiden die umgekehrte. 

Wir wollen zu diesen Theoremen zwei neue hinzufügen: 

VI. Wenn innerhalb der Periode eines Kettenbruches , welcher durch 
die Entwicklung einer Irrationalen zweiten Grades entsteht,, in der 
Gleichung der vollständigen Quotienten (9) 2E n durch D n teilbar wird , 
so ist der Quotient gleich dem unvollständigen Quotienten a n , die Periode 
symmetrisch und a n der Anfang oder die Mitte derselben. 
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Zum Beweise betrachten wir nur den Fall, wo die Periode gleich 
im Anfang beginnt. Ist die Anzahl der Terme n -f 1, so ist x H + 1 — x 
und wegen der Relation 

x = M iJ±±Pn-x 
tn X n+l + *n-l’ 


Qnti + 1 ~(Pn- Qn-l)*n + l ~ Pn-l = 0 , 
Qn**- ~Pn - 1 = 0 . 


Für den letzten vollständigen Partialnenner oder Quotienten x n ist dann 
wie in (9) 

D n tf t - 2E n x n - D n _ x = 0. 


Da wir immer x als positiv und größer als 1 voraussetzen können, 
so ist für den Fall D n < E n auch 

D n < 2 E n + D n _ l . 

Für den Fall I) n > E n hat man die Ungleichung der positiven Größen 

ym + D.D,^ >D,~ E„ 


oder quadriert 


El + > El - 20.0. + Dl, 


also ebenfalls 
Da aber zugleich 


D n < 20. + 

E.-, < 2E n + D n 


ist, weil nach dem V. Theorem in der Entwicklung der beiden Wurzeln 
immer zwei Gleichungen 

0.4 - 2 E,x, - 0._, = 0, 

- 20.4 - O. = 0 

zusammen bestehen, so ist 

E,D„_, < 2 0,7), + Dl, 

El + D.D n _, = A< (O. + D,y, 

yÄ < o. + d h . 

Da nun 

- ~ n und YA S E h 

4 * 
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ist, so wird für den Fall, daß 2E n ein ganzes Vielfaches von J) H ist, 

~ E n , 

*. = -7T- + 


D n x n+l 


Wir substituieren diesen Wert in die Gleichung 
D n xl - 2E n x n - D n _ x = 0, 

und die Gleichung kehrt sich um in 

I) n - x rt + x - 2E,x n+1 -D n = 0 . 

Fs wird demnach 

A« + i = A.-i> -^» + 1 = ■£’«• 

Es läßt sich aber leicht erweisen und folgt auch aus dem V. Theoreme 
daß, wenn die Substitution 

x »-\ =«„-i + “ 

X n 

die obige Gleichung in x n ergibt, auch die Substitution 

l 


x 


«+1 


fl n-l + 


X 


8 + 2 


die Gleichung 

8 + s - 2E n _ 1 x n+i - D n _x - 0 
zur Folge hat. Es ist demnach 

^8 + i ~ D n _ lt E h + i — E n > 

A.+, — D n -$> - fc ' n+S = -^8-1 U - S - 

und die aufeinander folgenden Partialneimer (unvollständige Quotienten) 
bilden die symmetrische Periode 


2E_ 


• • • A 


a m 


n-2> w '»-l> D ll n> a n-l) a n-if 


d. h. die Periode hat ein mittleres Glied. 

Da nun innerhalb einer ganzen Periode zwei Mittelpunkte der 
Symmetrie vorhanden sein müssen und für den zweiten dieselben oder 
ähnliche Bedingungen bestehen, wie für den ersten, so gibt es in jeder 
Periode entweder noch eine zweite Gleichung 

E m x 7 „ 2E m x m — D m _ j — 0, 


für welche 


2 E. 


x. 


m ]) 




X 


a + 


rn + 1 


X 


»/!+ 1 
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den Anfang oder das Ende derselben bezeichnet, oder eine Gleichung, 
welche zwei mittlere Glieder liefert (vergl. das VII. Theorem). 

Wenn demnach eine quadratische Gleichung von der Form 

ax % — amx + c — 0 

mit irrationalen Wurzeln in einen Kettenbruch verwandelt wird und dabei 

am < j/« 8 m 8 — 4ac < am -f 2a 

ist, so wird die Periode symmetrisch und beginnt mit dem ersten 
Partialnenner, falls die Wurzel x > 1 ist. 

Ist speziell a — 1, tn gerade und gleich 2 m, also 

x 8 — 2ux + c = 0 

und zugleich 

u < |/m 8 — c < u + 1 , 

also c negativ, so ist 

ft? -c = Va 

irrational und der erste Partialnenner a 0 = 2 m, die Periode 

2 M, Mj , 0 2 , . . ., Oq, Öj , 2 M, (l j , f/g , • • • • 

Substituiert man x — u — y, so wird 

if - (u 8 - c) = f/ 2 - A = 0, 

und wenn man die Wurzel f/j = Yä in einen Kettenbruch verwandelt, 
die symmetrische Periode der im vollständigen Quotienten: 

W, Mj , Mg, • • •) Mg, (Ijj 2t<, flj, Mg, .... 

P/i. WewM innerhalb der Periode eines Kettenbruches , tcelcher durch 
die EntwkMuny der irrationalen Wurzel einer quadratischen Gleichung 
entsteht . /)„ gleich T) n _ x teird, so ist die Periode symmetrisch und besitzt 
zwei gleiche mittlere Glieder und umgekehrt. 

Um dies zu beweisen, betrachten wir der Einfachheit wegen nur 
den Fall, wo die Periode gleich vom Anfang beginnt. Dies ist nach 
dem VI. Theorem immer der Fall, wenn in der vorgelegten Gleichung 

Dx? — 2 Ex — /)_, = 0 


2E ein ganzes Vielfaches von D ist und 


54 L. MATTHrKSBKN: 

Es seien nun drei aufeinander folgende Gleichungen der vollständigen 
Quotienten 

Dn-lri - 1 “ 2E n -l X n-l ~ A.-2 “ 0 > 

D n x\ -2E n x H - D n _ 1 — 0, 

^n + l^ + i ~ %E n + l X n + l — D n — 0. 

Unter der Voraussetzung, daß D u == D n _ t ist, wird sein 
I. D n 2J5? l( _ 1 a; Ä _ 1 D n _ 3 = 0, 

n. 2>„ 4 ~2E n x n -D n = 0, 

III. D n+i ot% + 1 2D n+1 x n+i — J)„ =0. 

Es läßt sich erweisen, daß 

-^*+i ~ E n + 1 — E n _ j, 

^« + 2 = ^»-3> ^« + 2 = E n _i, u. 8. f. 

Es ist nämlich 

. l 

^n-l = a n-l + 

also nach I. 

+ ^y - 2 + i) - -D._j - o. 


Durch Entwicklung und Ordnung nach Potenzen von ergibt sich 
— (A» a *— i 2E n _ 1 a n _ 1 — D n _ % )x? n — 2(D n a n _ 1 — E H _ 1 )x H — D n = 0, 
und weil diese Gleichung identisch werden muß mit 

A.4 - 2^^ - 2) n = 0, 

A» = A.-i = — + 2J? n _ 1 a n _ 1 + D Ä _ S 

Man setze nun auch die Relation 


so ist 
und 


X n = a n-1 + 


X 


« + 1 


in die Gleichung II. ein, so geht dieselbe unter Berücksichtigung der 
Relationen für D n und E n über in 

+ i - 2E n _ i x n+l - D n _ v = 0. 
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Da diese Gleichung eine positive Wurzel hat, weil sie identisch ist mit 

D n-i x 8 8 2En-l X 1 ^n - 1 = 

so ist sie auch identisch mit der Gleichung 

^n + l^a + l ^ k J n + 1 X n 4- 1 = 

woraus folgt 

^n+l~^M-S) f J n + l = -^n-1 • 

Man kann nun weiter substituieren 

X n + 1 — a n-3 "h ~ ) 

x n + 2 

und gelangt in derselben Weise zu den Relationen 
A» + 2 = »ns, ^n + 2 “ Ai-2 U - 8 - 

Das symmetrische System der Partialgleichungen nebst den daraus 
hervorgehenden unvollständigen Quotienten ist demnach: 


X n — 2 “ a n-i “h x 7 — l % ^n-l X n-l ^n - 2 — 

n — 1 

X n-l = a n-l "b Z~ * D n _ x x\ 2 L h X h — D n _ 1 = 0, 


U. 8 . f. 


+ *, +1 ’ 


2 E n _ i # B+1 

-A 

+ i“T,’ 

D„_ 3 #^ + 2 

^ — 2 X n + 2 




U. S. f. 



Die symmetrische Periode hat zwei mittlere Glieder a n _ 1 . 

Zahlenbeispiel: 5#* — 15# — 13 — 0. Periode: a m : 3, 1, 2, 2, 1, 3 . . . 
Dasselbe paßt auch zum Theorem VI. 

Die symmetrische Periode kann übrigens auch ein oder zwei End- 
glieder haben, z. B. 5# 2 — 11# — 5 = 0. 

Die Periode ist: 2 t 1, 1, 2, 2, 1, 1, 2, 2, .... 

Wenn D = D n _ t und 2E ein ganzes Vielfaches von D ist, so sind 
alle unvollständigen Quotienten gleich 2 E : D, weil die Periode ein 
mittleres und zugleich zwei mittlere Glieder haben muß. 

Rostock, 30. Juli 1901. 
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Uber ein in der Vektor -Analysis anftretendes System 
partieller Differentialgleichungen I. Ordnung. 

Von E. Naetsch in Dresden. 

Bekanntlich wird in verschiedenen physikalischen Theorien ge- 
legentlich von der Vorstellung Gebrauch gemacht, daß nach einem 
bestimmten Gesetze jedem Punkte des Raumes, oder doch wenigstens 
jedem Punkte eines gewissen begrenzten Raumgebietes, eine gerichtete 
Größe — Vektorgröße, oder kurzweg Vektor — zugeordnet sei, welche 
sich alsdann durch eine von dem betreifenden Punkt ausgehende Strecke 
von bestimmter Richtung und Länge veranschaulichen läßt. Das Ge- 
setz dieser Zuordnung kann in bequemer Weise analytisch formuliert 
werden, sobald man sich eines rechtwinkligen Koordinatensystems be- 
dient und jeden Punkt durch seine drei Koordinaten x, y , z } die ihm 
zugeordnete Strecke aber durch ihre in die Richtungen der drei Koor- 
dinatenachsen fallenden Komponenten X, Y , Z fixiert; dann müssen 
vermöge jenes Zuordnungs-Gesetzes X, Y , Z Funktionen von x, y, z 
sein. Durch Angabe dieser drei Funktionen aber ist offenbar eine ana- 
lytische Darstellung der betreffenden Vektorgröße erreicht. — Andrer- 
seits ist klar, daß auch umgekehrt durch drei gegebene Funktionen 

X (x, y, z ) , Y(x,y 1 z) y Z(x,y,z) 

der drei von einander unabhängigen Veränderlichen x, y , z, welche 
— wenigstens innerhalb eines gewissen Bereichs — für reelle Werte 
von x , y, z ebenfalls reelle Werte besitzen, stets eine Vektorgröße be- 
stimmt ist; denn es köimen ja x , y, z als Koordinaten eines veränder- 
lichen Raumpunktes, X, Y, Z als die entsprechenden Komponenten 
einer von ihm ausgehenden gerichteten Strecke angesehen werden. 

Diese beiden Prinzipien — die analytische Darstellung einer 
Vektorgröße durch ein System von drei Funktionen dreier Variablen, 
und die Veranschaulichung eines Systems von drei Funktionen dreier 
Variablen durch eine Vektorgröße — bilden die Grundlage der so- 
genannten Vektor -Analysis 1 ), welche, obschon sich ihre Entstehung 

1) Man vergleiche Eiemann- Weber: Die partiellen Differentialgleichungen 
der mathematischen Physik, I. Band. — Die hier in Frage kommende Theorie 
wird im 10. Abschnitt (siehe insbesondere die §§ 86, 87 und 94) auseiuander- 
gesetzt, durch dessen Lektüre der Verfasser die Anregung zu den nachstehenden 
Betrachtungen erhielt. 
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und Entwickelung durchaus unter dem Einfluß physikalischer Theorien 
vollzogen hat, doch sehr wohl einer rein mathematischen Behandlung 
zugänglich ist und auf manches mathematisch interessante Problem 
fuhrt. Einem solchen Problem sollen die folgenden Zeilen gewidmet sein. 

Dasselbe bietet sich dar, wenn der für die Anwendungen der 
Vektor-Analysis wichtige Begriff des Curls eingeführt wird. Unter dem 
Curl eines gegebenen Vektors versteht man einen zweiten Vektor, 
dessen Komponenten 

P (?, V, z), Q(x,y,z), R{x,y,z) 

mit den Komponenten 

X 0, y, z), Y {x, y, z), Z {x, y, z) 

des ersteren Vektors durch die Relationen 

v __dZ _ ÖY n- d *- ez V- d J- dX 
dy dz 1 * dz dx 1 dx dy 

Zusammenhängen. Nun ist unmittelbar ersichtlich, wie man, sobald 
irgend ein Vektor vorgelegt ist, dessen Curl finden kann; denn die 
Funktionen P, Q, R werden vermöge der obigen Relationen mittels 
bloßer Differentiationen erhalten, sobald die Funktionen X, Y, Z ge- 
geben sind. Dagegen ist keineswegs ohne weiteres klar, wie man, 
sobald etwa der Curl eines unbekannten Vektors gegeben ist, diesen 
Vektor selbst ermitteln kann; denn die genannten Relationen bilden, 
wenn die Funktionen P, Q , R gegeben, die Funktionen X, Y, Z aber 
unbekannt sind, ein System partieller Differentialgleichungen I. Ordnung; 
und aus dem gleichen Grunde läßt sich auch nicht auf den ersten 
Blick übersehen, unter welchen Bedingungen ein gegebener Vektor 
überhaupt der Curl eines andern Vektors sein kann. Sollen diese beiden 
Fragen beantwortet werden, so ist vielmehr das folgende Problem 
zu lösen: 

Welche zugleich notwendigen und hinreichenden Bedingungen müssen 
die drei gegebenen Funktionen P (x. y, z) , Q(x,y,z) f R(x,y,z) erfüllen, 
wenn sich aus den drei partiellen Differentialgleichungen I. Ordnung 

dZ_dY p dx dz _ a ÖY _dX Ji 
dy dz 1 cz dx dx dy 

die drei unbekannten Funktionen X (x ,y,z), Y(x,y,z ), Z(x,y,z) be- 
stimmen lassen sollen ? Und ivie können , uenn die fraglichen Be- 

dingungen erfüllt sind, die letzteren drei Funktionen gefunden werden? 

Im folgenden soll eine Lösung dieses Problems entwickelt werden, 
welche einerseits die Lehre vom Jacobischen Multiplikator, und andrer- 
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seits die Theorie des Pfaffschen Problems in drei Veränderlichen be- 
nutzt. 1 ) Die diesen beiden Gebieten entnommenen Hilfsbetrachtungen 
sind in Nr. 1 und Nr. 2 enthalten, die eigentliche Lösung des Problems 
wird in Nr. 3 gegeben. 

1. Hilfsbetrachtungen aus der Theorie des Jacob i sehen Multipli- 
kators. — Wenn P {*, y, z), Q fo y, z) und R (x, y, z ) drei gegebene 
Funktionen der drei von einander unabhängigen Veränderlichen x , y, z 
sind, und unter f eine unbekannte Funktion derselben Veränderlichen 
verstanden wird, so ist die Relation 

(!) *-S + «-|i + *-£- 0 

eine lineare partielle Differentialgleichung I. Ordnung. Dieselbe hat 
bekanntlich die Eigenschaft, daß stets zwei von einander unabhängige 
Lösungen vorhanden sind, und daß, wenn die beiden Funktionen 

<p (x, y, z) und tp (x, y, z ) 


zwei derartige Lösungen sind, jede weitere Lösung sich als bloße 
Funktion von cp und ip darstellen lassen muß. Ferner muß alsdann, 
wie aus dem Bestehen der beiden identischen Gleichungen 




sofort folgt, ein — im allgemeinen von x , y, z abhängiger — Faktor l 
existieren, welcher so beschaffen ist, daß 



dtp 

dtp 

dtp 

dtp 

ä y 

dz 

dz 

dy 

dtp 

dtp 

dtp 

dtp 

dz 

dx 

dx 

dz 

dep 

dtp 

dtp 

dtp 

> dx 

dy " 

dy 

dx 


= A P, 

= A R, 


und infolgedessen der Ausdruck 



1) In dem vorhin citierten Werke (siehe daselbst § 94) wird das Problem 
zurückgeführt auf die Integration mehrerer partieller Differentialgleichungen 
II. Ordnung mit je einer unbekannten Funktion. — Übrigens bedingt die daselbst 
angewandte Methode, daß die drei Funktionen X, Y , Z noch einer vierten 

c X SY S 7 

Differentialgleichung I. Ordnung, nämlich der Relation f- 1- = 0 

c x dy dz 

Genüge zu leisten haben. 
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gleich der Funktional-Deterniinante der drei Funktionen /', <p, ip wird; 
diesen Faktor A nennt inan bekanntlich einen Jacobischen Multi- 
plikator der Differentialgleichung (1). Zu zwei von einander unabhängigen 
Lösungen einer partiellen Differentialgleichung von der Form (1) ge- 
hört also stets ein bestimmter Jacob i scher Multiplikator dieser Glei- 
chung. Aus den drei Gleichungen (2) folgt die Relation 

d{XF) , <*W 0 dJj-R) _ 
dx ' dy ' dz 1 

welche offenbar auch 


(3) 



+ dz) 


cy 


geschrieben und mithin als eine lineare partielle Differentialgleichung 
I. Ordnung angesehen werden kann, in welcher A die unbekannte 
Funktion ist Jeder Jacobische Multiplikator der partiellen Differential- 
gleich img (1) muß demnach eine Lösung der partiellen Differential- 
gleichung (3) sein. 

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe zu ermitteln , ob, resp. unter 
welchen Bedingungen die partielle Differentialgleichung (1) zwei von ein- 
ander unabhängige Lösungen 

0 (x, y, z) und V (x, y, z) 


besitzen kann , welche so beschaffen sind , daß der ihnen entsprechende 
Jacobische Multiplikator von ( 1 ) den Wert 1 besitzt , daß also 



wird. 


’d<t> djv _d& dv _ v 

dy dz dz dy 1 
3<P d*P _ d<P dV _ Q 
dz dx dx dz = *** 
d <E d*P __d$ 

> dx dy dy dx = 


In diesem Fall muß der Gleichung (3) durch A = 1 Genüge ge- 
leistet werden, und es müssen infolgedessen die Koeffizienten P, Q, 11 
unserer Differentialgleichung (1) so beschaffen sein, daß 


(5) 

wird. 


dP dQ dB 
dx ' dy ' dz 


Es läßt sich aber zeigen, daß diese notwendige Bedingung auch 
hinreichend ist, um die Existenz zweier Lösungen von der verlangten 
Beschaffenheit zu ermöglichen. 
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Wenn niimlich die Bedingung (5) erfüllt ist, su reduziert sich die 
Relation (3) auf die einfachere Gleichung 


pl l - + Q d J^ + nl- = o, 

cx'^dy dz 1 


d. h. es wird X eine Lösung der partiellen Differentialgleichung (1). 
Sind also cp und ip irgend zwei von einander unabhängige Lösungen 
der Differentialgleichung (1), und ist X der ihnen entsprechende Jaco bi- 
sche Multiplikator der letzteren, so muß sich X als eine bloße Funktion 
von cp und tp darstellen lassen. 

Wir sehen demnach, daß, wenn die Bedingung (5) erfüllt ist, die 
Gleichungen (2) die Form 



erhalten können. 


/dtp 

dtp 

r'J 

de 

dtp 

dtp 

dz 

dx 

ftp 

dtp 




w'U~ a (”>*) -p > 

5M2 -»(**).* 


Um festzustellen, ob unsere Differentialgleichung (1) nunmehr 
zwei Lösungen 0 und W haben kann, welche den Gleichungen (4) Ge- 
nüge leisten, bedenken wir zunächst, daß sich 0 und W jedenfalls als 
bloße Funktionen von cp und ip darstellen lassen müssen, daß also 
notwendig Beziehungen von der Form 


(7) 0 = U ( cp , ip) , J / f = V (cp, tp) 

stattfinden. Aus diesen aber folgen die drei Relationen 

dV düd 1 ! 1 . /dtp dtp dtp c tp\ 

dy cz dz dy ~~ \£»/ dz de dy )* 

dft d<I> d*i f . /dq> dtp dtp dtf>\ 

dz dx dx dz ~ \dzdx dx dz )' 

ctPdW d&cV . /dtp du> dtp d tp\ 

tx dy dy dx ~ \dxdy dydx) ’ 

in denen z/ zur Abkürzung steht für die Funktional-Determinante 

düdv _ dUdV 

rep dtp dtp dtp 


Vermöge dieser drei Relationen verwandeln sich nun die den beiden 
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Funktionen 0 und W vorgesckriebenen Gleichungen (4) in die 
folgenden : 


'dtp 

dtp 

dcp 

dtp\ 

y dy 

dz 

dz 

cy) 

'dcp dtp 

dcp 

dtp\ 

k dz 

dx 

dx 

de) 

'dcp 

dtp 

ocp 

dtp\ 

vdx 

dy " 

~ dy 

dx) 


und diesen wird wegen der Relationen (6) dann und nur dann Genüge 
geleistet, wenn 4 • Q = 1, wenn also 

düdV dUdV - 1 

' ' dcp dtp dtp dtp &(<p, tp) 

ist 

Hieraus aber folgt sofort, daß die oben aufgestellte Bedingung 
— das Bestehen der Relation (5) — nicht bloß notwendig, sondern 
auch hinreichend ist. 

In der Tat, sobald die genannte Bedingung erfüllt ist, und zu- 
nächst irgend zwei von einander unabhängige Lösungen qp und tp der 
Differentialgleichung (1) gefunden sind, so werden jedenfalls drei Rela- 
tionen von der Form (6) bestehen. Berechnet man aus diesen die 
Funktion Sl ( cp , tp), so hat man noch zwei weitere Funktionen U (qp, tp) 
und V (qp, tl>) derart zu bestimmen, daß sie der Bedingungsgleichung (8) 
Genüge leisten 1 ); diese Funktionen gehen — durch x , y, z ausgedrückt — 
in zwei Lösungen <P (x, y, z) und W (x, y, z) der Differentialgleichung (1) 
über, welche die vorgeschriebenen Gleichungen (4) befriedigen. 

Es gilt hiernach der folgende 

Lehrsatz. yf D amit sich zwei Funktionen & (x, y, z) uml V (x, y, z) 
bestimmen lassen, welche den drei Gleichungen 


( 4 ) 


(d<t> 

dv 

dtp 

dV 

dy 

dz 

dz 

dy 

d$ 

dW 

d<P 

dV 

dz 

dx 

dx 

dz 

dtp 

dW 

dtp 

dW 

idx 

dy 

dy 

dx 


Q (?,ye), 

Ji (x, y, z) 


1) Zwei derartige Funktionen kann man auf unendlich viele Arten ermitteln; 
man braucht nur die eine Funktion — etwa V (tp, xp) — willkürlich anzunehmen, 
dann erscheint unsre Bedingungsgleichung (8) als eine lineare partielle Differential- 
gleichung I. Ordnung mit der unbekannten Funktion U ( tp , i p), und man hat mit- 
hin als zweite Funktion irgend eine Lösung dieser Differentialgleichung zu 
nehmen. 
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Genüge leisten , in denen P, Q und R gegebene Funktionen von x,y,z 
sind, ist notwetidig, aber auch hinreichend , daß 

oP _ l M _l ^ n 

dx ' dy ' dz 

wird. — Die Funktionen O und W können , sobald diese Bedingung er- 
füllt ist, gefunden werden als zwei Lösungen der partiellen Differential- 
gleichung 

(i) J> -is + efp + ' R -§9= 0 > 

welche von einander unabhängig und überdies so beschaffen sind, daß 
der entsprechende Jacobische Multiplikator dieser Differentialgleichung 
den Wert 1 besitzt “ 

Anmerkung. Wenn man zunächst irgend zwei den Gleichungen (4) 
Genüge leistende Funktionen 0 O (x, y, z) und W Q (x, y, z) gefunden hat, 
so kann man die allgemeinsten derartigen Funktionen (x, y, z ) und 
W (x, y, z ) dadurch erhalten, daß man 

0-A (<t> 0 , VJ, W=B (4>„, V a ) 

setzt und hierbei die beiden Funktionen A und B in allgemeinster 
Weise derart wählt, daß 

ZA dB _dA dB = . 

d* 0 ' cv 0 zw 0 ' a* o “ 1 

wird. Um letzteres zu erreichen, kann man sich eines von Herrn Grave * 1 ) 
angegebenen Kunstgriffs bedienen, welcher es ermöglicht, die Funktionen 
A und B durch sogenannte ausführbare Operationen, d. h. ohne irgend 
welche Integration zu bilden. 

2. Hilfssätze aus der Theorie des Pf aff sehen Problems. — Wenn 
X (x, y, z), Y (x, y, z) und Z (x, ty, z) drei gegebene Funktionen der drei 
von einander unabhängigen Veränderlichen x, y , z sind, so nennt man 
bekanntlich den Ausdruck 

(1) X ix, y, z) • dx + Y (x, y, z) • dy -f Z (x, y, z) • dz 

einen Pf aff sehen Differential- Ausdruck oder kurz einen Pf aff sehen 
Ausdruck in den drei Veränderlichen x,y,z. Für einen derartigen Aus- 
druck aber gelten, wie in der Theorie des Pfaffschen Problems gezeigt 
wird, die folgenden drei Sätze: 


1) Journal de Math^matiques pures et appliqu^es, 1896. Vergleiche hierzu 
auch Scheffers: Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie 

I. Band, Seite 121 ff. 
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(*) 


= 0 , 


B 7 _ dX _ n 
dx dy 


I. Wenn 

az_ar _ 0 dx dz 

dy de ’ de dx 
ist, so kann der Pfaffsche Ausdruck (1) stets auf die Form 

dV(x,y,e) 

gebracht werden, d. h. es läßt sich eine Funktion 0 von x, y , z be- 
stimmen, welche so beschaffen ist, daß 

(I) X • dx + 7 • dy -f Z • dz = d *F, 

daß also 


X = 


dY 

dx i 


Y~ 


dV 

dy 1 


Z=u 


dV 

dz 


wird. 

II. Wenn zwar nicht die Bedingungen (2) erfüllt sind, aber doch 
die Relation 

(3) X-( cZ - + 7 - - dZ ) -P Z • = 0 

v ' \cy dz) \cz ox) Vox dy) 

besteht, so kann der Pfaffsche Ausdruck (1) stets auf die Form 

0 (x, y, z) • dV(x,y, z) 

gebracht werden, d. h. es lassen sich zwei Funktionen 0 und *F von 
x , y , z bestimmen, welche so beschaffen sind, daß 

(II) X • dx + 7 • dy + Z • dz ~ 0 • d VF , 

daß also 


X- 0 


dv 

dx : 


Y^<P- 


dV 
cy ’ 


0 


C V 
dz 


wird. 

III. Wenn weder die Bedingungen (2) erfüllt sind, noch die Rela- 
tion (3) stattfindet, so kann der Pfaffsche Ausdruck (1) stets auf 
die Form 

dF (x, y,z) + 0 (x, y,z)-d W (x, y, z) 

gebracht werden, d. h. es lassen sich drei Funktionen F, 0 und 0 von 
x f y, z bestimmen, welche so beschaffen sind, daß 

(Ol) Xdx + Ydy + Z-dz = dF+ 0-dW, 

daß also 


(UI*) X = d -£+<P dv 


ox 


Y- dF + 

1 - dy + v dy’ 


Z 4 F | 

cz dz 


wird. 
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Nun übersieht man sofort, daß die unter L und II. gegebenen 
Darstellungen unsres Pfaffsehen Ausdrucks (1) als spezielle Fälle der 
unter III. gegebenen Darstellung angesehen werden können. Infolge 
dieses Umstandes ergeben die drei soeben angeführten Sätze den 

Lehrsatz: „Sind X, Y, Z irgend drei Funktionen von x, y. z, so 
existieren stets drei H eitere Funktionen F, 0, W von x, y, z, Kelche so 
Iteschaffen sind } daß 

(III) X • dx -f Y • dy + Z • dz = dF -f 0 • dW, 


daß also 
(Hl*) X 
wird.‘‘ 


dx ^ v ex’ — cy ^ v cy ’ 


CX 


cz dz 


Anmerkung. Wenn die Funktionen X, F, Z gegeben sind, können 
die Funktionen F, 0, U r durch Integration gewisser Differentialglei- 
chungen ermittelt werden, sind aber keineswegs eindeutig bestimmt. 
Wenn hingegen die Funktionen F } 0 , W gegeben sind, so können, wie 
der Anblick der Gleichungen (III*) sofort lehrt, die Funktionen X, Y t Z 
mittels bloßer Differentiationen erhalten werden und sind überdies ein- 
deutig bestimmt. — Beim Pfaffsehen Problem liegt der erste Fall 
vor, für unsere Zwecke kommt allein der zweite Fall in Betracht. 


3. Lösung des gestellten Problems. — Wir wenden uns nunmehr 
zu der in der Einleitung gestellten Aufgabe: Drei Funktionen X, Y, 7. 
der drei von einander unabhängigen Veränderlichen x, y, z zu ermitteln, 
welche mit den drei gegebenen Funktionen P, Q, 11 dieser drei Veränder- 
lichen durch die drei partiellen Differentialgleichungen I. Ordnung 



cy dz * cz cx ** 1 dx dy 


Zusammenhängen; und festzustellen, unter ^eichen Bedingungen Funk- 
tionen der verlangten Art überhaupt existieren können. 

Zur Erledigung dieser Aufgabe schlagen wir einen Umweg ein. 
Wir bedenken, daß, wenn drei Funktionen X, Y } Z von der gewünschten 
Beschaffenheit vorhanden sind, zufolge der in Nr. 2 wietiergegebenen 
Theorie jedenfalls drei Funktionen F, 0 , ’P existieren müssen, welche 
mit jenen durch die Relationen 


( 2 ) 


X = ?J-+ <» Y-> — + 4 >^, Z=^ + 4>^ 

cx cx 7 dy dy 1 dz cz 


dw 

dx 


dF 

dy 


dy 

dy 


dF 


dV 


verbunden sind; und wir suchen nunmehr nicht direkt die Funktionen 
X, Y, Z, sondern vielmehr erst die Funktionen F, 0, W zu ermitteln; 
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aus den letzteren erhalten wir dann die ersteren vermöge der Rela- 
tionen (2) eindeutig durch bloße Differentiationen. 

Nun folgen aus den Relationen (2) sofort die weiteren Beziehungen 


,dZ 

dY 

C4> 

dw 

d<t> 

dV 

dy ' 

dz 

" cy 

' JI “ 


dy ’ 

dX 

dZ 

d# 

dW 

d* 

dV 

dz ” 

ex 

cz 

dx 

dx 

dz 1 

dY _ 

_dx _ 

d<i> 

dV 

d* 

d V 

* dx 

" dy 

dx 

dy 

~ dy 

dx ’ 


und diese zeigen, daß die vorgelegten Differentialgleichungen (1) ersetzt 
werden können durch die drei Gleichungen 



dd> 

dV 

d* 

dV 

cy 

dz 

dz 

dy 

d<t> 

d*** 

d<t> 

dW 

dz 

cx 

dx 

■ — ■ ■ ■ ■ 
cz 

d* 

dW 

d 

dv 

cx 

dy ~ 

dy 

dx 


-P, 

-Q, 


Sollen also die Funktionen X, Y } Z den Differentialgleichungen (J) 
Genüge leisten , so müssen durch die Funktionen F, &, W die Gleichungen (4) 
befriedigt werden. 

Dieses Ergebnis läßt sich aber umkehren: 

Sobald die Funktionen F, <&, W den Gleichungen (4) Genüge leisten , 
so werden — wegen der aus den Relationen (2) folgenden Be- 
ziehungen (3) — durch die Funktionen X, Y, Z die vorgelegten Differen- 
tialgleichungen (1) identisch erfüllt. 

Die Gleichungen (4) sind hiernach den ursprünglichen Gleichungen (1) 
völlig äquivalent; es ist mithin das Problem, die Funktionen X, Y, Z 
aus den Differentialgleichungen (1) zu bestimmen, zurückgeführt auf 
das Problem, die Funktionen F ' 0, *F aus den Gleichungen (4) zu be- 
stimmen. 

•Nun fällt sofort ins Auge, daß die Gleichungen (4) nur die beiden 
Funktionen 0 und W, nicht aber auch die Funktion F enthalten. Hieraus 
folgt die Bemerkung: 

Hat man die beiden Funktionen 0 und W so bestimmt , daß den 
Gleichungen (4) Genüge geschieht , so kann die Funktion F ganz will- 
kürlich angenommen werden ; die Formeln (2) liefern alsdann stets drei 
den Differentialgleichungen (1) Genüge leistende Funktionen X, Y } Z. 

Demnach ist das Problem, die Funktionen X Y f Z zu finden, 
völlig zurückgeführt auf die Aufgabe, zwei Funktionen 0 und W der 
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drei Veränderlichen x, y, z zu ermitteln, welche den drei Gleichungen (4) 
Genüge leisten. 

Diese Aufgabe aber haben wir in Nr. 1 eingehend behandelt. 
Damit sie lösbar sei, ist notwendig und hinreichend, daß 



dP d_Q 
dx ' cy 




wird; und wenn diese Bedingung erfüllt ist, so können <P und W ge- 
funden werden als zwei Lösungen der partiellen Differentialgleichung 


( 6 ) 


r dx^ * dy -v de -- v, 


welche von einander unabhängig und so beschaffen sind, daß der ent- 
sprechende Jacobische Multiplikator dieser Differentialgleichung den 
Wert 1 besitzt. 

Somit erhalten wir als Gesamtergebnis unserer Betrachtungen den 
folgenden 

Lehrsatz: „Sind die drei Funktionen P(x f y, z), Q (x, y, z), R (x,y, z ) 
gegeben, so können aus den drei partiellen Differentialgleichungen 
I. Ordnung 

m — dY v _ £? _ n 

' ' cy dz ’ cz dx ** 7 dx cy 


die drei unbekannten Funktionen X (x, y, z), Y (x, y, z), Z (x, y, z) dann, 
alter auch nur dann bestimmt werden, wenn zwischen den Funktionen 
P, Q, R die identische Gleichung 


(5) 


ÖP ÖQ dR _ () 


besteht. Ist diese Bedingung erfüllt , so läßt sich ein jedes den Differential- 
gleichungen (1) Genüge leistende System von Funktionen X, Y, Z dar- 
stellen durch drei Formeln von der Form 


(2) *-£+•£, 


cy cy 7 


dz + v iz ’ 


in denen F eine beliebige Funktion von x, y, z sein kann, während 
0 und zwei Lösungen der partiellen Differentialgleichung I. Ordnung 


( 6 ) 


p- §- + Q- d /- + n-l' =o 

dx ^ dy dz 


sein müssen von solcher Beschaffenheit, daß der ihnen entsprechende 
Jacobische Multiplikator dieser Differentialgleichung den Wert 1 
besitzt: “ 


/ 
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Anmerkung. Wird das Problem in der Weise modifiziert, daß die 
drei unbekannten Funktionen X, Y, Z nicht bloß den drei Differential- 
gleichungen (1) zu genügen haben, sondern auch noch der Bedingung 

cX ,BY cZ_ _ 
dx ' dy ' gz 

unterworfen werden (vergl. die Fußnote Seite 58), so kann der zu 
ihrer Ermittelung vorgeschlagene Weg im großen ganzen beibehalten 
werden; die Funktionen 0 und W können genau ebenso gefunden 
werden, wie im obigen Lehrsatz angegeben wurde, die Funktion F 
aber, welche vorhin völlig willkürlich blieb, hat diesmal der partiellen 
Differentialgleichung II. Ordnung 



Genüge zu leisten. 

Dresden, den 8. Januar 1902. 


On the Remainders of the Numbers of Triangle of Pascal 
with respect to a Prime Number. 

By T. Hayashi, Matsuyama (Japan). 

The method by which Prof. K. Hensel has generalized the 
theorems of Fermat and Wilson in this Archiv, (3) 1, 319 — 322, 
may be also used to establish some theorems relating to the remainders 
of the nuinbers of triangle of Pascal with respect to a prime number. 
The first of the following results may be regarded as a generalization 
of those theorems enunciated by Lucas in his Theorie des nombres , p. 420. 

Let p be a prime number; then, if q be a positive integer less 
than p y 

0 - - 0 (»cd. p). 

Hence, as it is well known, 

(x + l)** s x p -f 1 (mod. p ). 

Now let p — p + Vy where /u, v are any positive integer», not 
excluding zero. Then 

(x + 1)“ • (x -f l) v = x p -f 1 (mod. p), 

5 * 
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whence 

xf {pc + 1)” = (af + 1) • rf 1 (x + !)“•“ (mod. p). 


Expanding both sides of this congruence by the biuomial theorem and 
con8idering that p is odd, we get 



=■ *'- ß] + [3 *'' 2 - [fl*' - * + -•••+ [ P - .]* 
-lö-O + IWJ-G])*- 

— {L. + s] — [a]} :c_ * + ( mod -P). 

where 


and 


(r\ = r(r-l)(r-2)---(r-«+l ) 
Vs/ s! 1 

|"* J = r (r + 1) (r + 2) • + 


Therefore, comparing the coefficients of the equal powers of x on botli 
sides of this congruence, we obtain the following congruences: 


[fl— (fl. 1 

[4.1 

-0, 

El-». 

ta-+(fl. 

[4J 

l-o, 

uj-ra— (fl 

Kl— (fl. 

[4sj 

l-o, 

U«Mfl-+(fl 


:4J 

= 0- 

• j 


(mod. p). 


All these relations can be replaced by a very general congruence 

[f] = (- !)'• (D (mod. p) , 

where I 0 is the smallest positive remainder of l modulo p. In fact, 
the first column of the sytem above follows immediately, if we put 
l = l 0 = 1 ; 2, 3, • • •, v; and the second column also follows, if we put 

l = / 0 = v -f 1, v -f 2, • • •, p — 1, since must be zero for l 0 > v; 
and so on. Thus: 

If p be an odd primc number, and p = ,u -f v, the number of com- 
binations of p elements with repetition taken l at a time is congruent to the 
number of combinations of v elements w ithout repetition taken l 0 at a time u ith 
sign (— 1)'°, modulo p, where l 0 is the least positive remainder of l modulo p. 


Digitized by Google 


On the Remainders of the Numbers of Triangle of Pascal etc. 


69 


Since 






the congruence may be transformed into 

1> (') (mod. p). 

This is a generalized form of the theorems enunciated by Lucas, 
loc. cit. ; because the theorems can be obtained from this by putting 
l — Vy v — 1, v — 2, ♦ • ♦. 

Next, let p be a prime number and p = p — v, where p, v are 
also any positive integers. Then 

x p • x* (x -f- l)" r = (x p + 1) • x f ‘ (x -f l) - * 4 (mod. p). 

Expanding both sides of this congruence, we get 


b] -GJ. 

UJ 

-UJ +[;]• 

[2 A i- 


w + : 

ka 

a -ta. 

b + 2] 

+ [*]’ 



1 +bA 

i+ra* 


• « • 

b-MAA bAJ-bAJ+bU 

[p] -[3+ 1 * bp] "W +[p] + 1 (mod '- p) ' 

These are also contained in a very general congruence 

r— 1 

if we understand that = 0 when r < 0 and [q] = Thus: 

If p be a prime integer , and p = p — v, the number of combinations 
of p ei erneute taken l at a time ivitli repetition is congruetit to the sum 
of the number s of combinations of v elements taken l, l — p> l — 2p } 
at a time ivith repetition modtdo p. 

This may be transformed into 

('•+;-») -c + I" 1 )+(’ + !:r 1 ) + C + «-Jr‘)+- 

Also, when p = p — v, we can start from the congruence 
{x + 1)" = (x p +l)(x+ 1)' 
and obtain another result. 

Matsuyama, Japan, September 15, 1901. 
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Über einige elementare Grundgedanken der Nomographie. 

Von M. d’Ocagne in Paris. 

Die grundlegenden Gedanken der Nomographie, wie sie am ein- 
fachsten hei der zahlenmäßig bezeichneten Darstellung von Gleichungen 
mit 3 und 4 Variablen zum Ausdruck kommen, können schon in den 
elementaren Lehrbüchern der analytischen Geometrie unter den An- 
wendungen Platz finden. 1 ) In diesem Sinne geben wir hier einen kurzen 
Abriß, verweisen aber bezüglich der allgemeinen Theorie auf das Lehr- 
buch 2 ), wo wir den Gegenstand nicht allein bei Gleichungen mit 
3 und 4 Variablen — wie sie in der Praxis weitaus am häufigsten 
Vorkommen — sondern auch bei Gleichungen mit beliebig vielen Variablen 
in breiter Ausführlichkeit behandelt haben. 

I. Systeme kotierter Elemente. 

1. Elemente mit einer Kote. — Wenn man auf einer Ebene ein 
System geometrischer Elemente, das von einem Parameter ab hängt, 
darstellt und an jedes Element diejenige Zahlenbezeichnung schreibt, 
die dem zugehörigen Werte des Parameters gleich ist, dann erhält 
man ein System von Elementen mit einer Kote. Diese Elemente können 
entweder in Punktkoordinaten durch eine Gleichung von der Form 
F (x, y; u) = 0 oder in Linienkoordinaten durch eine Gleichung von 
der Gestalt F (u, t>; u) = 0 definiert werden. 

Sie sollen die Elemente (a) heißen. Es ist klar, daß man diese 
Elemente in der Praxis nur für einige Werte von « — besonders für 
solche, die eine arithmetische Reihe bilden — wirklich darstellen wird, 

1) Über die Zweckmäßigkeit einer solchen Einführung vergl. die Bemerkung 
von J. Tannery in seiner Analyse des unten genannten Traite. (Bull, des Sc. 
math. (2) XXIH, p. 176). 

2) Traitd de Nomographie (Paris, Gauthier-Villars; 1899). Dieses Werk soll 
im folgenden durch die Buchstaben T. N. bezeichnet werden. In deutscher Sprache 
hat Hr. F. Schilling einen Auszug daraus unter dem Titel: Über die Nomo- 
graphie von M. d’Ocagne (Leipzig, Teubner 1900) erscheinen lassen. 

[Wir bieten hier den Lesern, welche sich über Wesen und Ziele der Aome- 
yraphie schnell eine Vorstellung bilden wollen, die Übersetzung der Abhandlung 
„Sur quelques principes dldmentaires de nomographie“, welche aus der Feder des 
Hauptvertreters der Nomographie stammt und im Bull, des sc. math. (2) 24, 1900 
erschienen ist. Herr Fürle war so liebenswürdig, die Übersetzung zu übernehmen, 
wofür ihm die Redaktion auch an dieser Stelle den verbindlichsten Dank ausspricht. 

Die Red.] 
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und selbst dann noch bloß innerhalb gewisser Grenzen, welche durch 
die Bedürfnisse des beabsichtigten Gebrauches bestimmt sind. 

Die Punktkoordinaten x, y sind fast durchweg kartesische 
rechtwinklige Koordinaten, die Linienkoordinaten u, v Parallel- 
koordinaten 1 ), die für die hier vorliegenden Zwecke eine erheblich 
bequemere Anwendung als die PI Ucker sehen Koordinaten gestatten. 
Die einfachsten Systeme von Elementen mit einer Kote erhält man, 
wenn man die Gleichung F = 0 als linear in x, y oder in u , v an- 
nimmt. Im ersten Falle erhält man ein System von Geraden mit einer 
Kote , welche Tangenten einer Kurve, ihrer sogenannten Envdojype , sind; 
im zweiten Falle ein System von Funkten mit einer Kote, die auf einer 
Linie, ihrem Träger, verteilt sind. 

Die Enveloppe schrumpft zu einem Punkte zusammen, oder der 
Träger wird eine Gerade, wenn a bloß in einer gewissen Verbindung 
vorkommt, für welche die Gleichung F = 0 linear ist, d. h. wenn F 
die Form hat: 

F i + f («) F s — 

worin F t und F t lineare Funktionen von x, y oder u , v allein sind. 
Ein System von Punkten mit einer Bezeichnung nennt man je nach 
der Natur des Trägers eine gerade oder eine krumme Skala. 

2. Punkte mit 2 Koten. — Ein System geometrischer Elemente 
mit 2 Parametern wird auch ein System von Elementen mit 2 Koten 
geben, wenn sich die Elemente in gewisser Weise in der Ebene dar- 


1) Wir haben 1884 in den Nouvelles Annales diesen Koordinaten eine ein- 
gehende Studie gewidmet, die dann in unserer Broschüre Coordonnöes paralleles 
et Axiales (Paris, Gauthier -Villars 1885) wieder abgedruckt ist; inzwischen hatte 
Hr. K. Schwering über denselben Gegenstand seine Broschüre: Theorie und An- 
wendung der Linien koordinaten, (Leipzig, Teubner 1884) veröffentlicht. Bezüglich 
dessen, was für die nomographischen Anwendungen imentbehrlich ist, siehe T. N. 
Seite 126. 

[In Bezug auf das Auftreten der Parallelkoordinaten findet man folgende, 
die vorstehenden Angaben des Herrn d’Ocagne ergänzenden Notizen in dem 
Aufsätze: „Die Unverzagtschen Linienkoordinaten. Ein Beitrag zur Geschichte 
der analytischen Geometrie“ von F. Radio. (Festschrift für Moritz Cantor. 
Leipzig, B. G. Teubner, 1899, S. 385 — 397). Die Parallelkoordinaten sind erwähnt 
von Chasles in der Correspondanee de Quetelet 6, 81 (1829). Systematisch 
durchgearbeitet und im Unterricht verwendet wurden sie von Unverzagt; vergl. 
seine Programmabhandlung: „Über ein einfaches Koordinatensystem der Geraden“. 
Wiesbaden, 1871. Darauf folgten die Schw’eringschen Schritten: „Über ein 
neues Koordinatensystem“ (1874), „Über ein besonderes Linienkoordinatensystem“, 
Zeitschr. für Math. u. Phys. 21, 1876; außerdem seine Progr. Abhdl. des Gymn. 
in Brilon. Die Red.] 
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stellen lassen. Eine solche Darstellung wird aber allgemein nicht 
möglich sein, wie man sich leicht durch folgende Betrachtung über- 
zeugen kann: Wenn man dem einen Parameter einen festen Wert 
gibt, den andern aber sich ändern läßt, so erhält man ein in der 
Ebene darstellbares System von Elementen mit einer Kote; wenn man 
aber auch diejenigen Systeme aufzeichnet, die den verschiedenen Werten 
des ersten Parameters entsprechen, so werden diese verschiedenen über 
einander gelagerten Systeme ein durchaus unentwirrbares Durcheinander 
hervorrufen, mit einziger Ausnahme der jetzt zu betrachtenden Fälle. 

Wenn zunächst die Elemente, um die es sich handelt, Punkte 
sind, so wird jedes der eben betrachteten Elemente mit einer Kote 
nur Punkte umfassen, die auf einem gewissen Träger liegen; die den 
Werten des ersten Parameters entsprechenden verschiedenen Träger 
können daher auf einer und derselben Ebene neben einander bestehen, 
und hieraus folgt die Möglichkeit, Punkte mit 2 Koten zu kon- 
struieren. 

Es stelle uf(a, a') -f vtp(a, a) -f- 4<(a, «') = 0 die Gleichung dieser 
Punkte in Linienkoordinaten dar. Je nachdem man dem einen der 
Parameter u, a einen festen Wert gibt imd den anderen sich ändern 
läßt, erhält man Punkte, die entweder auf einer Linie (a) oder einer 
Linie (a') liegen. Diese beiden Liniensysteme (a), ( a ') bilden ein 
Netz, wobei der Punkt (a, a') sich im Schnittpunkte der Linien («), 
(«') befindet. 

3. Verdichtete Linien mit 2 Koten. — Wenn die Elemente a, «' 
nicht mehr Punkte, sondern Linien sind, so können sie in derselben 
Ebene nur in dem Falle neben einander bestehen, wo die Systeme von 
Elementen mit einer Kote, welche den verschiedenen Werten eines 
der beiden Parameter entsprechen, zusammenfallen, abgesehen von den 
Koten. Dies tritt nur dann ein, wenn in der Gleichung, welche die 
betrachteten Elemente definiert, die Parameter «, u unter einem imd 
demselben Funktionszeichen vereinigt werden können, d. h. wenn diese 
Gleichung von der Form ist: 

F [. x , y; 0 (a, «')] = 0. 

Denn alle Elemente (a, a'), die denjenigen Wertepaaren (a, a) ent- 
sprechen, für welche die Funktion 6 (a, u') eitlen und denselben Wert t 
besitzt, fällen dann zusammen, und die Gesamtheit aller Elemente 
( u , u) schrumpft zusammen zu einem System von Elementen mit 
einer Kote t, wobei jedes der Elemente t einer unbegrenzten Menge 
von Wertepaaren u, u entspricht. Die Elemente (a, a) heißen dann 
verdichtet in den Elementen t. 
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Wie kann man nun in diesem Falle die verschiedenen Wertepaare 
der Parameter a, aj die jedem Element t entsprechen, darstellen? Durch 
folgendes Verfahren geht das sehr einfach: 

Durch die Kurvenschar, welche durch die Gleichung l )F(x,y, o = o 
definiert ist, lege man eine ganz beliebige Kurvenschar, die von einem 
der beiden Parameter, beispielsweise von a, gemäß einer willkürlichen 
Gleichung (p ( x , y; d) = 0 abhängen möge. Wenn wir jetzt für a einen 
bestimmten Wert festlegen und alle zusammengehörigen Wertepaare «, t 
betrachten, die aus der Gleichung 0 (a, a ') = t folgen, so sehen wir, daß 
die Schnittpunkte der zusammengehörigen Kurven (a), (t) auf einer Kurve 
liegen, deren Gleichung il> (x, y\ «') = 0 
durch Elimination von cc, t aus den drei 
angeschriebenen Gleichungen hervor- 
geht, und die mit dem für a' ge- 
wählten Werte zu bezeichnen sein 
wird. Wenn man diesen Wert a 
sich ändern läßt, behält man eine 
Kurvenschar («')? die durch die letzte 
Gleichung bestimmt ist, und die in 
Verbindung mit der willkürlich ge- 
wählten Kurvenschar (a) die ver- 
schiedenen Paare von Koten angibt, die den Kurven der Schar zu- 
kommen. (Figur 1.) 

Die Gesamtheit der Scharen (a), (a') bildet dann ein Netz, welches 
das Netz der Koten der Schar (0 genannt werden kann; und man sieht 
ein, daß jedem verdichteten Elemente t je zwei Koten für edle Punkte 
des Netzes (a, «'), durch welche dieses Element geht, zukommen. 

Wenn die verdichteten Elemente (0 parallele Gerade sind, so stellt 
ihre Gesamtheit zusammen mit dem Netz von Koten eine sogenannte 
binäre Skala dar. 

4. Gerade mit 2 Koten. Dojypelte Umhiillungskurven. — Die bisher 
untersuchten Elemente sind die einzigen, welche einer ständigen Dar- 
stellung in der Ebene fähig sind; dagegen gestattet die Einführung 
beweglicher Systeme, das Feld der bei der Herstellung der Nomo- 
gramme (Rechenblätter) verwendbaren Elemente zu erweitern. Man 
sieht nämlich ein, daß in gewissen Fällen die Elemente eines Systems 
mit 2 Koten dadurch erhalten werden können, daß man entweder eine 
einzelne auf einer beweglichen Ebene aufgezeichnete Linie über die 

1) Wenn es sich um Elemente handelt, die in Linienkoordinaten gegeben 
»ind, so kann man für die Lösung stets ihre Gleichung in Punktkoordinaten 
nehmen, die sich in bekannter Weise aus der Berüh-ungsgleichung ergibt. 
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feste Ebene hinweg gemäß zwei Parametern verschiebt, oder daß man 
eine ganze Kurvenschar, die auf einer solchen verlegbaren Ebene auf- 
gezeichnet ist, gemäß einem Parameter bewegt. Wenn wir uns auf 
den einfachsten und zugleich aus praktischen Rücksichten inter- 
essantesten Fall beschränken, daß die Elemente mit zwei Koten 
Gerade sind, so ist klar, daß man sie alle vermittelst einer beweglichen 
Geraden erzeugen kann. Die ganze Frage kommt darauf hinaus, die 
Lage dieser Geraden für ein gegebenes Wertepaar der entsprechenden 
Parameter zu bestimmen. Es sei 

xf («, tt) + ytp («, «') + t («, «') = 0 
die Gleichung einer Geraden mit zwei Koten. Wenn man dem a 
einen festen Wert gibt, aber «' sich ändern läßt, so erhält man 
für die entsprechenden Geraden eine Umhüllungskurve, die durch 
den gewählten Wert von a bezeichnet werden kann. Lassen wir jetzt 
diesen Wert sich ändern, so erhalten wir eine Schar von Umhüllungs- 
kurven (a). In derselben Weise wollen wir eine Schar von Umhüllungs- 
kurven («') definieren. Die Gerade mit den beiden Koten («, a') wird 
dann gemeinsame Tangente für beide UmhÜUungskurven «, 

Man sieht, daß diese Bestimmung einer Geraden mit zwei 
Koten genau derjenigen entspricht, die wir in Nr. 2 bei Punkten mit 
zwei Koten betrachtet haben. Indessen ist hier die Gerade (a, «') 
nicht ständig auf dem Blatte der Zeichnung vorhanden, wie es bei dem 
Punkte (a, a ') der Fall war. Die Gerade ist durch ihre beiden Um- 
hüllungskurven (a), («') definiert; und jedesmal, wenn man sie braucht, 
muß man an diese beiden Kurven eine gemeinsame Tangente legen, 
die aus einer auf einem durchsichtigen Stoffe hergestellten Geraden oder 
aus einem gespannten Faden bestehen kann. 

Von vornherein ist leicht ersichtlich, daß die Darstellungsweisen, 
die sich auf die Verwendung von selbständigen Elementen mit zwei 
Koten gründen [die in der Praxis im allgemeinen nur Punkte (Nr. 2) 
oder Gerade (Nr. 4) sein werden], eine größere Allgemeinheit besitzen 
als diejenigen, welche nur verdichtete Elemente zulassen. 

II. Typen von Nomogrammen mit drei und vier Variablen. 

5. Punkt- Nom (gram me mit drei Variablen. — Die einfachste Lagen- 
beziehung zwischen drei in dem Punktgebiete definierten Linien besteht 
darin, daß sie durch den nämlichen Punkt gehen. Hieraus entsteht 
der allgemeinste Typus von Punkt- Nomogrammen mit drei Variablen 
(Figur 2). Es mögen die drei Scharen von Linien mit einer Kote 
durch die drei Gleichungen definiert sein: 

(!) F x (x, y; uf) = 0; (2) F s (x, y; ß 2 ) = 0; (3) F $ (*, y; «,) = 0. 
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Wenn man aus diesen Linienscharen je eine Linie herausnimmt, und 
wenn diese drei Linien durch denselben Punkt gehen, so sind ihre zu- 
sammengehörigen Koten durch die Gleichung 
(E) #Oi, « 2 , <) = 0 

verbunden, die man erhält, wenn man x , y aus den drei zusammen- 
gehörigen Gleichungen eliminiert. 

Jede Gleichung zwischen drei Variablen kann so auf zahllose Arten 
dargestellt werden. Man erkennt nämlich, daß man, wenn die letzte 
Gleichung gegeben ist, zwei der vor- 
aufgehenden, (1) und (2) z. B., will- 
kürlich wählen kann; die dritte folgt 
dann aus (1), (2) und (E) durch Eli- 
mination von äj und a,. 

Insbesondere kann man immer 
zwei der kotierten Scharen durch Ge- 
rade, am allereinfachsten durch die 
Geraden x = a u y = a 2 darsteilen. Sie 
bestimmen dann ein regelmäßiges 
Gitter, welches die Kurven (a 8 ) durch- 
queren. In der Praxis ist die Wahl 
der ersten beiden Scharen der Bedin- 
gung unterworfen, daß man nach Aus- 
führung der genannten Elimination auf 
eine dritte reelle Schar geführt werden 
muß, und daß man bei dieser Wahl immer darauf bedacht ist, die ein- 
fachstmöglichen kotierten Linien der drei Scharen zu erhalten. Das ist 
ja gerade einer der hauptsächlichsten Gesichtspunkte der Nomographie. 
Insbesondere ist klar, daß man sich die Gelegenheit, wo man sich auf 
alleinige Anwendung von kotierten Geraden beschränken kann, nicht 
entgehen lassen wird. Nichts aber ist leichter als den allgemeinen 
Typus der Gleichungen zu bilden, die sich durch drei Scharen von 
Geraden mit einer Kote darstellen lassen. Nämlich die obigen Glei- 
chungen (1), (2), (3) nehmen in diesem Falle die Gestalt an: 

(10 tf/iK) + yviM + if'iW = °> 

(2') */*(«*) + j) + ¥»*(«*) = 0, 

(3') xft{a ,) 4- yy 8 (a 3 ) + ^ 3 (« 3 ) = °> 

und Gleichung (E) wird: 



Fig. 2. 



fiM> <PiM, 

<PsM, M“i) 

/»(4 


= 0. 
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Unter den Gleichungen von diesem allgemeinen Typus haben die- 
jenigen, welche in der Praxis am häufigsten auftreten, die Form 1 2 ) 

(-E") fi Mf» (« 3 ) + 9>2 («») 9>s («s) + ^3 («s) = 0. 

I 

Man sieht ein, daß man sie vermittelst der drei Scharen von Geraden 
mit einer Kote darstellt: 

C 1 ") x = fiM> 

(2") y = <P*M, 

(3") x fsM + !/9> s(«s) + ^ 3 ( a s) - °- 

Wir begnügen uns hier mit der Bemerkung, daß man ein 
gegebenes Nomogramm von kotierten Geraden der allgemeinsten 
homograplii8chen Transformation unterwerfen kann, während man 
die Koten der verschiedenen Geraden, die es zusammensetzen, bei- 
behält. Weil nun eine solche Transformation in der Ebene von acht 
Parametern abhängt, so kann man von vornherein die Beweglichkeit 
beurteilen, die sie für die Herstellung der Nomogramme dadurch mit 
sich führt, daß sie über die Parameter die vorteilhafteste Verfügung 
gestattet. *) 

Andererseits sei darauf hingewiesen, daß es zwar in der Praxis im 
allgemeinen leicht ist, eine gegebene Gleichung an einen der obigen 
allgemeinen Typen zu knüpfen; die umgekehrte Aufgabe dagegen, die 
analytischen Merkmale bestimmen, an denen man vorweg die Möglich- 
einer solchen Verknüpfung erkennen kann, führt auf rein analytische 
Probleme, die weder des Interesses noch der Schwierigkeit er- 
mangeln. 

6. Beriihrungsnonwgramme mit drei Variablen. — Ganz entsprechend 
besteht die einfachste Lagenbeziehung zwischen drei im Berührungsgebiete 
definierten Linien darin, daß sie eine und dieselbe Gerade berühren. 

Hieraus geht der allgemeinste Typus eines Berührungsnomogrammes mit 
drei Variablen hervor, dessen Grundgedanke durch dieselben Gleichungen 
veranschaulicht werden kann, wie die eben bei Punktnomogrammen 
benutzten, mit dem einzigen Unterschiede, daß an Stelle der karte- 
sischen Koordinaten x, y die Parallelkoordinaten u, v treten. 

Mittels dieser Substitution definieren die früheren Gleichungen (1), 

(2), (3) drei Scharen von Linien mit einer Kote (c^), (o^), (03); und 
die Koten dreier dieser Linien sind durch eine Gleichung ( E) ver- 
bunden, wenn diese drei Linien Tangenten an dieselbe Gerade sind. 

1) Vgl. verschiedene Beispiele solcher Gleichungen: T. N. Kap. II. § II. 

2) T. N. Nr. 49 und 50. 
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Nunmehr muß man eine bewegliche Gerade, den sogenannten Anzeiger 
zu Hilfe nehmen, wenn man sich des Nomogrammes bedienen will. 

Bei dieser Gelegenheit sei bemerkt: Gerade so, wie sich bei Punkt- 
nomogrammen immer eine solche Wahl treffen ließ, daß zwei der 
kotierten Scharen durch gerade Linien dargestellt wurden, so kann 
man hier bewirken, daß zwei kotierte Systeme durch Punkte gebildet 
werden. So ist jede Gleichung zwischen drei Veränderlichen cq, a 2 , 
«3 durch zwei Systeme kotierter Punkte (cq), («,) und eine Schar 
kotierter Kurven (a 5 ) darstellbar, wobei die Werte der drei Variablen 
derartig Zusammenhängen, daß die Gerade , welche die kotierten Punkte 
cq und oq verbindet, Tangente an die kotierte Kurve a 3 ist. Die Not- 
wendigkeit, eine bewegliche Gerade zu verwenden, um die Ablesungen 
am Nomogramme zu ermöglichen, scheint auf den ersten Blick den 
Berührungsnomogrammen eine untergeordnete Stellung gegenüber den 
Punktnomogrammen zu geben. 

Dem ist aber nicht so, wie man sich durch die folgende Bemerkung 
sofort überzeugen kann. Die Bestimmung einer Geraden durch zwei 
kotierte Punkte ist frei von dem möglichen Fehler, welcher der Bestim- 
mung eines Punktes durch den Schnitt zweier kotierten Linien anhaftet, 
und der darin besteht, daß man beim Verfolgen dieser beiden Linien 
bis zu ihrer Durchkreuzung Gefahr läuft, ohne genügende Aufmerksam- 
keit auf benachbarte Linien der Scharen, von denen sie Teile sind, 
überzugehen. Diese Fehlerquelle ist bei kotierten Punkten nicht 
vorhanden, weil bei ihnen die Kote nur an einem einzigen Punkte 
angebracht ist, anstatt sich über eine ganze Linie auszudehnen. Es sei 
noch bemerkt, daß dieser Umstand die Einschaltung nach dem Augen- 
maße zwischen den kotierten Elementen, welche auf dem Nomo- 
gramme wirklich vorhanden sind, erleichtert. Dieser doppelte Vorteil 
macht sich noch mehr geltend, wenn die darzustellende Gleichung von der 
früheren Form ( E ') ist, (von der die Form ( E ") nur einen besonderen Fall 
darstellt), weil sich dann die durch die Gleichungen (1), (2), (3) [worin 
u, v für x, y gesetzt sind] definierten drei Systeme kotierter Elemente 
auf Systeme von Punkten mit einer Kote reduzieren, zwischen denen 
man bloß mit Hilfe des Anzeigers einzufluchten braucht; hierher stammt 
die Benennung Nomogramme mit fluchtrechten Punkten (Figur 3). 1 ) Am 
häufigsten treten in der Praxis solche Nomogramme auf, die unter die 
Gleichungen von der Form (E") fallen und durch die Gleichungen (1), 
(2;, (3) definiert sind, wenn in ihnen x und y durch u und v er- 
setzt sind. 


1) T. N. Kap. III. 
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Wenn man ein solches Nomogramm auf kartesische Koordinaten 
bezieht, so kann man die Gleichungen, durch welche die verschiedenen 
kotierten Elemente definiert sind, — unter l eine beliebige Große ver- 
standen — schreiben: 



(«i) 

(«,) 

(«*) 


x = — l, 

y = fiM> 

\x = l, 

ly = 

+ /■*(«*)' 

— ■»(«») 

V» ( a a) fi ( a s) * 


y = 


Ln der Anmerkung am Schlüsse der folgenden 
Nummer findet man ein neues Argument 
zu Gunsten der Berührungsnomogramme. 
Wir wollen hier noch bemerken, daß die Anwendung der all- 
gemeinsten Homographie gute Dienste leisten kann, um einem Nomo- 
gramme mit fluchtrechten Punkten die bequemste Lage zu geben. 1 ) 


7. Nomoyramme mit vier Variablen. — Um von den eben erklärten 
Typen der Nomogramme mit drei Variablen zu einem Typus von 
Nomogrammen mit vier Variablen überzugehen, reicht es offenbar aus, 
daß man eines der vorkommenden Systeme mit einer Kote durch ein 
System von Elementen mit zwei Koten ersetzt. 

Dies zeigt uns unmittelbar, daß ein Nomogramm mit vier Variablen 
ohne bewegliches Element , nur verdichtete Elemente als Elemente mit 
zwei Koten zuläßt. Wir haben ja in Nr. 3 und Nr. 4 gesehen, daß 
man im Punktgebiete nicht verdichtete Elemente mit zwei Koten nur 
mit Hilfe beweglicher Elemente erzeugen kann. Nr. 2 hat gezeigt, 
daß man im Berührungsgebiete selbständige Elemente mit zwei Koten 
nur dann herstellen kann, wenn diese Elemente zu Punkten zusammen- 
schrumpfen; aus Nr. 6 folgt dagegen, daß die Ablesung von einem 
Berührungsnomogramme nur mit Hilfe eines beweglichen Anzeigers vor 
sich gehen kann. Der obige Schluß ist also durchaus berechtigt. 

Wenn wir in dem allgemeinen Typus der Punktnomogramme mit 
drei Variablen (Nr. 5) eine Schar von Linien mit einer Kote durch 
eine Schar verdichteter Linien mit zwei Koten ersetzen, so erhält die 


1) T. N. 60, 62. Ein besonders bemerkenswertes Beispiel der Anwendung 
findet sich in Nr. 84. 
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uuf diese Weise dargestellte Gleicliung mit vier Variablen die Form 
F^Uyy ß 3 , Sfcc^, ß 4 )] = 0, die sich auch (p{u v ß a ) = ö(ß 3 , ß 4 ) schreiben 
läßt. Wie man bei der Darstellung einer Gleichung mit drei Variablen 
zwei Scharen kotierter Linien beliebig wählen durfte, so kann man 
besonders für die Schar, welche zur Schar verdichteter Geraden 
mit zwei Koten werden soll, eine Schar paralleler Geraden nehmen. 
Man kann also sagen, daß jede zwischen vier Variablen bestehende 
Gleichung von dem genannten Typus sich durch eine Schar von 
Linien mit einer Kote und ein Netz darstellen läßt, das von einer 
Schar paralleler Linien mit einer Kote und einer Schar paralleler 
verdichteter Linien mit zwei Koten, d. h. von einer binären Skale ge- 
bildet ist. 

Um eine allgemeinere Weise der Darstellung von Gleichungen mit 
vier Variablen zu gewinnen, muß man zu solchen selbständigen Ele- 
menten mit zwei Koten seine ZuHucht nehmen, deren Anwendung im 
vorhergehenden als möglich erkannt ist, insbesondere zu Geraden mit 
zwei Koten. 

Wir wollen uns also das allgemeinste Nomogramm gebildet denken 
durch zwei Scharen von Linien mit einer Kote (x, y; ßj) = 0, 
jF Ä (x, y; ßj) = 0 und eine Schar von selbständigen Geraden mit zwei 
Koten xf '(ß 3 , ß 4 ) -f y<p (<%, aj -f ip (a 3 , ß 4 ) = 0. Das Ergebnis der 
Elimination von x und y aus diesen drei Gleichungen w r ird von der 
Gestalt sein 

ö («i» «i) /'(«»> + *(«!, «*) <p (« * «J + ?K« 3 , « 4 ) - °- 

Das ist also der Typus aller auf diese Weise darstellbaren Gleichungen. 
Es ist bemerkenswert, daß die meisten Gleichungen mit vier Variablen, 
die in der Praxis auftreten, sich auf diese Gestalt zurückführen 
lassen. 

Das zugehörige Nomogramm wird ersichtlich die vier Scharen 
von Elementen mit einer Kote (ß t ), (ß a ), (ß 3 ), (ß 4 ) umfassen, worin 
die beiden letzten die doppelten Umhüllungen der Geraden mit zwei 
Koten (ßj , ß 4 ) bilden, und die Anwendung dieses Nomogramms läßt 
sich in folgender Fassung aussprechen: Die gemeinsame Tangente an 
die kotierten Kurven ß 3 und ß 4 geht durch den Schnittpunkt der kotierten 
Kurven ßj und ßj. Dieser Ausspruch ist gleichbedeutend mit: Die Gerade 
mit den beiden Koten (ß 3 , ß 4 ) geJU durch den Punkt mit den beulen 
Koten (ßj, ßj). In dieser Fassung zeigt er, daß diese Daretellungs- 
art durch beziehungsweise Transformation sich selbst wieder hervor- 
bringt. Wenn man versuchen würde, ein Berührungsnomogramm ebenso 
zu verallgemeinern vermittelst derselben Gleichungen, in denen nur 
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u, v an die Stelle von .r, y treten, so ist ersichtlich, daß mau zu dem 
gleichen Ergebnis gelangen würde, mit dem einzigen Unterschiede, 
daß das Element (a 3 , ß 4 ) hier ein Punkt, das Element (ß,, ctj) eine 

Gerade bedeutet. 

Der für die Praxis interessan- 
teste Fall ist derjenige, wo die 
Umhüllungen (a x ), (ß 2 ) der Geraden 
mit zwei Koten (ßj, ß s ) zu Punkten 
zusammenschrumpfen, d. h. wo ein 
Nomogramm mit fluchtrechten 
Punkten vorliegt, während eines 
der drei Punktsysteme zwei Koten 
besitzt. (Fig. 4.) 

In diesem Falle mögen die 
Gleichungen der Punkte mit einer 
Kote (aj und (ß a ) in Parallel- 
koordinaten lauten: 

u fiM + V( PiM + tf'iM - °» 
w/i(« 8 ) + *<PiM + <^0 2 ) = 0; 
die Gleichung der Punkte mit zwei Koten (ßj, ß 4 ) heiße dagegen 

w/*(«3> «<) + V <P(* s, «4) + t{>(a 3 , ß 4 ) — 0. 



Dann ist die dargestellte Gleichung von der Form 

fiM 9 >iM 

0) fsM 9>s(“s) 

f («3> « 4 ) <P (« 3> « 4 ) <K a s; « 4 ) 


0. 


Die in der Praxis am häufigsten wiedeikehrenden Gleichungen 
von diesem Typus lassen sich schreiben: 

(O « 4 ) + qp*(« 2)<p(s « 4 ) + ^(«s, « 4 ) — 0 , 


drücken also gemäß Nr. (>. die Flucht der Punkte aus: 

^(p(a v — /'(« s ,«,) 
«4) + ’ 

— V («S» «4) 

«4) + /(«•.«*) 

Um die Gleichungen der beiden Scharen von Linien mit einer 
Kote (ß 8 ) und (ß 4 ) herzustellen, deren Gesamtheit das Netz (ß 3 , ß 4 ) 
bildet, genügt es, aus den beiden letzten aufgeschriebenen Gleichungen 
ß 3 und ß, nach einander zu eliminieren. 


(«1) { 


7 L, 


X = 


X = 
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Dann umfaßt das Nomogramm außer den Punkten mit einer 
Kote (ofj) und (c^) die beiden Scharen von Linien mit einer Kote, 
und ihre Anwendung läßt sich in dem Satze aussprechen: Die Ver- 
bindungslinie der kotierten Punkte a t und u t geht durch den Schnittpunkt 
de r kotierten Linien « 3 und a x . 

Anmerkung. — Wir beschränken uns hier auf Gleichungen mit vier 
Veränderlichen. Es ist aber klar, daß mau unmittelbar Darstellungsarten 
erhielte, die auf Gleichungen mit fünf und sechs Variablen anwendbar 
wären, wenn man in einem Typus von Nomogrammen mit drei Ver- 
änderlichen nicht bloß ein einziges System von Elementen mit einer 
Kote, sondern zwei oder selbst drei durch Systeme von Elementen 
mit zwei Koten ersetzen würde. Hier machen sich die Vorteile der 
Berührungsnomogramme vor den Punktnomogrammen geltend. Wenn 
wir nämlich in einem Punktnomogramm, das durch die Durchkreuzung 
dreier Systeme von Geraden mit einer Kote gebildet wird, jedes dieser 
drei Systeme durch ein System selbständiger Geraden mit zwei Koten 
ersetzen, so brauchen wir zur Ablesung an diesem Nomogramme drei 
unabhängige bewegliche Gerade , und das ist offenbar wenig praktisch. 
Wenn wir dagegen in einem Nomogramme mit fluchtrechten Punkten 
jedes der drei Systeme von Punkten mit einer Kote durch ein System 
von Punkten mit zwei Koten ersetzen, so genügt zur Ablesung stets 
eine einzige beivegliche Gerade. 

III. Anwendung auf die nomographische Lösung der algebraischen 

• Gleichungen. 

8. Normalformen der algebraischen Gleichungen. — Die Wurzeln 
einer algebraischen Gleichung vom Grade n in z hängen von den 
» Koeffizienten dieser Gleichung ab. Wenn man also die nomographische 
Lösung dieser Gleichung in dem allgemeinen Falle, daß den Koeffizienten 
beliebige Werte beigelegt sind, bewirken will, so muß man die Gleichung 
als eine Beziehung zwischen «-fl Veränderlichen, nämlich der Un- 
bekannten z und den n Koeffizienten ansehen. Nun ist es aber bekannt- 
lich möglich, durch Transformationen, die nur die Lösung von Neben- 
gleichungen ersten und zweiten Grades erfordern, die Gleichungen eines 
gegebenen Grades auf gewisse kanonische Typen zurüekzuführen, die 
eine geringere Zahl von Koeffizienten enthalten. Das einfachste 
und klassischste Beispiel hierfür ist die Gleichung dritten Grades 

x 3 -f nx 2 -f px -f q — 0, die durch die Transformation x' = x — — 

O 

auf die Form x'* -f p ' x -f- q = 0 zurückgeht. 

Archiv der Mathematik und Phyiik. 111. Heilte. V. 6 
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Unter den Transformationen dieser Art ist die wichtigste die von 
Tschirnhaus, vermöge deren Bring, Jerrard, Brioschi und 
Herr Klein für die Gleichungen 5. Grades verschiedene Normalformen 
erlangt haben, die nur einen einzigen Parameter enthalten. 1 ) Diese 
Transformation erlaubt namentlich jede Gleichung 7. Grades auf die 
Normalform z 1 -f Az 3 -f yz 2 + vz -f 1 = 0 zu bringen, die außer der 
Unbekannten nur noch die 3 Parameter A, ft, v umschliefst, also in 
unserem Sinne eine Gleichung zwischen 4 Variablen vorstellt. 

Allgemein kann jede reduktible algebraische Gleichung durch 
Anwendung der besprochenen Transformationen auf eine Normalform 
gebracht werden, die nur noch zwei oder drei Parameter enthält, sich 
also in einer der beiden Formen 

(I) Z x + 4- yZ s = 0 oder (II) Z x -f XZ 3 4- yZ 3 4 vZ x — 0, 


schreiben läßt, wobei ^1) ^4 Polynome von z mit numerischen 

Koeffizienten bedeuten. 

Es genügt nun zu zeigen, wie inan die besprochenen nomo- 
graphischen Grundgedanken auf diese Gleichungstypen bei drei, bezw. 
bei vier Variablen anwenden kann, damit das erhaltene Nomogramm 
in Verbindung mit den Transformationen, welche die Gleichung auf 
die Normalform bringen und sich selbst leicht in Nomogramme übersetzen 
lassen, eine vollständige Lösung der entsprechenden Gleichungen liefere. 


9. Gleichungen vom Typus I. — Wenn man die Variablen A, ft, Z 
bezw. den a v «g, a 3 entsprechen läßt, so ersieht man unmittelbar, daß 
die Gleichung (I) zum Typus (s") der Nr. 5 gehört. Wie wir in Nr. 6 
gesehen, drückt sie die Flucht der drei Punkte aus: 


w 


[x — — l. 

[ X = 1, 

[ 

: 

oo 

0) 

\y= 



x 


y = 


i z» ~ 

4 ' 

-g, 

+ V 


Die Punkte (A) und (ft) bilden zwei regelmäßige Skalen, deren Träger 
Parallelen zur i/-Achse sind. Die Punkte {£) sind über eine Kurve ver- 
teilt, deren Gleichung — wenn man sie wünschte — durch Elimination 
von z aus den letzten beiden hingeschriebeneu Gleichungen zu bekommen 
wäre. 

Wir wollen noch allgemein bemerken, daß man sich bei der Her- 
stellung des Nomogramm8 auf diejenigen Punkte beschränken darf, 
welche positiven Werten von z entsprechen, weil man die absoluten 
Werte der negativen Wurzeln einer Gleichung als positive Wurzeln 


1) Vgl. das „Lehrbuch der Algebra“ von Heinr. Weber, Abschnitt VI. 
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der transformierten Gleichung erhalten kann, die entsteht, wenn man 
— 5 statt z einführt. 

Unter den in Rede stehenden Typus (I) fallen unmittelbar: die 
allgemeine Gleichung zweiten Grades, für die Z x = z 2 , Z t — z, Z s = 1, 
und die vereinfachte Gleichung dritten Grades, für welche Z x = z 3 , Z^ — j er 2 , 
Z s = 1 ist. Die entsprechenden Nomogramme, deren Konstruktion im 
einzelnen in 79 und 81 des T. N. untersucht ist, sind im Zusammen- 
hang auf Figur 80 dieses Werkes dargestellt. 


10 . Gleichungen vom Typus (II). — Wenn man ebenso die Variablen 
A, p, v, z den a x , a v a^, a 4 beziehungsweise entsprechen läßt, so sieht 
man, daß die Gleichung zum Typus (e') der Nr. 7. gehört. Sie drückt 
dann die Flucht der Punkte aus: 



(x — — 1. 

, N Ix — l, 


9 

00 

(v, z) 

l y= 

(» = ■*, 



x = l 

y = - 


Z,-Z t 

s. + V 

Z> + ^4 

z, + z t • 


Die Punkte (A) und ( p ) sind dieselben wie vorher. Was die Punkte 
(v, z ) angeht, so sind sie ersichtlich durch ein Netz gegeben, in dem 
die Elemente z Parallelen zur y - Achse sind, weil ihr x von v unabhängig 
ist. Die Kurven (v), die in Verbindung mit diesen Geraden das Netz 
(v, z) liefern, kann man sich nun definiert denken durch die beiden 
letzten aufgeschriebenen Gleichungen, in denen z als Parameter der Kon- 
struktion gilt. 

Insbesondere erhält man ein nach dieser Art dargestelltes Nomo- 
gramm der allgemeinen Gleichung 3. Grades, wenn man Z x = z 8 , Z t = z-, 
Z 3 = z, Z 4 = 1 setzt. Das so erhaltene Nomogramm ist im einzelnen 
in 125 des N. T. untersucht und in Fig. 140 dieses Werkes dargestellt. 

Bei der Gleichung 4. Grades kann man durch eine lineare Trans- 
formation den Koeffizienten von z 3 gleich 0 oder 1 machen. Ln zweiten 
Falle erhält man z. B. das Nomogramm, wenn man 

Z x =z* - f z s , Z s = z s , Z s =z, Z 4 = 1 


setzt. Das betreffende Nomogramm ist in 12G des T. N. untersucht und 
in Figur 150 dargestellt. Die Transformation, welche eine beliebige 
Gleichung 4. Grades auf die vereinfachte Form bringt, ist auf Fig. 151 
in ein Nomogramm übersetzt. 

Die hier betrachtete nomographische Lösung reicht bis zur Gleichung 
siebenten Grades, welche durch die Tschirnhaus-Transformation auf 
die in Nr. 8 genannte Form gebracht werden kann. Es genügt näm- 
lich zu setzen: 

Z x — z 1 + 1 ; Z t = Z, = Z K = z. 

6 * 
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Dies Beispiel läßt so recht den Nutzen hervortreten, der sich an die 
Einführung beweglicher Elemente bei den Nomogrammen knüpft. Wenn 
man diese nicht zuläßt, kann man Nomogramme mit mehr als drei 
Variablen nur durch verdichtete Elemente mit zwei Koten erhalten. 
Aus dem aber, was in Nr. 3 über diese Elemente gesagt ist, geht 
hervor, daß die Lösung der vorgelegten Gleichung in diesem Falle 
sich notwendig auf eine Folge von Operationen mit zwei Parametern 
reduzieren muß. Was nun namentlich die Gleichung 7. Grades angeht, 
so muß sich nach Hilbert die Unmöglichkeit einer solchen Zurück- 
führung dartun lassen; und man sieht ein, wie leicht dagegen durch 
die Einführung einer beweglichen Geraden, die nomographische Lösung 
einer solchen Gleichung geworden ist. 1 ) 


Über den Zusammenhang einer bei der Lösung von 
Alhazens Aufgabe auftretenden gleichseitigen Hyperbel 
mit der neueren Dreiecksgeometrie. 

Von Oskar Gutsche in Breslau. 

Die Alhazensche Aufgabe, bei einem spiegelnden Kreise den 
Reflexionspunkt zu bestimmen, wenn Auge und leuchtender Gegenstand 
sich an gegebenen Orten befinden, ist meines Wissens mit den Mitteln der 
projektiven Geometrie noch nicht gelöst; P. Bode in seiner wertvollen 
Schrift über dies Problem (Frankfurt a. M., 1893) erwähnt wenigstens 
nichts davon. Der Zufall fügte es, daß ich vor einigen Jahren die 
Alhazensche Aufgabe auf rein geometrischem Wege mit Hilfe einer 
gleichseitigen Hyperbel löste, ohne zu wissen, daß schon Huygens 
mehrere Lösungen gegeben hat. Aus Bodes Abhandlung habe ich 
erst vor kurzem ersehen, daß der berühmte Geometer bei der ein- 
fachsten der von ihm gefundenen Konstruktionen dieselbe Hyperbel 
benutzt hat, auf die ich gestoßen bin. Da er aber auf ganz anderem, 
wahrscheinlich umständlicherem Wege zu dieser Kurve gelangt ist, und 

1) Vgl. hierzu noch den Aufsatz des Verfassers „Sur la r&olution nomo- 
graphique des equations“ in den Nouv. Ann. (4) 2, 49 Ferner verdient bemerkt 
zu werden, daß der Übersetzer obiger Abhandlung dasselbe Thema von einem 
etwas anderen Gesichtspunkt in der Beilage zum Jahresbericht der neunten Real- 
schule „Rechenblätter“ (Gärtner 1902, Berlin) bearbeitet hat. Eine Folge dieser 
Rechenblätter ist in Berlin bei Mayer & Müller erschienen. Die Red. 
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da es mir gelungen ist, einen bemerkenswerten Zusammenhang dieser 
Hyperbel mit der neueren Geometrie des Dreiecks aufzudecken, so 
dürfte die Veröffentlichung meiner Lösung nicht unangebracht sein. 

Gegeben sind die Punkte P und Q und ein Kreis k um C. Der 
auf ikm gelegene Punkt S sei so beschaffen, daß < PSC= CSQ ist. 
Wird die Gerade PQ von SC in X und von der in S gezogenen Kreis- 
tangente in X' getroffen, so trennen X und X' die Punkte P und Q 
harmonisch, sind also ein Punktpaar der hyperbolischen Involution, 
deren Doppelpunkte P und Q sind. Wandert daher X' auf PQ , so 
durchläuft X eine Punktreihe, die zu der von X' erzeugten Reihe pro- 
jektiv ist. Die Polare von X' in Bezug auf k geht durch S und den 
Pol G von PQ; sie dreht 
sich also um G , wenn X' 
die Gerade PQ durchläuft, 
imd der von ihr beschriebene 
Büschel ist zu der von X' 
hervorgerufenen Punktreihe 
projektiv. Daher sind auch 
die von der Polare GS und 
dem Strahl CX erzeugten 
Büschel projektiv; der Punkt 
S liegt also auf einem Ke- 
gelschnitt /<, der durch die 
Büschelmittelpunkte C und G 
läuft und eine Hyperbel sein 
muß, da die beiden Büschel 
ungleichlaufend sind. Man 
erkennt sofort, daß diese 
Kurve die Fußpunkte A und B der von G auf CQ und CP gefällten Lote 
enthält, und daß sie die durch C laufende Mitteltransversale CI des 
Dreiecks CPQ berührt. Da im Dreieck ABC die Gerade PQ anti- 
parallel zu AB ist, so ist CI die Gegentransversale zur Mitteltrans- 
versale CF. Der Reflexionspunkt S ist mithin einer der Schnittpunkte 
des Kreises k mit einer dem Dreieck ABC umgeschriebenen Hyperbel h } 
die durch den Endpunkt G des durch C gezogenen Umkreisdurchmessers 
geht und die durch C laufende Symmediane berührt. 

Ordnet man nun jedem Punkte der Ebene seinen Winkelgegen- 
punkt in Bezug auf das Dreieck ABC zu, so entspricht bekanntlich 
in dieser isogonalen Verwandtschaft jeder Geraden ein dem Dreieck 
umgeschriebener Kegelschnitt und umgekehrt. Es fragt sich, welche 
Gerade g der Hyperbel h entspricht. Die Gegentransversale der Tan- 
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gente Gl muß AB in einem auf g gelegenen Punkte treffen; g lauft 
daher durch die Mitte F von AB. Da die Winkel CBG und GAG 
Rechte sind, so ist der Winkelgegenpunkt von G der unendlich ferne 
Punkt, in dem sich die beiden auf AB in B und A errichteten Senk- 
rechten schneiden; die Gerade g ist mithin der auf AB senkrechte 
Umkreisdurchmesser. Diesem Durchmesser entspricht aber, wie man 
leicht erkennt, eine gleichseitige Hyperbel h, deren Mittelpunkt F ist 
und deren Asymptoten den Halbierungslinien des Winkels AGB und 
seines Nebenwinkels parallel sind. Diese Hyperbel ist von Herrn 
E. Lern o ine mit JT 0 bezeichnet worden. Sie tritt bei der im ersten 
Bande dieses Archivs gestellten Aufgabe 20 als ein Teil des geo- 
metrischen Ortes für solche Punkte P auf, für die, falls PP a und 
PP b die von P auf die Seiten BG imd AC des Dreiecks ABC ge- 
fällten Lote sind, die Proportion besteht: PA : PB = PP 6 : PP a . 

Um also Alhazens Aufgabe zu lösen, konstruiert man den Pol G 
von PQ in Bezug auf den Kreis k, fällt von G auf CP und CQ die 
Lote GB und GA, halbiert AB in F und zieht durch F die Paral- 
lelen zu den Halbierungslinien des Winkels AGB und seines Neben- 
winkels. Diese Geraden sind die Asymptoten einer gleichseitigen 
Hyperbel, deren Schnittpunkte mit k die gesuchten Reflexionspunkte sind. 

Breslau, Januar 1903. 


Über den Verlauf der zahlentheoretischen Funktion <p(x). 

Von Edmund Landau in Berlin. 

Es ist bekannt, in wie glänzender und erfolgreicher Weise Gauß, 
Dirichlet und ihre Nachfolger zur Untersuchung einer unregelmäßig 
verlaufenden und durch kein einfaches Gesetz gegebenen zahlen- 
theoretischen Funktion ^(w) die Betrachtung der sogenannten mittleren 
Werte ersonnen haben; in fast allen klassischen Beispielen ist es nun- 
mehr gelungen, jene mittleren Werte mit den elementaren analytischen 
Funktionen, wie Potenz und Logarithmus, in Verbindung zu bringen, 
welche die Größenordnung des Unendlichwerdens der summatorischen 
Funktion * 

*( Ä ) 

H = 1 

darstellen; in vielen Fällen konnte man noch weiter gehen und z. B. 
die Existenz des Grenzwertes des Quotienten der summatorischen 
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Funktion durch jene elementare Funktion für unendlich wachsende obere 
Summationsgrenze x dartun. Gar manches dieser Resultate wurde 
erst nach vielen Bemühungen durch Heranziehung schwieriger Probleme 
aus der Theorie der Funktionen komplexen Argumentes erzielt, auf 
einem durch Riemann betretenen, jedoch erst durch Herrn Hadamard 
auf einem sicheren Fundament begründeten Wege. Aber man hat 
sieh bisher wenig mit der Frage beschäftigt, ob sich für die Schwan- 
kungen der bekannten zahlentheoretischen Funktionen selbst (nicht für 
ihre Summen, in denen sich ja die Unregelmäßigkeiten eben ausgleichen) 
asymptotische Abschätzungen angeben lassen, in Gestalt von oberen 
imd unteren Unbestimmtheitsgrenzen für den Quotienten der Funktion 
durch passend gewählte elementare Funktionen. Ich will im folgenden 
den Problemen dieser Art für die Eulersche Funktion (f (x) näher 
treten, welche die Anzahl der zu x teilerfremden ganzen Zahlen ^ x 
angibt. Die Frage nach dem Verlaufe gerade dieser Funktion ist in 
neuerer Zeit mitunter gestellt, aber nicht streng untersucht worden; 
verschiedene ohne Beweis von anderer Seite ausgesprochene Behauptungen 
imd Vermutungen stehen sogar mit den Ergebnissen des Folgenden 
nicht in Übereinstimmung. 

1. Da für Primzahlwerte von x 

cp (X) _ X — 1 J 1 

XX X 

ist, so ist offenbar 

i • *jp ix) « ' 

lim sup - — 1 = 1, 

X— » X 

und die Problemstellung hat sich vielmehr der Aufstellung einer unteren 
Schranke zuzuwenden. Daß cp ( x ) trotz seiner Schwankungen mit x ins 
Unendliche wächst, ist bekannt, d. h. nach Annahme einer Zahl g ist 
eine Zahl | so bestimmbar, daß für alle x ^ £ 

<P (*) > 9 

ist. Andererseits hat man auch schon eine spezielle Folge von unendlich 

cp (x\ 

vielen Zahlen x v x 3 , ■ • •, x n , • • • besonders beachtet, für welche - — - 

X n 

monoton zu Null abnimmt, nämlich die Produkte konsekutiver Prim- 
zahlen von 2 an 

x x = 2, x 3 = 2 • 3 = 6, x a = 2 • 3 • 5 = 30, 
x+ = 2 • 3 • 5 • 7 =* 210, • • *, x n = 2 • 3 • 5 • • • p ny • • • , 
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für welche 



ist, was nach Euler für n = oo zu Null abnimmt. 

Im folgenden werde ich zunächst unter Anwendung der klassischen 
Resultate über die Verteilung der Primzahlen untersuchen, mit welcher 

Geschwindigkeit für diese Zahlenfolge zu Null abnimmt; dann 

werde ich feststellen, daß in einem nachher zu präzisierenden Sinne 
für keine andere Zahlenfolge <p (x) langsamer ins Unendliche wächst; 
beides zusammen wird zu dem Schlußresultat führen, daß 

_ e — c 

X 

j = x 


ist, wo C die E ul ersehe Konstante bezeichnet. Hierin liegen zwei 
Behauptungen: 

1. Nach Annahme einer beliebig kleinen positiven Gröise d und 
einer beliebig großen Zahl iS gibt es ein x > cd, so daß 

ist. 

II. Nach Annahme einer beliebig kleinen positiven Gröise d gibt 
es ein £, so daß für alle x ^ £ 

ist 

2. In 

n 

(!) «-AA'-A- IJ P <! 

(?— 1 

will ich zunächst p n — y als Funktion von x untersuchen, um dann auf 

? = 1 ' P±P„ Piv 

den Mertensschen 1 2 ) Satz 

« n 

ptv 

anwenden zu können. 


1) „Ein Beitrag zur analytischen Zahlentheorie“, Journal für die reine und 
angewandte Mathematik, 78, 53, 1874. 

2) ty («/) ~ z(y) bedeutet, daß lim existiert und gleich 1 ist. 

y — n 1 (y) 
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Aus (1) folgt u 

log x =2* log p 0 = log p. 

t*=» 


p<y 


Nach Tschebyschef 1 ) ist für alle y oberhalb eines gewissen Wertes 

(3) \y <2 log p < 2y,») 

p<y 

also 

\y <log#<2y, 

— log 2 + logy < log log# < log 2 4- logt/, 

. lo 8 2 i i / l°g log« ^ l°g 2 , i . 
log y “1* log y ^ log y ' 1 

daher ist, wenn x die Folge x n x a , • • •, x n , • • • durchläuft, 

lim '°f - 1, 

*=« i°gy 

log y ~ log log x. 

Dies gibt in Verbindung mit (2), wenn x die Folge jener Zahlen 

»(*)-* n i 1 - 1) 


durchläuft, 




e~ c x 


log y log log x 


p<y 


Insbesondere ist also nach Annahme einer positiven Zahl Ö für 
alle n von einem gewissen an für die Folge von unendlich vielen 
Zahlen * = 2 • 3 • 5 • • p, = p, p, p t . . . p. 


( 4 ) 


X 


Nach Annahme zweier positiven Großen d und cd gibt es also ein x > o:, 
so daß (4) erfüllt ist, d. h. es ist 

( 5 ) 


1) „Memoire sur les nombres premiers“, Journal de mathematiques pures et 
appliqu^es, (1) 17, 379, 1852; Werke, 1, 61, 1899. 

2) Genauere Schranken brauche ich im folgenden nicht; die Tatsache, daß 



für y — oo einen lim sup < oc und einen lim inf > 0 hat, genügt für 


P*9 

den Zweck der vorliegenden Arbeit, überhaupt mache ich in dieser von keinem 
Satze der modernen, auf die Theorie der Riemannschen ^-Funktion gegründeten 
Primzahltheorie Gebrauch, sondern nur von den elementar beweisbaren Tschebv- 
schef-Mertensschen Sätzen (3) und (2). 
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3. Andererseits behaupte ich, daß nach Annahme einer beliebig 
kleinen positiven Größe d für alle ganzen Zahlen # von einem ge- 
wissen Werte £ an (nicht nur für die Zahlen der Form p x p % • • • p„) 

( 6 ) 

ist. Es sei die Zerlegung von x in Primzahlpotenzen 




x = 

17 7 


Ich 

zerlege 

das Produkt 





qp (*) = 

X 

ni'-i)’ 

p/x 


wo 

p alle 

Primfaktoren von # 

durchläuft, in 

zwei durch log# 

schiedene Teile: 



0 ) 

y (*) 

X 

II 

1 

n (>-*; 

)-/ 7 , 77 .) 


/>< log-r, /</* 


p>\ogx,p,x 


Für | J ^ ergibt sich, wenn man alle, auch die nicht in x auf- 
gehenden Primzahlen bis log# in das Produkt aufnimmt, a fortiori 

ix - n ni'-s-üfi-*’ 

p<logx s p/x p$\ogx 

also von einem bestimmten Werte an 

(8) TI i > * _ * log log# 

o 

mt 

Für a ergibt sich, indem jeder Faktor durch 1 — ] 0 ~r“ er ~ 
setzt wird, a fortiori: 

17* = 0 ~ i^g #) » 

wo s die Anzahl der zwischen log# und # gelegenen Primfaktoren 

von # bezeichnet. Die Anzahl s ist für # > 3 kleiner als x 

— log log X J 

da das Produkt von oberhalb log # gelegenen Zahlen 

logx^ S'j 


log* 


r 2 iog* i 

> (log #) L 1 o « 1o 8 x J > (log#) lo 8 ,0 8* " = glog log 


log log X 

* = glog* — x 


1) Unter IL bezw. n% ist 1 zu verstehen, falls x keinen Primfaktor 
log x bezw. ]> log x enthält. 

2) Für y > 1 ist [2 y] > 2 y — 1 > y , und für x ^ 3 ist tatsächlich 
log* > j 

log log x ^ 
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ist. Dies ergibt 

n >o 


21 ogx 

j .log logx 


log 


x ) 


Q log log 


gx \ logx/ 


also für x > 8 (d. h. ^ wegen 


lOg i 

log (1 — u) > — 2 a 

2 logx 3 4 

n, ^> (> loglvgx logx _ ß log log X 


(o<.< |) 


Die rechte Seite nähert sich für x = oo der Grenze 1 ; von einer nach 
Annahme von ö bestimmbaren Stelle an ist also 


( 9 ) 




Aus (7), (8) und (9) folgt, daß £(<$) so bestimmbar ist, daß 
für alle x ]> £ 


<p (*) 
x 


rh ■ JT 2 > _ äiogiög* ( x 2) - & iog iog x 

1 9 


ist, wie in (6) behauptet wurde. Dies bedeutet 

(10) u m inf »Wloglog * ^ e _ c 

x—x C 

Aus (5) und (10) folgt schließlich, daß 

lim inf * ( * )logl08 * _ e~c 

X 

x=x 

ist, was zu beweisen war. 

Berlin, den 4. Oktober 1902. 
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Über die Maximalordnung der Peramtationen gegebenen 

Grades. 

Von Edmund Landau in Berlin. 

Die Ordnung einer Perrautation nten Grades, d. h. der Exponent 
der niedrigsten Potenz einer Permutation von n Elementen, welche 
gleich der identischen Permutation ist, ergibt sich bek ann tlich auf 
folgendem Wege aus der Zerlegung in Cyklen ohne gemeinsame Ele- 
mente. Da die Ordnung einer cyklischen Permutation gleich der An- 
zahl der Elemente des Cyklus ist, ist die Ordnung einer beliebigen 
Permutation gleich dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Glieder- 
zahlen der Cyklen. Fragt man also nach derjenigen Permutation (oder 
denjenigen Permutationen) von n Elementen, deren Ordnung möglichst 
groß ist, anders ausgedrückt, nach der Maximalordnung der cyklischen 
Untergruppen der symmetrischen Gruppe von n Elementen, so hat man 
zu untersuchen, welches bei allen Zerlegungen der Zahl n in positive 
Summanden 

(1) « = öj -f a g - + • • • + 

der größte Wert des kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Summan- 
den ist. 

1. Das Maximum des kleinsten gemeinsamen Vielfachen von 
«i, Oj, • • •, a v bei allen möglichen Zerlegungen von n in v = 1, 2, • • ♦, n 

positive Summanden werde mit f(n) bezeichnet. Für die kleinsten 

Werte von n findet man 

f{ 1)-1, f(?) =2, m =3, f( 4) =4, 

f(5) = 6, f(6) -6, f( 7) =12, f( «) =15, 

f (9) = 20, f(\0) = 30, /'(ll) = 30, /' ( 1 2) = 60 u. s. f. 

Die entsprechenden Zerlegungen sind 

1 = 1, 2 = 2, 3 = 3, 4 = 4, 5 = 2 + 3, 

G = 1 + 2 + 3 oder 6 = 6, 7 = 3 + 4, 8 = 3 + 5, 9 = 4 + 5, 

10 = 2 + 3 + 5, 11 = 1 + 2 + 3 + 5 oder 11=5 + 6, 

12 = 3 + 4 + 5 u. s. f. 

liier sieht man schon, daß dem Maximum f(n ) nicht notwendig 
eine einzige Zerlegung entspricht. Unter den möglicherweise vor- 
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handenen verschiedenen Darstellungen von n als Summe von Zahlen, 
deren kleinstes gemeinsames Vielfaches f(n) ist, läßt sich aber auf 
folgendem Wege eine kanonische Darstellung hervorheben. Ist für (1) 
das Maximum /*(») erreicht und ist einer der Summanden a in zwei 
teilerfremde Faktoren b y c zerlegbar: 

a = bc, b> 1, c > 1, 

so bleibt das kleinste gemeinsame Vielfache aller Summanden un- 
geändert, indem man an Stelle von a schreibt 

6 + c+ 1 + 1 + •..+ 1 , 


wo die Anzahl bc — (b -f- c) der Einsen wegen 

bc - (b + c) = (b - 1) (c — 1) - 1 > 1 • 1 - 1 - 0 

stets > 0 ist. f (n) ist also auch bei einer passend gewählten Dar- 
stellung von n als Summe von Einsen und Primzahlpotenzen erreichbar, 
wobei Primzahlen zu den Primzahlpotenzen gerechnet werden; von den 
Potenzen jeder Primzahl braucht nur eine, die größte vorkommende, 
beibehalten zu werden, während die anderen ohne Verminderung des 
kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Summanden durch lauter Einsen 
ersetzbar sind. (Daß irgendwelche nachträgliche Zusammenfassung der 
Einsen zu größeren Zahlen keine Vermehrimg des kleinsten gemein- 
samen Vielfachen bewirken kann, ist selbstverständlich, da ja von 
einer den Maximalwert /’(«) liefernden Zerlegung (1) ausgegangen wird). 
f(n) ist daher auch bei einer Darstellung 

(2) n = ^jl ,a -f 1 + 1 + • • • + 1 


erreichbar, wo jede Primzahl p höchstens als Basis einer Potenz vor- 
kommt und die Anzahl der Einsen ^ 0 ist; es ist alsdann 


( 3 ) 


/■(«) - YJp- 


Diese Zerlegung (2) von n ist nun (natürlich abgesehen von der Reihen- 
folge der Summanden) eindeutig, da ja in (3) das System der Prim- 
zahlpotenzen p a eindeutig durch f(n ) bestimmt ist. 

Das Problem ist also auf folgende Form gebracht: Es soll das 

Maximum f(n) der Funktion p a berechnet werden, wo die p a ein 
System von teilerfremden Primzahlpotenzen bilden, deren Summe <|n ist: 

^P a <n, 


]~J~ p a = Maximum == f («). 
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Bei der unregelmäßigen Verteilung der Primzahlen kann nicht 
verlangt werden, mit Hilfe der bekannten Funktionen explicite die 
Funktion f(n ) durch n auszudrücken; vielmehr soll im folgenden unter- 
sucht werden, in welcher Weise die Funktion f(n), welche offenbar 
mit n monoton wächst, für n = o o unendlich wird. Es wird, 

f(n ) = d. h. g(n) = log f(n) 


gesetzt, gelingen, den Nachweis zu führen, daß g (») genau von der 
Größenordnung }/nlogw unendlich wird, und daß der Grenzwert 


lim 


9 _(*) 

\n log n 


existiert und gleich 1 ist. 

Eine Überlegung heuristischer Art soll der nachfolgenden strengen 
Beweisanordnung den Weg weisen. Wenn die Zahl n in v positive Teile 
ohne Rücksicht auf deren Ganzzahligkeit geteilt wird, so ist bekannt- 
lich das Produkt der v Teile ein Maximum, wenn die Teile einander 

gleich, also sämtlich = ~ sind ; das Maximum ist J . Wenn nun 

die Anzahl v der Teile nicht vorgeschrieben ist und man überhaupt 
durch Einteilung von n in Summanden ein Maximalprodukt der 

Summanden erreichen will, so ist, wie die Diskussion von als 

H 

Funktion von v lehrt, v — — zu wählen, und das Maximum ist c * 

(Vergl. Steiner, „Über das größte Produkt der Teile oder Summanden 
jeder Zahl“, Journal für die reine und angewandte Mathematik 40, 
1850, S. 208; Werke, Bd. 2, 1882, S. 423). Weil e und (für ganz- 
zahlige n) — nicht ganz sind, läßt sich dies Maximum bei Zerlegung 

einer ganzen Zahl n in ganzzahlige Summanden niemals erreichen; 
jedenfalls sind alle Teile tunlichst nahe an e anzunehmen, also in der 
Nähe eines von der Größe der Zahl n unabhängigen Wertes. In der 
vorliegenden Aufgabe sollen nun obendrein die Summanden teiler- 
fremde Primzahlpotenzen oder 1 sein; man kann also, um ein möglichst 
großes Produkt zu erzielen, zwar mit 2 -f- 3 anfangen, muß sich aber 
dann immer mehr von dem idealen Werte e entfernen. Es ist aber 
nach dem Vorangegangenen zu vermuten, daß man das größte Produkt 
etwa dadurch erzielt, daß man möglichst kleine Primzahlen nimmt, 
mit anderen Worten, indem man für n die Zerlegung 

(4) n = ^?p+ 1 + 1 + hl 

p < X 
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wählt, wo p alle Primzahlen < x durchläuft und x die größte Prim- 
zahl ist, für welche 

2jP^ n 

p * * 

ist; die Anzahl der Einsen in (4) ist dementsprechend n — p. 

p<x 

2. In welchem Sinne diese Vermutung für große n asymptotisch 
richtig ist, wird sich am Schlüsse ergeben; um den Zusammenhang nicht 
unterbrechen zu müssen, mögen zwei Hilfssätze vorangeschickt werden: 

I. Die Summe aller Primzahlen bis zu einer Grenze x ist 


x- 

~ — =- — - 

2 log X ’ 


• • Cu • 

d. h. asymptotisch gleich -j— - ; darunter ist zu verstehen, daß der 

Quotient jener Summe durch £ für x = oo der Grenze 1 nähert. 

H. Wenn y eine ganze Zahl bezeichnet, so ist die y te Primzahl- 
potenz (wobei Primzahlen mit zu den Primzahlpotenzen gerechnet 
werden) y log y- 

Beweise: I. Es sei 8 eine beliebig kleine positive Größe; aus dem 
bekannten „Primzahlsatze“, daß die Menge der Primzahlen bis x 


x 

iog x 


(5) n{x) 

ist, folgt, daß eine Zahl co so bestimmbar ist, daß für alle v öS 

/ \ v S v 

7t (v) — ; < . , — 

' ' log v 2 log v 

ist. Durch Summation folgt daraus für alle # co 


2 * ( v ) 

*'=o5 


»■=03 


v 

log v 


2 (* W - log r) 


»•— o5 


^ i *W “ 


v=oj 

x 

2 


< £ y 

2 log v f 
a 5 


log V 

*(*)- (l + 2 Bfi; 


(-K^ct). 


»•=>üS 


Nun ist, da 7t{v) — 7t (v — 1) für Primzahlwerte von v gleich 1, 
für zusammengesetzte v gleich 0 ist, 

X X 

^ P =2 * v (n (v) - 7t (v— 1)) 71 ( v ) ( v ~ ( v + 1)) + n ( x ) ( x + l )> 

x 

(6) 7t (v) + 7l(x)(x + 1). 
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Hierin ist 

2 * (”) = 2 * M * W -2* * W + ( ! + |) ^ FoT» 


o5 — 1 


öS — 1 


(<) 


v = 2 


OJ -1 


v=2 


»= 0 S 
w-i 


r = 2 


*=(J 


- 2% M - (i + ♦. () 2 4 „ +2 ioh + »* ? 2 ' 


v = 2 


r = 2 


log V ' 


Die ersten zwei Glieder der rechten Seite bleiben für x = oo endlich; 
ihre Summe ist also für alle x von einem gewissen Werte x — § (d) 
an dem absoluten Betrage nach kleiner als die mit x unendlich wachsende 

X 

Funktion ~ ; für x 2 £ wird also nach (7) 


v = 2 


2 log V ! < 2 2 iog * + 1^*1 2 2 log V < S 2\og r’ 


r — i 


»•=2 


*■ = 2 


y = i 

X 

V 

*2- log V 


v— 2 


<d, 


d. h. es ist 


2 * W iog ; + 0 (iög*) > 


r=2 


? = 2 


wo 0 eine Funktion von x bezeichnet, deren Quotient durch 

y (x) für x = oo endlich bleibt. Wegen 


X X 

f*udu x * 2* ! /* «du 

«/ log« 2 log x 2 log 2 ' -J log* u 


** . />/ iui r wdi * _i_ i r wdu 

2logx ^ ' ' 2 ,/ log*u ' 2 ,/ log* it 




- 2 -l^+°( 1 )+°(^'^) + 0( i ^-x) 
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ist also 


X 


( 8 ) 



Ferner ist nach (5) 

( 9 ) 



Verbindet man (8) und (9) mit (6), so ergibt sich die Behauptung 


ln dieser asymptotischen Gleichung braucht # nicht ganzzahlig zu sein. 


Anzahlen aller von 1 verschiedenen Quadrate, Kuben, • • • ^ X\ da nun 

für x > 1 bis x genau [v'z] — 1 von 1 verschiedene &te Potenzen 
liegen, so ist, wenn P(#) die Anzahl aller Primzahlpotenzen (incl. der 
rr (#) ersten Potenzen) ^ x bezeichnet, 


(,io) o <; P(x) - 7t (x) <; [y#J — 1 + [>/#] - 1 + — b [V*] — 1, 


Gesetzt nun, die yte Primzahlpotenz wäre nicht asymptotisch 
gleich y log y, so gäbe es entweder eine sojche Größe d > 0, daß ober- 
halb jedes Cu ein y existiert, für welches die y te Primzahlpotenz 
> (1 -b d)y logy ist, oder es gäbe eine Größe d > 0, so daß ober- 
halb jedes 60 ein y existiert, für welches die y te Primzahlpotenz 

Archiv der Mathematik und Phyiik 111. Reihe. V. 7 



II. Die Anzahl derjenigen Zahlen <[ #, welche zweite oder höhere 
Potenzen von Primzahlen sind, ist höchstens gleich der Summe der 


wo die Summe nur bis 

m = [2 log#] 

erstreckt zu werden braucht, da für £^2 log# 



ist. (10) ergibt , 

0 ^ P(#) — st(x) < tn ]/# ^ 2 Y x log#, 

also nach (5) 


P(#) - *(#) + 0 (/# log #) ~ ~- x • 
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< (1 — (V)y\og if ist (oder beides wäre der Fall). Also wäre für be- 
liebig große passend gewählte y 

(11) P ((1 + d)y\o%y) <y, 

bezw. 

(1^) ^((1 ~d)ylogy) ^>y. 

Beides ist aber unmöglich; denn es ist 


P((l-M)?/logy) 
und ebenso 


(1 -f <l) y lo g y 
log((l+d)ylogy) 


a+<0yi«gy 

log (1 + d ) + logy -f log log y 


P((l — rf)y log yj ~ (1 -d)y\ 


die Anzahl der Primzahlpotenzen bis (1 -f d)ylogy bezw. (1 — d)y\ogy 
ist also für alle y von einem gewissen Werte y = rj(d ) an 

i+- d 

> r +| 0 + rf )!'-( 1 + i)y>y> 

bezw. 

i-* 

< t-4 (i - <t)y - (i - £) y < y, 


im Gegensatz zu (11) und (12). Also nähert sich tatsächlich der 
Quotient der yten Primzahlpotenz durch ylogt/ für y = oo der Grenze 1, 
was zu beweisen war. 1 ) 

3. In der Zerlegung (4) ist x eine eindeutig bestimmte Funktion 
von «. Ich behaupte, daß nach Annahme einer beliebig kleinen posi- 
tiven Größe Ö für alle n von einem gewissen n — v(d ) an 


ist. 




1) Ebenso beweist man, daß die yte Primzahl p v asymptotisch gleich ylogy 
ist. Hierin liegt wegen 

p y ~yiogy> p y+ i ~(y + i)iog(y + i), 

P u+ 1 (y + 1) log (y + 1) 

. ... r\-/ 1 

p y y log y 

Py + i~*V 

der bekannte Satz, daß zwischen x und (1 -{- d) x für jedes d' von einem gewissen 
x — | (d) an Primzahlen liegen, als Speziallall enthalten. 
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Die Summe aller Primzahlen bis (l — 2 j|/« log n ist nämlich nach 
dem Hilfssatz I 

(l --*)’« Io*» , , 

— ■ y — I 1 - • 1 fl* 

2 (log (l — - 2 ) -f * log n + -- log log w) 

wenn q die kleinste (von einem gewissen n an tatsächlich vorhandene) 
Primzahl zwischen (l — y«logn (excl.) und ]/n log n (incl.) be- 
zeichnet, so ist wegen 

n(l-j)V^Tn 


und 

die Summe 


q <! Vn log« 


2 f>- + n; 

also ist für alle hinreichend großen n 


P5? 


x f als größte Primzahl, für welche 

2 p 

ist, ist also für alle n von einem gewissen n — v{ö) an ^tq, also 
> (l — --) ]/«log«, w'ie behauptet wurde. 

Aus 

x > (l — g) ]/« log « 


folgt nun, daß das kleinste gemeinsame Vielfache (oder, was hier das- 
selbe ist, das Produkt) der Summanden in (4) 

y 

n <x p<(l- 

P = e v - >e ' 

p<x 

7 * 


Digitized by Google 


100 


Edmund Landau: 


ist. Der Logarithmus g(n) der Maximalfunktion f(ri) ist also von einem 
gewissen n an größer als log p. Da bekanntlich 

p 5 ( 1 — |") V* lo * n 

^ lo gp ~ V 
' v *1 

ist und folglich für alle y oberhalb einer gewissen Stelle y = y (ö) 


P 


> 


1 — 


v y 


s y. 

2 


so ergibt sich für alle hinreichend großen n J', ^1 — f j Y n log)/ > 7 ^) 
y (fl) > (l - |) V« log « - (1 - d) Vn log n ; 


anders ausgedrückt: es ist 

(13) lim 1. 

n =« yn log « 

4. Es ließe sich leicht ebenso zeigen, daß für die spezielle Art (4) 

der Zerlegung von n in Summanden der Quotient sich wirklich 

|/»i log « 

der Grenze 1 nähert, d. h. daß bei Annahme von Ö für alle hinreichend 
großen n auch 

^ log p < (1 + Ö) ]/?i log n 

V <x 

ist; das würde aber für die Maximalfunktion f{n) bezw. g{n) nichts 
bedeuten, da ja eine spezielle Zerlegung von n für f (n) und g(n) 
immer nur eine untere, keine obere Schranke liefern kann. 

Das Ziel dieser Untersuchung ist der Nachweis, daß 

(14) Hm - 1 

«= oo y n log n 

ist. Nachdem (13) schon bewiesen ist, ist dazu nur nötig, nach- 
zuweisen, daß 

(15) lim sup 1 

n— ac y«l0gM 


ist. Dies ist der schwierigere Teil des Beweises; denn es muß ge- 
zeigt werden: Für jede Art der Zerlegung 

(IG) n = + 1 + 1 +•••+ 1 
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der positiven ganzen Zahlen n = 1, 2, 3, • • • in teilerfremde Primzahl* 
potenzen und Einsen ist nach Annahme von ö ein v (d) so bestimmbar, 
daß für alle n v 

(17) log p a log p a < (l 4- S) Vn log n 

ist. Es braucht die betrachtete Art (16) der Zerlegung der Zahl n 
nicht für alle n durch eine einfache und einheitliche Regel bestimmt 
zu sein, wie dies bei (4) der Fall war, vielmehr darf nur die Annahme 
gemacht werden, daß jeder ganzen Zahl n = 1, 2, 3, • • • eine bestimmte 
Zerlegung (16) zugeordnet ist. Für die Kette der Gleichungen (16) 
(» = 1, 2, 3, • • •) ist das Bestehen der Ungleichung (17) nachzuweisen. 
Ich teile für jedes n die in (16) vorkommenden Primzahlpotenzen 

p“ in zwei Klassen; unter ihnen seien ^ )/« log w; die übrigen, in 
der Anzahl s 2 , seien >]/wlog « (und natürlich n). Die Gesamtzahl 
Sj -f s 2 der von 1 verschiedenen Summanden in (16) heiße s. 8 if i> 3 
imd s sind für ein bestimmtes Gleichungssystem (16) Funktionen von n, 
die sich unregelmäßig mit n verändern können. 

Die Voraussetzung ist 

^ P a ^ n > 

d. h., wenn (p = 1, 2, • • •, sj bezw. x t) (p — 1, 2, • • •, s 2 ) die in (16) 

vorkommenden Primzahlpotenzen <^]/«logtt bezw. >)/«log>4 be- 
zeichnen, j. . 

e =1 

Zu untersuchen ist der Wert von 

(18) log fj p“ logp“ = Jr log k Q + ^ log x Q . 

(; = l C=“ 

Es ist 

Vn log n x 9 £ n, 

Q = l ( ,= 1 

also 

s, y'n log n ^ n, 

s < y*- 
2 = logn } 

*i 

lo & x e lo S 71 ~ lo & w = V n ’ 

?=■» e=i 

1) Für «, = 0 bezw. s, = 0 ist unter der betreffenden Summe auf der linken 
Seite Null zu verstehen. 
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nach Annahme von Ö ist daher für alle n von einem gewissen an 

H 


(19) 


2 


. Die erste Summe auf der rechten Seite von (18) ist 

i, », 

(20) 2 log*, ^ log(j/n log n) = Aij log (Yn log n) s log (]/n log ») . 


0 — 1 


Ich behaupte, daß von einem gewissen n an die Anzahl der von 1 
verschiedenen Summanden in (1(3) der Ungleichnng 


( 21 ) 


<(i + f) **' 


>/log n 


genügt. Dazu ist ausreichend, nachzuweisen, daß die Summe von 
[~^1 4 ^ M J beliebigen verschiedenen Primzahlpotenzen für alle hin- 
reichend großen n die Zahl n übersteigt, und dies braucht nur für die 

f~ (l 4 =.1 kleinsten Primzahlpotenzen gezeigt zu werden. Die 

[_\ 3/ p'lognj 

J^l + —pjLJte Primzahlpotenz ist nach Hilfssatz II 
~|7i4 ') 2 ^1 log |7i + -) 

L\ ^ »/ i/ioäTt I b L v ^ 3/ 


log n 

J/log n 


- 0 + 8 
~ (i 4 |) KMlogM, 

also von einem passend gewählten n an größer als ^1 4 A |/«logw. 

Die Summe der Primzahlpotenzen bis ^1 4 A |/»logn ist aber 

mindestens gleich der Summe der Primzahlen bis ^l 4 ]/nlog« 

und diese ist nach Ililfssatz I 




(l4~) wlogn 
2 log ^1 4-^ \ n log n ^ 

also von einem gewissen n an größer als n. Die Summe von 
j^l 4 yi’ 1 “J beliebigen verschiedenen Primzahl potenzen würde also 
a fortiori für alle hinreichend großen n den Wert n übersteigen. 
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(21) ist also bewiesen, und daraus folgt in Verbindung mit (20) 

^l«g* f <(l+ 3) ^=(i 1 °g w + lo g 1 °g w )~( 1 + 3) V«logn; 

V ° gn 

von einer gewissen Stelle an ist folglich 

(22) log k Q < (l + |) 1 /n log n . 

e=» 

(19) und (22) ergeben durch Addition mit Rücksicht auf (18): 

<> «1 

log = 2 log P" = 2 log k Q + 2 log *v < 0 + d ) Y n lo g n > 

(.= 1 

wie in (17) angekündigt wurde. Daraus folgt (15) und hieraus (14). 

Natürlich braucht nicht für jedes n die Zerlegung (4) das Maximum 
des kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Summanden wirklich zu liefern; 
dies zeigt schon der Fall n «* 3 oder die Erwägung, daß, wenn mehr 
Einsen vorhanden sind, als der Abstand der größten in (4) vorkommenden 
Primzahl p zur nächstfolgenden q beträgt, man das Produkt noch ver- 
größern kann, indem man p durch q ersetzt. 

Nach dem im vorstehenden bewiesenen Satz liefert die Zerlegung 
(4) in möglichst kleine Primzahlen in dem Sinne asymptotisch das 
Maximum, also die größte Ordnung aller aus n Elementen gebildeten 
Permutationen, daß für jede andere Zerlegungsreihe 

n = a x + «s H- * * • + «k») (*=i, 3. 3 . • •) 


mit dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen F («) 


lim inf 

l»= * 


log N 

log F(n) 


^ 1 


ist, wo N das Produkt der Summanden p von (4) bezeichnet; die 
Ordnung N einer der kanonischen Zerlegung (4) entsprechenden Per- 
inutation steht also zur Maximalordnung f(n) = M in der Beziehung, daß 


ist. 


lim 


logN’ 
log M 


= 1 


Berlin, den 4. Oktober 1902. 
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Ein Übertragnngsprinzip des Herrn E. Stndy. 

Von E. Müller in Wien. 1 ) 


In der vor etwa Jahresfrist erschienenen ersten Lieferung von 
E. Study s „ Geometrie der Dynamen“ wird (§23) ein Übertragungs- 
prinzip bewiesen, das gestattet, von Sätzen über Strahlen im Bündel 
auf die Giltigkeit von Sätzen über Strahlen im Raume zu schließen, 
und daher die allgemeine Beachtung der Geometer verdient. Hr. Study 
gelangt zu diesem Übertragungsprinzip, indem er als Koordinaten 
einer Geraden sogenannte duale Zahlen (höhere komplexe Zahlen) ver- 
wendet; jeder Strahl wird durch die Verhältnisse dreier solcher Zahlen 
ebenso bestimmt wie ein Strahl im Bündel durch seine homogenen 
rechtwinkligen Koordinaten. Da nun mit diesen dualen Zahlen im 
allgemeinen ebenso gerechnet werden darf wie mit den gewöhnlichen 
komplexen oder den reellen Zahlen, so übersieht man, daß jedem Satze 
über Strahlen im Bündel, wenn man ihn in analytischer Form darstellt, 
sich ein Satz über Strahlen im Raume zuordnet, sobald man die auf- 
tretenden Strahlen koordinaten als duale Zahlen betrachtet. 

Es scheint mir nun mit zu den Aufgaben dieser Zeitschrift zu 
gehören, dergleichen allgemeine Prinzipien weiteren mathematischen 
Kreisen bekannt zu machen. Deshalb versuche ich im folgenden, das 
erwähnte Übertragungsprinzip, losgelöst von den sonstigen Betrachtungen 
Hm. S tu dys, darzulegen und vielleicht dadurch etwas anschaulicher zu 
werden, daß ich die dualen Zahlen als geometrische Transformationen 
deute. Da es sich mir nur darum handelt, die Hauptgedanken hervortreten 
zu lassen, so gehe ich auf Ausnahmefälle nicht ein. Als bekannt setze ich 
die einfachsten Sätze über lineare Strahlenkomplexe (Gewinde) voraus. 2 ) 

1. Die auf ein rechtwinkliges System bezogenen Plückerschen 
Koordinaten der durch die Punkte y l} z^) } P s (.r 2 , ?/ 2 , £*) be- 

stimmten geraden Linie sollen wie folgt bezeichnet werden: 



-Vi, V = z \ x % ~ z % x i , 


1) Die nachfolgenden Zeilen geben den ungefähren Inhalt eines Vortrags 
wieder, den der Verfasser am 12 Juni 1902 unter dem Titel „Über duale Linien- 
koordinaten“ in der mathematischen Sektion der physikalisch-ökonomischen Ge- 
sellschaft zu Königsberg i. Pr. gehalten hat. 

2) Wegen der darauf bezüglichen wenigen Literatur vgl. Study a. a. 0. p. 208. 
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Zwischen diesen sechs Zahlen besteht die Identität 
(2) + + = 

Achtet man nicht bloß auf die Verhältnisse dieser Zahlen, sondern auf 
ihre wirklichen Werte, so sind £', 77', £' die Koordinaten der von 0 
ausgehenden mit P, P 8 gleichen und gleichgerichteten Strecke OQ 
(siehe Figur), ferner £, 17, £ die Koordinaten der Fläche OP l P 2 Q oder 
der doppelten Dreiecksfläche OP 1 P 2 , letztere mit Rücksicht auf ihren 
Umfahrung88inn und ihre Stellung im Raume betrachtet. Der Ausdruck 

S'S 

stellt das Volumen eines Prismas dar, dessen Grundfläche die Koordinaten 
1 7, £ und dessen Seitenkanten die Koordinaten £', 17', £' besitzen. 1 ) 
Erfüllen diese sechs Zahlen 
die Gl. (2), so liegt demnach 
die Strecke £', 77', £' in der 
Fläche £, 77, £, und es gibt 
dann in deren Ebene eine 
einzige zur Strecke £', 77', £' 
parallele Gerade, in der eine 
mit £', 77', £' gleiche und 
gleichgerichtete Strecke mit 
0 die Fläche 77, £ be- 
stimmt. Eine Gerade, in 
der sich eine bestimmte ge- 
richtete Strecke befindet, wollen wir mit H. Grafsmann d. J. einen 
Stab nennen. Je sechs der Gleichung <2) genügende Zahlen be- 
stimmen also einen Stab. Man kann auch sagen, sie bestimmen 
eine mit £', 77', £' gleichgerichtete Kraft, die in Bezug auf 0 das 
Moment £, 77, £ besitzt. 

Deutet man £, 77, £ als Koordinaten einer Strecke, so steht diese 
zur ebenen Fläche (|, 77, £) senkrecht, hat gleiche Größe mit ihr und 
gibt durch ihre Richtung die positive Normalenrichtung der ebenen 
Fläche an. 

Alle Geraden, deren Koordinaten einer linearen homogenen Gleichung 

(3) $ = a'l + 6 77 4- e'£ 4- af ' 4- brj' 4- <-•£' = 0 

genügen, bilden einen linearen Strahlenkomplex, dessen Achse die durch 
die Strecke («', b', c') bestimmte Richtung besitzt. Der Komplex ist 
speziell (ein StrahlengcbäscJi) , wenn die Koeffizienten a , b', c' } a, b, c 



1) Vgl. R. Baltzer: Anal. Geometrie, Leipzig 1882, §40, 9. 
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der Gleichung ( 2 ) genügen. $ = 0 ist dann die Gleichung einer Ge- 
raden in Linienkoordinaten, der Achse des Strahlengebüsches. Den 
linearen Ausdruck ft wollen wir eine Komplexgröße , a' f b' } c', a , b, c 
ihre Koordinaten nennen. 

Bezeichnen ft\ und ft g spezielle Komplexgrüßen, und läßt sich ft 
in der Form 

ft — Ajftj 4 Agft s 

darstellen, wo A, und A^ Parameter bedeuten, so sind die Achsen der 
Strahlengebüsche ft, = 0, ft s = 0 zugeordnete Gerade des Gewiudes 
ft = 0, d. h. die Nullebenen der Punkte der einen Geraden gehen durch 
die andere. Zu jedem Strahle existiert ein einziger zugeordneter Strahl. 

Von besonderen Gleichungsformen des Strahlengebüsches sind ins- 
besondere die beiden: 

p'l 4 q'rj 4 r't = 0, 
pl' 4 qn + r£ — o 

bemerkenswert, von denen die erste einen durch den Ursprung gehenden 
Strahl, die zweite einen unendlich fernen Strahl bestimmt. Denn die 
erste Gleichung sagt aus, daß für alle ihr genügenden Geraden P l l\ 
die ebene Figur OP 1 P g die von 0 ausgehende Strecke mit den Ko- 
ordinaten p\ q, r\ enthält, daß also alle diese Geraden den durch 0 
gehenden Stab />', q\ r’ schneiden. Die zweite Gleichung aber sagt 
aus, daß alle ihr genügenden Strahlen zur ebenen Figur p, q, r parallel 
sind, also die unendlich ferne Gerade dieser Figur schneiden. 

Insbesondere sind £ = 0 , 17 = 0, £ = 0 die Gleichungen der Ko- 
ordinatenachsen und £' = 0, rj' = 0, £' = 0 die Gleichungen der un- 
endlich fernen Geraden der Koordinatenebenen. 

r = «T4&y 4cY-o 

ist dann nach einer früheren Bemerkung die Gleichung der zur Achse 
von ft = 0 senkrechten imendlich fernen Geraden. 

Lautet die Gleichung der einzigen, 51' bezüglich des Gewindes ft = 0 
zugeordneten Geraden, also der Achse des Gewindes, 51 = 0, so läßt 
sich die Komplexgröße ft in der Form 

ft = j*5I 4 vH' 

darstellen. Daraus folgt aber, daß die Komplexe 

ft 4 AST - tiK 4 (v 4 A)5T 

ebenfalls 51 und 51' als zugeordnete Geraden besitzen, oder daß die 
Komplexe ft 4 A 51' = 0 mit ft koaxial sind; ferner daß die Gleichung 
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jedes mit $1 = 0 koaxialen Komplexes die Form Ä 4 A'21' = 0 haben 
muß. Wegen der Wichtigkeit dieser Tatsache für die folgenden Be- 
trachtungen sprechen wir sie in dem Satze aus: 

Ist 

® = a'% -f b\ -f c'l + «r 4 bi}' + cg' = 0 

die Gleichung eines linearen Strahlenkomplexes, so situl die Gleichungen 
sämtlicher mit ihm koaxialen Komplexe und keine anderen in der Form 

Ä 4 A(«T 4 &y 4 cT) = 0 

darstellbar . 

Alle mit einem linearen Strahlenkomplex koaxialen bilden einen 
Büschel (eine zweigliedrige Gruppe nach Plücker). 

2. Übt man auf die Variablen £, rj, £, rj’, £' eine lineare 
homogene Transformation T aus, so wird jeder lineare Strahlenkomplex 
wieder in einen solchen transformiert. Sind T lf T 2 , . . ., T n andero 
solche Transformationen, so kann jede durch Zusammensetzung daraus 
hervorgehende Transformation mit TT i . . . T n bezeichnet werden. Man 
nennt sie das Produkt der einzelnen Transformationen, weil dafür das 
assoziative und, bei geeigneter Festsetzung des Begriffs der Summe 
zweier Transformationen, auch das distributive (im allgemeinen aber 
nicht das kommutative) Gesetz gilt. 

Wir betrachten jetzt die besondere Transformation 

i'-o, s = 

n = °> v - y\ 

r = o, e=g' 

mit verschwindender Determinante. Durch sie wird jede Gerade durch 
den Ursprung (als Achse des Strahlengebüsches) 

p’% 4 q'rj 4 r’$ = 0 

in die dazu senkrechte unendlich ferne Gerade 

PT 4?y 4 rT = 0 

transformiert und jede unendlich ferne Gerade 

pV 4 qy 4< = o 

zum Verschwinden gebracht. Allgemein wird jede Komplexgröße St 1 
(GL 3) durch diese Transformation in 
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also jeder Strahlenkomplex in denjenigen speziellen Komplex über- 
geführt, dessen Achse die zur Achse von $ senkrechte unendlich ferne 
Gerade ist. 

Bezeichnet man diese besondere Transformation mit e und die 
Größe, in welche eine Komplexgröße $ infolge der Transformation i 
übergeht, mit $e oder eft, dann gelten die Gleichungen 

(4) + + 

( 5 ) $££ = ®£ S = 0 . 


Für die speziellen Komplexgrößen £, rj, £', rj', £' folgt daraus 



Da demnach 


'U-V, 

ije = >;'« — 0, 

u = r, 5'f — o. 


fte = a • £e 4- b’ • »?£ 4- c' • £e 4* a • £'e 4 & • i?'e 4- c • £'e 


ist, so erkennt inan unmittelbar, daß für die Operation fte das distri- 
butive Gesetz 

*j~ ft 2 )e = $^e 4* $ 2 e, 

oder allgemeiner 

(7) (Jfj 4" + h £ 4“ Ä s £ 4- • • • 4 

gilt, und ferner für eine reelle oder gewöhnliche komplexe Zahl m 

(8) ftme — ftem = m • $e 

ist. Die eindeutige und distributive Verknüpfung fte wollen wir eine 
Multiplikation nennen. 

Auch die Multiplikation von mit einer reellen oder komplexen 
Zahl ist äquivalent einer linearen Transformation der Strahlenkoordinaten 
rj , £, £', rj', £'. Bezeiclmen in und m, wie überhaupt kleine latei- 
nische Buchstaben, solche Zahlen, so kann man aus ihnen und der 
Transformation e eine neue Transformation in’ 4* wie ableiten, die durch 
die Gleichung 

(9) ft (iw' 4- me) = ftm' 4 ftme = m'ft 4 m • fte 

definiert sein soll. Die eindeutige Verknüpfung ft(m' 4- me) befolgt 
gleichfalls das distributive Gesetz 

(10) (ft 1 ! 4 ft 2 )(m' 4- me) = ft 1 (m' 4 me) 4- ft 2 (m ' 4 me) 

und soll daher als Multiplikation betrachtet werden. Aus Gl. (9) läßt 
sich sofort eine wichtige Eigenschaft der durch Multiplikation mit 
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m' -f ms aus & hervorgehenden Komplexgröße ersehen. Da nämlich 
ftf = 91' ist, so ist 

ft (m ' 4- »««) = ///'ft 4- m% V, 

stellt also, gleich Null gesetzt, nach 1 einen mit ft koaxialen Komplex 
dar. Wir haben demnach den Satz: 

Durch Multiplikation mit einer Transformation der Form in -f ms 
geht jede Komplexgröße in eine koaxiale über. 

Zwei Transfonnationen nennt man dann und nur dann gleich, 
wenn sie, auf gleiche Objekte ausgeübt, gleiche llesultate liefern. Zwei 
Transformationen der Fonn m' -(- me werden wir daher dann und nur 
dann gleich nennen, wenn sie, mit gleichen Komplexgrößen multipliziert, 
stets gleiche Größen geben. Im Hinblick auf die Gleichungen (5) und 
(8) gelten nach dieser Festsetzung für unsere Transformation s die 
Gleichungen 

(11) r- = o, 

(12) ms = sm. 

Ferner folgt aus 

ft(m' -f- ms)(n' + ns) = (ft»/' -f ftm«)(n' + ns) 

— ftm'w' 4* ft m n ' s 4- ft m' ns 
= ft [ nt ' n ' 4- (m n ' 4- m'n)s J 

die Gleichung 

(13) (»>' 4* ms)(n r 4- ns) = m'n 4- (mn 4- m’n)s 

= {n 4- ns)(m' 4- *ns), 

welche aussagt, daß die Multiplikation (Zusammensetzung) unserer 
Transformationen nicht nur assoziativ, sondern auch kommutativ ist, daß 
ferner das Produkt beliebig vieler Transformationen wieder eine Trans- 
formation derselben Art liefert. 

Bezeichnet man Transformationen der Form m' -f ms mit kleinen 
griechischen Buchstaben, so erkennt man durch eine ähnliche Schluß- 
weise die Gültigkeit des distributiven Gesetzes 

(14) (a 4- ß)y = ay + ßy 

für die Multiplikation dieser Transformationen. Zusammenfassend kann 
man sagen: 

Für die Addition und Multiplikation von Transformationen der 
Form m -f ms gelten dieselben formalen Gesetze wie für die gewöhn- 
lichen komplexen Zahlen. 
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Wir nennen mit Hrn. Study in -f »i« eine duale Zahl, in' ihren 
skalaren , in ihren vektoriellen Teil. 

Eine duale Zahl ist dann und nur dann Null, wenn sowohl der 
skalare als der vektorielle Teil verschwinden. Beim Rechnen mit diesen 
Zahlen ist wohl zu beachten, daß ein Produkt auch verschwinden kann, 
ohne daß einer der Faktoren verschwindet; Gl. (13) z. B. zeigt, daß 
das Produkt aus zwei Faktoren schon verschwindet, wenn deren skalare 
Teile Null sind. Man darf also aus dem Verschwinden eines Produktes 
nicht auf das Verschwinden eines der Faktoren schließen. 

Die Division durch eine duale Zahl ist eindeutig, solange deren 
skalarer Teil nicht Null ist (Study, a. a. 0. p. 197). In demselben 
Falle ist die Quadratwurzel aus einer dualen Zahl (zweideutig) bestimmt. 

3. Mit Hilfe dieser dualen Zahlen läßt sich jede beliebige Komplex- 
größe in derselben Form darstellen, wie die den Strahlen durch 0 
entsprechenden speziellen Komplexgrößen mittels reeller oder gewöhn- 
licher komplexer Zahlen. In der Tat erhält 

ft = a'l -F b'rj 4- c't 4- + W -f 

unter Beachtung der drei ersten Glchgn. (6) die Form 

$ = a'§ -f b'rj + c'£ + a • gf + b • ge -f c • 

= («' + af)| 4- ( b ' + bs)r) 4- (c 4- c*)£ 

oder, wenn man die drei in den Klammern stehenden dualen Zahlen 
bezüglich mit a , ß, y bezeichnet, 

(15) ft = ag 4- 0 rj + 

Hierin sind = 0, ßrj = 0, = 0 die Gleichungen von Komplexen, 

deren Achsen die drei Koordinatenachsen sind, und Gl. (15) spricht die 
geometrische Tatsache aus, daß es zu jedem linearen Strahlenkomplex 
St drei eindeutig bestimmte, mit den Koordinatenaxen koaxiale 
Komplexe gibt, die einem durch St gehenden Bündel (einer drei- 
gliedrigen Gruppe) angehören, a, ß, y sollen die dualen rechtwinkligen 
Koordinaten des Komplexes ft heißen. 

Die dualen rechtwinkligen Koordinaten aller mit ft koaxialen 
Komplexe sind nach obigem in der Form ga, gß J, gy darstellbar, wo 
g eine duale Zahl mit nicht verschwindendem skalaren Teile bezeichnet. 
Das Verhältnis « : ß:y bestimmt daher einen Büschel koaxialer Komplexe, 
mithin auch die ihnen gemeinsame Achse. Je drei duale Zahlen lassen 
sich demnach als homogene duale Koordinaten eines Strahles ansehen. 

Die Rolle der Koordinatenachsen können irgend drei Komplexe 
ftj, ft 2 , ft 8 , deren Achsen nicht derselben Ebene parallel sind, über- 
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nehmen. Denn nach Gl. (15) lassen sich diese Komplexgrößen in den 
Formen 

~ a i £ + ßi v + 

- « 2 £ + ßtf + y,g, 

®3 = « 3 £ + ßsV + y»t 

darstellen. Daraus rechne man £, rj, £ als Determinantenquotienteu 
ebenso, als wenn ce if ß if y. reelle Zahlen wären. Da der skalare Teil 
der im Nenner stehenden Determinante a l ß i y a j die Determinante 
jffiboCaj ist, deren Elemente die rechtwinkligen Koordinaten der Richt- 
strecken der Gewinde- Achsen sind, die nicht einer Ebene parallel sein 
sollen, so ist dieser Teil von Null verschieden, die Division durch 
; cq ß t y 3 1 mithin eindeutig. Setzt man diese Ausdrücke für £, ??, £ in 
die beliebige Komplexgröße 

& — «£ + ßv + yi 

ein, so erhält man, wie beabsichtigt, ß mittels dualer Zahlen aus ß 1; 
ft», ß 8 abgeleitet in der Form 

( 16 ) + + 

Diese Gleichung spricht den folgenden geometrischen Satz aus: 

„ Durch jeden linearen Komplex des Baumes geht ein Komplexen- 
bündd, welcher drei gegebene Büschel koaxialer Komplexe ’, deren Achsen 
nicht derselben Ebene parallel sind , schneidet , d. h. der mit jedem Büschel 
einen Komplex gemein hat“ 1 ) 

Wie sich also jede Strahlengröße eines Bündels z. B. durch 0 
(d. h. die linke Seite der Gleichung eines Strahles im Bündel) aus drei 
Strahlengrößen, deren zugehörige Strahlen nicht in einer Ebene liegen, 
mittels reeller oder gewöhnlicher komplexer Zahlen ableiten läßt, so 
ist jede Komplexgröße aus irgend drei Komplexgrößen mittels dualer 
Zahlen ableitbar. Daraus folgt schon, daß sich die Sätze (Ser Lagen- 

1) Dieser Satz gilt auch für drei beliebige Komplexbüschel, wenn sie nur 
nicht einem Komplexgebiete 5. Stufe angehören. Betrachtet man die linearen 
• »Strahlenkomplexe als Punkte eines Gebietes 0. Stufe (einer linearen Mannigfaltig- 
keit von h Dimensionen), so sagt der Satz aus, daß durch jeden Punkt p dieses 
Gebietes ein Gebiet 3. Stufe geht, das drei gegebene Gebiete 2. Stufe B l , B t , B s , 
die nicht in einem Gebiete 6. Stufe liegen, schneidet, was sich last von selbst 
versteht. Durch je zwei der Gebiete B ( und durch p sind nämlich drei Gebiete 
5. Stufe legbar, die sich in einem Gebiete 3. Stufe schneiden; da selbes durch 
p geht und mit jedem der Gebiete in einem Gebiete 4. Stufe liegt, also jedes 
B. schneidet, so ist es das verlangte. 
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beziehungen von Strahlen im Bündel unmittelbar auf lineare Strahlen- 
komplexe werden übertragen lassen. Man hat nur die einfachen 
Gleichungen, welche solche Lagenbeziehungen im Bündel aussprechen, 
für die Strahlenkomplexe geometrisch zu deuten. 

4. Vor allem ist die Frage zu beantworten, welche Lage drei 
Komplexe besitzen, zwischen deren Komplexgrößen 21, 58, (£ eine 
lineare Gleichung 

<£ - «2t + ß% 

besteht? 

Multipliziert man diese Gleichung mit einer solchen dualen Zahl, 

daß (£ in die die Achse von (£ darstellende spezielle Komplexgröße (S 
übergeht, so erhält man 

(£ = «21 + 0 ®, 

d. h. die drei Komplexe (I, «21 und 058 bilden einen Büschel. Die 
gemeinsame Normale der Achsen von «21 und 058 gehört beiden Kom- 
plexen, mithin auch dem speziellen Komplexe (£ an, schneidet daher 
die Achse des Komplexes (£. Diese gemeinsame Normale gehört aber 
auch den Komplexen «2t und 023, mithin dem Komplexe (£ an, und 
da sie dessen Achse schneidet, muß sie sie nach einem bekannten 
Satze orthogonal schneiden. Die Achsen der drei Komplexe werden 
demnach von einer Geraden orthogonal geschnitten oder gehören, nach 
, einer Study sehen Ausdrucks weise, dem Normalennete einer Geraden 
an. Von diesem Satze gilt auch die Umkehrung: Gehören die Achsen 
dreier linearen Strahlenkomplexe dem Normalennetz einer Geraden 
an, so besteht zwischen ihren Komplexgrößen 2t, 58, (£ eine Gleichung 

(£ = «21 + 058. 

Dieselbe Gleichung sagt, wenn « und ß reelle Zahlen bezeichnen und 
2t = 0, 58 = 0 Gleichungen von Strahlen im Bündel sind, aus, daß die 
drei StraMfen einem Büschel an gehören; mithin haben wir den Satz: 

„ Zufolge unseres ijbertragimgsprinzipes entspricht einem Büschel im 
Bündel das Normalennetz einer Geraden 

Dem gemeinsamen Strahle zweier Büschel im Bündel entspricht 
der gemeinsame Strahl zweier Normalennetze. 

Nachdem man die geometrische Bedeutung einer durch dnale 
Zahlen vermittelten linearen Beziehung zwischen drei Komplexgrößen 
kennt, ist es leicht, zu jedem Satze über Lagenbeziehungen im Bündel 
den analogen für Strahlen im Raume anzugeben, der also durch genau 
die gleiche Rechnung bewiesen wird, nur daß das eine Mal reelle 
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(oder gewöhnliche komplexe) Zahlen, das andere Mal duale Zahlen 
auftrete n. 

Dem Desarguesschen Satze über Perspektive Dreikante im Bündel 
entspricht z. B. nach diesem Ubertragungsprinzip der folgende: 

Sind vier Strahlen <3, 9T, 93, (S gegeben, und wählt man in den durch 
3 und die drei übrigen Strahlen bestimmten Normalennetgen die Strahlen 
91', ©', 6'; dann gehören die gemeinsamen Strahlen der Normalennetze 
(91 33) und (91'93'), (©£) und (93'®'), ((E91) und (C £'9V) wieder einem 
Normalennetze an. 

Dem Pascalschen Satze für einen in zwei Strahlenbüschel de- 
generierten Kegel ordnet sich der folgende zu: 

In zwei Normalennetzen nehme man beziehungsweise die Strahlen- 
tripel 9, 93, (£ und 91', 93', (£' an. Bezeichnet (91©' *91'©) den gemein- 
samen Strahl der beiden Normalennetze (91©') und (91'©), dann gehören 
die Strahlen (91©' • 91'©), (©(£' • ©'(£), ((£91' • (£'9l) wieder einem 
Normalennetze an. 

5. Das obige Übertrngungsprinzip ist jedoch nicht bloß auf Lagen- 
beziehtmgen sondern auch auf metrische Beziehungen im Bündel an- 
wendbar. Man braucht nur jene Gleichungen, die metrische Beziehungen 
von Strahlen im Bündel ausdrücken, für den Fall zu deuten, daß die 
auftretenden Koordinaten duale Zahlen sind. 

Für die metrischen Beziehungen im Bündel durch den Koordinaten- 
ursprung spielt nun, wenn 

91, — «il + hV + ' 

91* = a t l + b t ij 4- c ä £ 

zwei Strahlengrößen d. h. 91* = 0, 9U = 0 Gleichungen von Strahlen 
durch 0 sind, vor allem der Ausdruck 

ö« -f- b% -f* c 1 Cg 

eine wichtige -Rolle, den wir kurz mit [9l 1 1 94 ) bezeichnen wollen. 
Sein Verschwinden sagt aus, daß die beiden Strahlen aufeinander senk- 
recht stehen. 

Für zwei Komplexgrößen 

+ ßiV + YÄj 

+ r*S f 

wo 

«i =» a[ -f Oj«, ß t = bi 4- />,£, y, = cl 4- c v e, 
a i = ai-\-a i e, & =« hä -f y s = fy + c s £, 

Archiv der Mathematik and Physik. 11L Iieihc. V. 8 
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lautet nun der entsprechende Ausdruck 

(17) 1$, | + Ä& + y x y* 

— (ötiöa -f- "f“ CiC«) -j- (jCliQ/i -j- d\d* -f" ^1^2 4" b\b* 

CjCj CiCi)f. 

Dieser Ausdruck verschwindet dann und nur dann, wenn gleichzeitig 

(18) a‘\Oi + b'\bi 4 - c[ci = 0 
und 

(19) di (i^ 4* d\di 4- b\bi 4- Mi 4" Ü 1 C 3 -j- C\Ci — 0. 

Von diesen beiden Gleichungen sagt die erste die Normalität der 
Achsen, die zweite die involutorische Lage der beiden Komplexe aus. 
Wegen 

\ßi ^ 1 1 (H 2 1 = fh > u 2 [®i I ^ 2 1 

verschwendet aber mit $ g ] auch | fi 8 Ä 2 ], d. h. wenn und 

$2 involutorisch liegen, so gilt dasselbe für je zwei mit und ft 2 

koaxiale Komplexe. Daraus folgt, daß die Achsen von und ft, 

selbst einander schneiden müssen. Wenn also • ft g ] = 0 ist, so 
schneiden sich die Achsen der beiden Komplexe orthogonal. 

Aber auch die Umkehrung ist richtig. Schneiden nämlich (he 
Achsen der beiden Komplexe einander rechtwinklig, und bezeichnet 
man die diese Achse darstellenden speziellen Komplexgrößen mit ftp 
$ 2 , so ist [fti j ft? g J == 0 und, wegen ft 1 « = auch ; ftj] 

= | Ä 2 ] = 0. Damit ist der Beweis für den Satz erbracht: 

Bezeichnen und & 2 Komplexgrößen , deren zugehörige Komplexe 
im Endlichen gelegene Achsen besitzen , so ist ft 3 ] = 0 die notwendige 
und hinreichende Bedingung dufür, duß diese Achsen einander recht * 
winklig schneiden. 

Für unser Übertragungsprinzip folgt daraus: 

Zwei rechtwinkligen Strahlen im Bündel entsprechen zwei Geivinde , 
deren Achsen sich rechtwinklig schneiden. 

Drei aufeinander senkrecht stehenden Strahlen im Bündel entsprechen 
drei Gewinde , deren Achsen sich in einem Punkte senkrecht schneiden. 

Eine lineare homogene Gleichung zwischen den dualen Koordinaten 
cc, ß , y eines Gewindes & (oder den homogenen dualen Koordinaten 
seiner Achse) 

xa k ß py — 0 

bestimmt das Normalennetz der Achse desjenigen Gewindes fi, dessen 
Koordinaten x, A, p sind, da die Gleichung aussagt, daß [ß = 0 ist. 
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Dem Strahlenbüschel im Bündel ist daher, wie wir schon früher sahen, 
das Normalennetz zugeordnet. 

Allgemein wird durch jede homogene Gleichung zwischen den 
dualen Koordinaten u, ß, y eine Strahlenkongruenz bestimmt, da eine 
solche Gleichung zwei Gleichungen zwischen den PI Ücker sehen Strahlen- 
koordinaten äquivalent ist. 

Zwei zu einander senkrechten Ebenen (oder Strahlenbüscheln) im 
Bündel entsprechen zwei Normalennetze 


x« + A/3 -f py = 0, 
x'a + X'ß + p'y = 0, 

für welche 

xx' + XX' -f pp' = 0 


ist, deren Achsen also einander rechtwinkelig schneiden. Für das Über- 
tragungsprinzip gilt demnach auch der Satz: 

Normalen Ebenen ( oder StraJUenbüscheln) im Bündel entsprechen im 
Raume Normalennetze , deren Achsen sich rechtwinklig schneiden . 


Hiernach lassen sich auch zu vielen metrischen Sätzen im Bündel 
die infolge unseres Übertragungsprinzips analogen Sätze unmittelbar 
angeben. Z. B. entsprechen einander die beiden Sätze: 


Wählt man im Bündel drei nicht 
in einer Ebene liegende Strahlen 
(Dreikant) und sucht zu je zweien 
den gemeinsamen Normalstrahl, dann 
haben die drei Büschel, die jeder 
Strahl mit dem Normalstrahl der 
beiden anderen bestimmt, einen Strahl 
gemeinsam. 


Wählt man im Raume drei nicht 
derselben Ebene parallele Strahlen 
und sucht zu je zweien den sie recht- 
winklig schneidenden Strahl ( gemein- 
samen Normalstrahl), dann haben 
die drei Normalennetze, die jeder 
Strahl mit dem Normalstrahl der 
beiden anderen bestimmt, einen Strahl 
gemeinsam. 


Der Satz links ist der bekannte über die Höhenebenen eines Drei- 
kants, der Satz rechts ist identisch mit dem von J. Petersen und 

F. Morley gefundenen Satze. 1 ) Was die Übertragung anderer 
metrischer Beziehungen anbelangt, so verweise ich auf E. Study, 

G. d. D. § 24. 

In der nächsten Nummer soll noch der interessante Satz bewiesen 
werden, daß zufolge unseres Übertragungsprinzipes jeder Bewegung im 
Bündel eine Bewegung im Raume entspricht. 


1) Vgl. E. Study, G. d. D. p. 107. 

8 * 
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6. Für zwei gleiche Koraplexgrößen geht Gl. (17) in dje folgende 
über: 

(20) [Ä | ft] = a' 8 + b'* + c* + 2 (aa + b'b + c'c)s. 

Hierin ist der skalare Teil «'* + b' 8 + c' 3 das Quadrat der Länge der 
Achsenstrecke, der vektorielle Teil an + b'b -f c'c die bi lineare In- 
variante des Komplexes. Genügt die Größe ft der Gleichung 

[ft|ft] = 1 


oder, was dasselbe ist, den beiden Gleichungen 

a' 2 + + = 1 , 

a'a + b'b -f- c'c = 0, 

so ist der Komplex ein spezieller, und seine Achse besitzt die Länge 
Eins; ft stellt daher dann einen Strahl von der Länge Eins dar. 

Bestehen zwischen drei Komplexgrößen ft 1; ft 3 , ft 3 dieselben sechs 
Bedingungsgleichungen wie zwischen drei aufeinander senkrechten 
Einheitsstrahlen im Bündel, nämlich 


( 21 ) 




dann werden durch sie ebenfalls drei sich in einem Punkte rechtwinklig 
schneidende Einheitsstrahlen bestimmt; sie gehen aus dem ursprüng- 
lichen Achsenkreuz durch eine Bewegung hervor, wenn noch 

I dib*c$ j = -f- 1 


oder, was damit identisch ist, 

= + 1 
ist. 

Eine jede Bewegung im Bündel, also jede Rotation um einen Strahl 
des Bündels, läßt sich durch eine orthogonale Transformation von der 
Determinante -f- 1 darstellen. Übt man nun auf die Koordinaten «, ß, y 
eines Komplexes ft die entsprechende Transformation 



* = Pu“ + Puß' + W'j 
ß = ^21«' + th iß' + M', 
y = lhl“' + #*320' + f*3s/ 


I 
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ans, wo die dualen Koeffizienten p ik den sechs Bedingungsgleichungen 
einer orthogonalen Transformation 

Pli + #*2* + = 0, (i=l. 8, 8) 

PnPii #*21 #*22 #*31 #*32 — 

Pu Pu J" #*js#*j 3 “t" #*s2/*33 ~ 

,#*13 #*11 + #*83 #*W + #*33 #*3l - 0 

Pik I = + 1 

ist, dann erhält man für 

& = «£ -f ßrj -f y% 

den Ausdruck 

Ä = (/!,, ^ + H 2i rj + #*si£)«' + (f*, 2 t + #*22*/ + #*3*Ö0' 

+ (#*13 S + #*23 V + #*ss£)y'- 

Bezeichnet man die in den Klammern stehenden Komplexgrößen be- 
züglich mit 5t 1? $1,, $ 3 , so gelten zufolge der Gleichungen (23) und 
(23') für sie die Gleichungen (21), und die Determinante aus ihren 
Koeffizienten hat den Wert -j- 1; sie bestimmen demnach ein recht- 
winkliges Achsenkreuz, das aus dem ursprünglichen durch eine Be- 
wegung hervorgeht. In Bezug auf dieses Achsenkreuz besitzt der 
Komplex $ dieselben Koordinaten, also auch dieselbe Lage wie der 
Komplex 

JR' = «'£ -f ß'r} + 

in Bezug auf das ursprüngliche Achsenkreuz. Je zwei durch die obige 
Transformation einander zugeordnete Komplexe 51' und $ kommen 
mithin infolge derjenigen Bewegung zur Deckung, die das ursprüngliche 
Achsenkreuz in das neue überführt, oder 

die der orthogonalen Transformation im Bündel durch das Study- 
sche Übertragungsprinzip zugeordnete Transformation ist eine Bewegung 
des Baumes. 

Umgekehrt sieht man leicht, daß jede Bewegung sich als eine 
solche Transformation in Strahlenkoordinaten darstellen läßt. 

Anmerkung. Ähnlich wie man nach Cayley die Zusammensetzung zweier 
Drehungen eines Körpers um einen Punkt, mittels Qnaternioucn darstellen kann, 
läßt sich die Zusammensetzung zweier beliebigen Bewegungen mittels komplexer 
Zahlen, die den Quaternionen analog aus dualen Zahlen gebildet sind, darstellen. 
Sei 

Q = ct 0 -f «, il, + a, ff, -f- « 8 ü s 


genügen und 
(23-) 
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eine solche Größe (Biquatemione), 

Q = «o ~ «i — a t — «s 
ihre konjugierte, so stellt die Transformation 

X, - QXQ 

eine Bewegung dar, wenn die durch Neheneinanderstellung der Größen angedeutete 
Multiplikation nach denselben Gesetzen wie bei den Quaternionen ausgeführt wird. 
Einer anderen Biquatemione Q' wird die Bewegung 

X, = Q 'X x Q 7 

entsprechen. Die aus der Aufeinanderfolge beider Bewegungen entspringende 
neue Bewegung ist dann 

x,=«r0X(G'~G), 

entspricht also der Biquatemione Q’Q. 

Königsberg i. Pr., im August 1902. 


Distanzrelationen zwischen Punkten und Geraden der 
Ebene sowie Punkten und Ebenen im Raume. 

Von Kazimierz Cwojdzinski in Berlin. 


Wir wollen im folgenden allgemeine Relationen entwickeln, welche 
einerseits zahlreiche metrische Relationen am Dreieck als Spezialfälle 
enthalten, andererseits mit Vorteil bei der Einführung in das System 
der Dreiecks-, bzw. Tetraeder- Koordinaten verwendet werden können. 
Die Beziehungen zwischen den Koordinaten einer Geraden, bzw. Ebene 
und eines in ihr liegenden Punktes zu einander treten klar hervor, und 
manche Formel, wie diejenige für die Entfernung eines Punktes von 
einer Geraden, bzw. Ebene, deren Gleichung in homogenen Koordinaten 
gegeben ist, ergibt sich ohne besondere Rechnung hier von selbst. 

1 . Beziehungen van vier Punkten zu vier Geraden in der Ebene. — 

W * 1 

ir< «ij = - (^eos <pj + y i sin^ - p } ) 


gesetzt, so besteht nach dem Multiplikationstheorem der Determinanten 
die Identität: 




(/,> = !, 2, 3, 1) 


*1 

.Tj 

*3 

*<1 


— cos <pj 

— sin qpj 

Pi 

0 

V\ 

Hz 

Vz 

y.i 


— cos <jp s 

— sin cp * 

Pt 

0 

1 

1 

1 

i 


— COS <p 3 

— sin <p 3 

Pz 

0 

0 

0 

0 

0 


— COS <p 4 

— sin <jp 4 

Pa 

0 


= 0 . 
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Du a (j die Länge des Lotes darstellt, welches von mit den karte- 
sischen Koordinaten x if y i auf die Gerade = zcos q> j -f ysin (pj ~Pj = 0 
gefällt wird, so erhalten wir 

Theorem I. Fällt man von vier beliebigen Punkten auf vier beliebige 
Geraden einer Ebene die scehzehn Isotc , so ist die Determinante , gebildet 
aus dm Längen dieser Ijüte, a i} \ = 0 >=i, *, s, 4). 

Der Satz gilt ohne weiteres für n Punkte und n Gerade, wenn n ^ 4 . 

Um anzudeuten, daß eine der 4 Geraden, etwa G 4 , ins Unendliche 
rückt, setzen wir « 14 = a 24 = « 34 = a, 4 , dann geht Gl. (1) über in 



«11 

«12 

«13 

1 

«41 

«42 

«43 

1 ' 


und dies ist eine Belation zwischen vier Punkten und drei Geraden. 


2 . Anwendung auf die Berührungskreise des Dreiecks. — Wählen 
wir die Punkte P,, P 2 und P 3 so, daß sie in die Schnittpunkte der 
Geraden G if G 3 , fallen, wobei P,. und G { gegenüberliegen, und be- 

zeichnen mit h { das Lot von P i auf G { (Höhen des Dreiecks), so 

müssen wir setzen: _ , 

«12 = «13 = Gj «n ~ 'hi 

«21 = «23 = G; «22 ~ ^hf 

«31 = «32 = G| «33 ~ ^3» 

alsdann geht Gl. ( 2 ) über in 

| h t 0 0 1 

0 h 0 1 

0 0 h 3 1 

«41 «42 «43 1 

oder entwickelt 


( 3 ) 


‘41 


4. 4. _ 1 

+ *, + 


Lassen wir nun P x der Reihe nach Mittelpunkt des Inkreises zum Drei- 
eck G l G 3 G 3) dann Mittelpunkt der drei Ankreise werden und be- 
zeichnen die Radien derselben mit p, p 1; p 2 , p 3 , so haben wir in ( 3 ) 
nach einander zu setzen 

+ «41 = + «42 = + «43 = Q> 

«41 = «42 = “h «43 = Pn 

+ «41 = «42 ~ “h «43 = ?2> 

"b «41 ~ “h «42 = «13 ~ Qil 
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und wir erhalten demgemäß die 4 Formeln 

4 . — — = i 

' ä, ^ A 2 ^ ä 3 9 ’ 

_ 1 j. i. i = i. 

h i ' ,l i ' h » Pi ’ 

+ L _ !_ + 1 . 1 

^ Ä, ^ /» 3 Po ’ 


'1 

4* 4- — 

+ Ä t + K 


l 

e 8 


Setzen wir dagegen in (2) 

-«ii = 


cc v , = 


so erhalten wir 


«13 ~ Ql) 
«21 = «22 ~ «23 ~ Q 2) 

«31 ~ «32 = «33 ~ Q'J) 

«41 = «42 = «43 = Q> 


— 4- ~ 4- — = “• 

Pi 9t 9 S 9 


Man kann in ähnlicher Weise nach Belieben weitere Fonnein herleiten; 
wir haben nur die wichtigsten erwähnt, welche sich in der Arbeit 
Steiners „Cercles qui touchent . . in Gergonnes Annalen vorfinden. 

3. Die trimetrische Gleichung des Punktes und der Geraden. — 
Setzen wir voraus, daß einer der vier Punkte in einer der vier Ge- 
raden liegt, etwa P t in G if so ist a u — 0. Wählen wir dann der 
besseren Unterscheidung wegen 


S'4 


= Uf ; 

« 4i = 

X i 

(• =1, 2, 

«ii 

«12 

«13 

l‘l 


«21 

«22 

«23 

«2 

= 0. 

«31 

«32 

«33 

«3 


*1 

•Tg 

*3 

0 



so ergibt sich 

( 4 ) 


Wenn die u. gegeben sind, die x { aber als variabel gedacht werden, so ist 
Gl. (4) die Gleichung der Geraden G K \ umgekehrt bedeutet sie die Gleichung 
eines Punktes (P 4 ), falls die x { gegeben, die u { aber veränderlich sind. 

Diese Gleichung nimmt gleichzeitig ein Beziehungsdreiseit G l G i G i 
und ein Beziehungsdreieck P x P 2 P 8 in Anspruch. Denken wir uns die 
P { als Ecken des Dreiecks G if so entsteht aus (4) 

/q 0 0 w, 1 


0 

0 

x, 


lu 0 
0 h 
x% x 2 


«2 

u s 

0 


- 0 , 
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u i x i | m j x t | x s n 

K + V + K 

Dies ist die bekannte Normalform der trimetrischen Gleichung des 
Punktes oder der Geraden. 

Eine Relation zwischen den Koordinaten eines beliebigen Punktes 
j*! : jt» : ;r s haben wir schon in der Gleichung (3) gegeben, welche mit 
den neuen Bezeichnungen die Form annimmt: 

^1 | x t | x t i 

\ + K + K 

Um nun die Entfernung 8 des Punktes x [ : x i : xi von der Geraden 

“i x j , »V** , = a 

\ + \ + K ‘ 


zu finden, brauchen wir nur von der Gleichung auszugehen 


0 0 u y 

0 /{ 2 0 Mo 

0 0 h s Mg 

x'x Xz x$ 8 


= 0, 


welche liefert 


i i MjjÄj . WgXg 

_ \ ^ ^ * 3 9 


d. h. man erhält die Entfernung eines Punktes x\ von der Geraden 

0, 


■sh“.*. 

£t h - 


indem man für die laufenden x t die x\ setzt. 

4. Erweiterung für den Baum. — Wird 

« { J — - (*i cos ctj + tfi cos ßj + cos y j - pf) 
gesetzt, so liefert die Multiplikation der Determinanten 


x l 

x 2 

x$ 

*4 

% 


— cos cc t 

— cos ß t 

— cos y l 

Pi 

0 







— COS «2 

— cos ß„ 

— cos y 2 

Ih 

0 

1 

1 

1 

1 

1 







0 

0 

0 

0 

0 


— COS «5 

- cos ß b 

— cos y b 

Pi 

0 


daß 

(5) \a ij j = 0 (,,>=1, 2) S, 4, 5). 

Daher: 

Theorem TI. Die Determinante, gebildet aus dem 25 von fünf Punkten 
des Baumes auf fünf beliebige Ebenen gefällten Loten, betrügt Null. 
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Der Satz gilt für n Punkte und n Ebenen, falls n 5. Rückt eine 
der 5 Ebenen, etwa E U} ins Unendliche, so ist = « 3 ., = « 45 = 

und demgemäß 

«11 «12 «13 «14 1 

= 0. 


«51 «52 «53 «54 1 

Dies ist die Relation zwischen 5 Punkten und 4 Ebenen. 

Hieraus ergeben sich Formeln für das Tetraeder, die denen analog 
sind, welche wir für das Dreieck bereits entwickelt haben, wie z. B. 


1 4 . 1 _i_ 1 _l 1 _ 1 
*,- + ä + * 

*r + k + h + i - i u - s - w - 


Setzen wir schließlich in (5) 

«55 ss “ «»'5 ~ «5 » = («==1, 2, 3, 4)> 

so erhalten wir die Gleichung einer Ebene in x i oder eines Punktes in u f 


«11 

«12 

«13 

«14 

«1 

«41 

«42 

«43 

«44 

«4 

*1 

de » 

*3 

*4 

0 


= 0 . 


In dem besonderen Falle, wo die vier Fundamentalpunkte Ecken 
des Fundamentalvierflachs werden, gebt die obige Gleichung über in 


= 0. 


oder entwickelt 




K 

0 

0 

0 

«1 

0 

h 2 

0 

0 

«2 

0 

0 

h 

0 

»3 

0 

0 

0 

K 

u 4 

«1 

*2 

*3 

x A 

0 

u t x t 

^ K 

+ 

«a®» 

h . 

+ 


« 4 *4 

K 


Dies ist die übliche Gleichung des Punktes oder der Ebene. 
Berlin, Januar 1901. 
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Der Charakter der Betriebskurven eines Gleichstrommotors 

mit Nebenschlußerregung. 

Von Fritz Emdk in Berlin. 

Die Gleichstrommaschine mit Nebenschlußerregung 1 2 ) ist die ver- 
breitetste elektrische Maschine. Die mittleren und kleinen Modelle werden 
meist als Motoren, die großen meist als Generatoren benutzt. Ein 
Nebenschlußmotor findet sich wahrscheinlich auch in jedem physikali- 
schen Laboratorium, das Anschluß an das Leitungsnetz einer Gleich- 
stromzentrale hat. Daher ist die Kenntnis seiner Eigenschaften, soweit 
diese von selbst in die Augen springen, auch ziemlich verbreitet. Die 
einfachen quantitativen Beziehungen, die hier erörtert werden sollen, 
und die eine gute Annäherung an die wirklichen Verhältnisse sind, 
scheinen jedoch, wenigstens nach der physikalischen Literatur zu 
urteilen, nicht so allgemein bekannt zu sein. Diese Beziehungen bieten 
kein besonderes mathematisches Literesse. Ihr Wert Legt allein in 
ihrer Anwendung. Für diese ist es aber wichtig, daß man den gesamten 
Verlauf jeder auftretenden Funktion vollständig überblickt und auch 
ihre ausgezeichneten Werte leicht erkennt. Deshalb sollen hier alle 
vorkommenden Funktionen, auch ganz einfache, durch kartesische Koor- 
dinaten bildUch dargestellt werden. Da man ferner in Wirklichkeit 
nicht alle möglichen, sondern nur zweckmäßige Größenverhältnisse wählt, 
diese aber zwischen ziemlich enge Grenzen eingeschlossen sind, so soll 
die ganze Betrachtung an einem durchgehenden Zahlenbeispiel veran- 
schaulicht werden, damit man leichter erkennt, was wichtig ist und was 
nebensächlich. Dies bietet auch einen Vergleich, weim der Leser die 
hier vorgetragenen Entwicklungen auf Motoren anwenden will, au denen 
er selbst Messungen anstellen kann, oder für die ihm Zahlenunterlagen 
zur Verfügung stehen. Auf technische Einzelheiten, die nur den 
Fachmann interessieren können, soll hier jedoch nicht eingegangen 
werden. *) 

1) Über die hier als bekannt vorausgesetzten Grundbegriffe kann inan sich 
leicht und schnell orientieren durch das kleine Buch: Elektrische Ströme von Emil 
Cohn (Leipzig 1897). 

2) Näheres findet man z. B. in folgenden Spezialwerken: 1) Elektrische 
Gleichstrommaschinen von J. Fischer-Hinnen, 4. Aufl., (Zürich 1899). 2) Die 
Gleicbstrommaschine von E. Arnold (Berlin 1902, bis jetzt ist nur der erste Band: 
Die Theorie der Gleichstrommaschine, erschienen). 
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Gleichstromanlagen, an die Nebenschlußmotoren angeschlossen sind, 
werden immer so betrieben, daß die Netzspannung konstant oder 
wenigstens fast konstant bleibt, vorausgesetzt, daß bei der Stroment- 
nahme die als normal vorgesehene und vorgeschriebene obere Grenze 
nicht allzuweit überschritten wird. Diese konstante Netzspannung be- 
zeichnen wir mit K. Ihr gleich, aber entgegengerichtet ist die Klemmen- 
spannung des Nebenschlußmotors zu denken. 


1. Stillstand. — Wir gehen von dem Ruhezustand des Motors aus. 
Der Widerstand der Schenkelwicklung (Abb. 1) sei w„ der der Schenkel- 
wicklung vorgeschaltete Regulier- 
widerstand r. r ist eine Größe, die 
man für einen gegebenen Motor 
ändern kann, die sich aber nicht 
von selbst ändert. Wir nehmen 
deshalb hier r als konstant an. Da 
also der Widerstand des Neben- 
schlußkreises W = ic s + r konstant 
ist, so ist auch der Erregerstrom 

K 





W 


konstant. Diesem Strome i fällt die 
Aufgabe zu, in dem Motor eine be- 
stimmte Anzahl magnetischer In- 
duktionslinien aufrecht zu erhalten. 

Der Widerstand des Anker- 
kreises, der sich aus dem Wider- 
stande der Ankerwicklung, dem 
Widerstande der Bürsten und dem 
Übergangs widerstände von den 
Bürsten zum Kommutator zusammensetzt, sei w. In dem ruhenden 
Anker — er sei etw'a festgebremst, sodaß er sich nicht drehen kann — 
wird daher ein Strom x 


1 = 


w 


fließen. Der Gesamtstrom bei Stillstand des Motors ist also 

J = 1 + i. 

Wenn w r ir iv = aW setzen, so ist 


und 


K W T 

I = \j, r — I Ci 

w W 


</ = (!+«)/. 
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(Kirchhoffsche Regeln). Die Leistung, die das Netz an den stillstehen- 
den Motor abgibt, ist 

l^Htillstand ~ KJ. 

Diese Leistung wird in Wärme umgesetzt. Es sei schon hier bemerkt, 
daß man den Motor nicht im Ruhezustand ohne weiteres an das Netz 
anschließen darf, weil er diese große Wärmeentwicklung nicht ohne 
Schaden ertragen würde. Es ergibt sich hier die bekannte Notwendigkeit 
der Anlaßwiderstande. Zum Schutz des Motors gegen übermäßige 
Ströme werden ihm außerdem Schmelzsicherungen vorgeschaltet. 

Es sei z. B. K = 110 Volt, W = 44,0 Ohm und w = 0,285 Ohm. 
Dann ergibt sich i — 2,50 Amp, / = 386 Amp, J — 389 Amp, 

u = 0,00648 - ~ , K.tm.und = 42 800 Watt. 

2. Leerlauf. — Nun ist ja der Zweck eines elektrischen Motors 
nicht: elektrische Energie in Wärme umzusetzen, sondern: elektrische 
in mechanische Leistung umzuwandeln. Wo aber Strom ist, da ist auch 
Stromwärme. 

Der Strom I erzeugt die Stromwärme wP. Dabei gibt das Netz 
für den Anker die Leistung Kl her. Die Differenz 

KI— wP 

ist aber nach der Definition von I gleich Null. Bei dem Strome #7 
(wobei 0 < ^ < 1) wird die Differenz 

= #( 1 — ty)Kl. 

Damit diese Differenz ein großer Teil von tyKl wird, muß klein 
werden. 

Damit also überhaupt elektrische Leistung zur Umwandlung in 
mechanische verfügbar wird, ist es nötig, daß der Strom stark verringert 
wird. Diese Stromverringerung besorgt der Motor selbst, wenn wir 
ihn sich selbst überlassen (die Bremse lösen). Auf den stromdurch- 
flossenen Anker wirken im magnetischen Felde mechanische Kräfte und 
erteilen ihm ein Drehmoment. Der Motor läuft an mit wachsender 
Geschwindigkeit. Dabei entsteht in der Ankerwicklung eine EMK 1 ) 
— E , die der Netzspannung entgegengerichtet ist, und die mit der Ge- 
schwindigkeit wächst. Für die Strombildung im Anker kommt jetzt 
nicht mehr die gesamte Netzspannung K f sondern nur noch die Span- 


1) Allgemein übliche Abkürzung für elektromotorische Kraft. 
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nung (K — E ) in Betracht. Wenn der Motor läuft, so ist also der 
Ankerstrom 

a w f 

so daß S a < I ist. Wir setzen 

S a + i = S. 

Wenn es einen vollkommenen Leerlauf gäbe, d. h. wenn der Motor bei 
fehlender äußerer Belastung überhaupt kein Drehmoment auszuüben 
hätte, so würde der Anker so lange beschleunigt werden, als Strom 
durch ihn fließt. Er würde also erst eine feste Geschwindigkeit er- 
reichen, wenn E — K geworden wäre. Reibung und magnetische Ver- 
luste machen aber auch bei Leerlauf ein (wenn auch kleines) Drehmoment 
erforderlich. Der Gesamtstrom bei Leerlauf sei j. Durch den Anker 
fließt der Strom ( j — i). Wir setzen 

j = 6 J und J = xj. 

Bei Leerlauf gibt das Netz an den Motor die Leistung 

Eleerlauf = Al j = 6 • V rtHllt*nd 

ab. 

In unserem Zahlonbeispiele sei j = 4,82 Amp. Dann ist 

ö = 0,0124, 
x = 80,8 

Fieerinuf — 530 Watt. Davon kommen auf die Schenkelwicklung 
Ki = 275 Watt, auf den Anker K(j — i ) = 255 Watt. In der Anker- 
wicklung werden aber nur iv(j — i ) 2 = 1,54 Watt in Wärme verwandelt. 
Der Spannungsverlust im Anker bei Leerlauf beträgt w (j —*) — 0,662 V olt 
und die EMK ist daher .Eieeriauf = 109,338 Volt, da K = 110 Volt war. 

3. Verbrauch und Leistung. — Weim wir jetzt den Motor belasten, 
jedoch nicht so stark, daß er stehen bleibt, so wird er dem Netz einen 
Strom S entnehmen, so daß 

j<S< J 

ist, und die elektrische Leistung 
(1) V = KS. 

Diese Leistung soll (nach einem unveröffentlichten Vorschläge von 
Herrn Prof. Görges) kurz der Verbrauch genannt werden. Die ein- 
fache Beziehung zwischen Strom und Verbrauch stellt Abb. 2 dar. 
Den Verbrauch setzt der Motor zuin größeren Teile in mechanische 
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Leistung, zum geringeren Teil in Wärme um. Der erste Teil ist die 
Nutzleistung, der zweite der Verlust. (Statt Nutzleistung wollen wir 
auch kurz Leistung sagen.) Da es sich um eine Drehung handelt, so 
können wir die mechanische Leistung stets als das innere Produkt der 
beiden Vektoren (Rotoren): Drehmoment und Winkelgeschwindigkeit 
ansehen. Hier sind die beiden Vektoren wegen der Zwangläufigkeit 
der Ankerachse bei symmetrischer Lage des Ankers im magnetischen 
Felde immer gleich oder ent- 
gegen gerichtet. Sind sie gleich 
gerichtet, so wirkt die Maschine 
als Motor . dagegen als Generator , 
wenn die beiden Vektoren ent- 
gegengesetzte Richtung haben. 

Die Geschwindigkeit hängt 
hauptsächlich von der Span- 
nung .ST 1 2 ), das Drehmoment 
hauptsächlich vom Strome S*) 
ab. Wenn wir eine dem Yer- Pig. 2 

brauch Y gleichwertige mecha- 
nische Leistung mit der tatsächlichen Nutzleistung vergleichen, so 
finden wir, daß wir sowohl an Geschwindigkeit, wie an Zugkraft ver- 
lieren. Dem Geschwindigkeitsverlust entspricht ein Spannungsverlust, 
dem Zugkraft Verlust ein Stromverlust. 

Da durch den Anker der Strom (S — i) fließt, so verlieren wir von 
K die Spannung 

Vir behalten also als nützliche Spannung übrig 

E = K — vc { S — t) , 

E = vc (J — S). 

Um den veränderlichen Strom S mit dem Ruhestrom J zu vergleichen, 
setzen wir S = tpJ, sodaß (f als Veränderliche an Stelle von S tritt. 
Für den Motor ist 

Hiermit bekommen wir 
E — tcJ 1 — tf, . 

1) Cohn, a. a. O. Seite 1ZZ. 

2) Cohn, a. a 0. Seite LO. 
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In elektromagnetischer Hinsicht gilt für E die Beziehung 

E = 2 • Ep • u • r- , 

in der F die Zahl der Kraftlinien (Induktionslinien) bedeutet, die aus 
einem Pol in den Anker eindringen, 2p die Polzahl, Fp also die 
Gesamtzahl der Kraftlinien im Anker, 60 u die Zahl der Umdrehungen 
in einer Minute (u also die Umlaufsgeschwindigkeit), Z die Gesamtzahl 
der wirksamen Leiter am Ankerumfang und 2a die Zahl der parallel 
geschalteten Ankerstromzweige oder der Stromwege durch den Anker, 
Z . 

sodaß also — die Zahl der hinter einander geschalteten Leiter ist. Für 
einen gegebenen Motor können wir daher kurz 

E = c • F • u 


schreiben, wobei c eine Konstante bedeutet. 

Wir nehmen jetzt an, daß der nutzlose Strom oder der Stromverlust 
unabhängig von der Belastung des Motors sei, d. h. daß er stets gleich 
dem Leerlaufstrome j sei. Die Berechtigung dieser Annahme soll 
spüter erörtert werden. Darnach ist der Nutzstrom im Anker 

S — j — J (<p — o). 

Folglich ist die Nutzleistung 

(2) L = E(S — j), 

L = wJ 2 (1 — <p) (<p — <f), 

oder es ist 

(2a) A = -^- a = — qp 2 + (1 + tf) (p - <*. 

Nun ist, wie man sich leicht überzeugt, 

wJ~ = (1 + «)Fst, 

also 

(2b) yr — (1 + «) [- <p* + (1 4- <s)<p - <4 

8t 

Die ausgezeichneten Punkte dieser Beziehung sind: 


o 

II 

8* 

6 \ 

1 + c 
2 

1 

. 1 + 0 

A - - o 

0 

1 

MT 

0 

— 0 
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oder gleichbedeutend damit (vgl. Abbildung 3), da S = (p J und 
JL — X w J s ist, 


S- 0 

• J+j 

3 i 2 

j 

J+i 

L = — iv jJ 

° KV)’ 

0 

— tvjj 


Die physikalische Bedeutung dieser Werte ist: Um den Strom auf 
Null zu bringen, müssen wir dem Motor eine mechanische Leistung 



= tv jJ zuführen. Für S =j ist die Nutzleistung gleich Null, weil die 
nützliche Zugkraft Null ist, und für S = J, weil die Geschwindigkeit 
Null ist. Die Nutzleistung wird ein Maximum, wenn der Strom das 
arithmetische Mittel zwischen Leerlaufstrom und Ruhestrom ist. Die 
höchste Nutzleistung ist 

L mmx mm W ~ ) * 

Die Nutzleistung wird durch eine Parabel dargestellt (Abb. 3). Der 

Archiv der Mathematik und Physik. UI. Reihe. V. 9 
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negative Teil für S<j entspricht einem Betriebe, bei dem die Maschine 
als zum Netz parallel geschalteter Generator arbeitet (genauer: parallel 
zu den Generatoren der Zentralstation), der negative Teil für 5>J 
einem Betriebe, bei dem die Maschine als mit dem Netz hinter einander 
geschalteter Generator arbeitet. Als Motor arbeitet die Maschine nur, 
so lange j < S < J ist. 

Für unser Zahlenbeispiel sind die entsprechenden Werte: 


S= 0 

4,82 

197 

389 

394 Amp 

-534 

0 

10500 

!' 0 

- 534 Watt 

- 0,726 

0 

14,3 

0 

- 0,726 PS 


(Die mechanische Leistung wird gewöhnlich nicht in Watt, sondern in 
Pferdestärken angegeben. 1 ) 

4. Wirkungsgrad. — Der Verbrauch war 

(1) V = KS 


und der Verbrauch bei Stillstand 

F. t = KJ , 


folglich ist 

(la) y~=<P- 

r st 


Der Wirkungsgrad rj wird definiert durch die Gleichung 

L = 7jV. 

Deshalb ist nach (la) und (2b) 

V = (! + «)[— <P + (1 + 0 - |]‘ 

Die Größe a ist offenbar klein gegen Eins. Unter normalen Ver- 
hältnissen ist sie, wie unser Beispiel zeigt, etwa von der Größen- 
ordnung j pCt. Man wird sie deshalb oft vernachlässigen können. 
Jedenfalls ist « eine Korrektion, die man immer noch leicht hinterher 


1) 1 Watt 

1 PS 


(10 -14 kg) • (107 m)* 
(10° sek) 8 






m ! kg 
sek* 1 

736 Watt. 


Digitized by Google 


Der Charakter der Betriebskurven eines Gleichstrommotors etc. 131 


anbringen kann. Um uns von diesem unwesentlichen Faktor zu befreien, 
setzen wir 

( 3 ) + + 

Dann werden wir auch # angenähert als Wirkungsgrad ansehen können. 
Die Beziehung zwischen cp und fr oder zwischen ipJ=S und 
wird durch eine Hyperbel dargestellt (Abb. 4). Die Haupt- 



achse der Hyperbel schließt mit der Richtung der cp den Winkel 112,5° 
oder | Rechte ein. Die Koordinaten des Mittelpunktes sind cp = 0 und 
& — 1 -f ff. Setzen wir deshalb 

- 2cp = xV2 - ]/2 + gV2 +y2, 

2[& - (i + *)] = xVY+yl - y/2-\l 


and führen diese Werte in Gleichung (3) ein, so erhalten wir 

x* y * 


2o(y2 -f l) 2 4/2 — i) 


= 1 . 


9 ' 
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Die große Halbachse ist demnach 

a = V2ff(j/2 -f D, 

die kleine Halbachse 

b = V2 - lj, 

oder 

a - 2,20 l/cr, 6 = 0,910/ff, £ = 1 + ]/2 = 2,414. 


5. Maximaler Wirkungsgrad. — Aus 


folgt 

d& i . o 

r/qp cp 1 

(4) 

(p -j- Ya 

oder 

• 

oder 

ff : cp — <p : 1 

(4a) 

j : S =* S : J, 


d. h. der Wirkungsgrad wird am größten, wenn der Strom das geo- 
metrische Mittel zwischen dem Leerlaufstrome und dem Ruhestrome ist. 
Das negative Vorzeichen kommt nur in Betracht, wenn die Maschine 
als Generator in Parallelschaltung auf das Netz arbeitet. An jener 
Stelle ist der Generatorwirkungsgrad ein Maximum. Hier kommt es 
uns hauptsächlich darauf an, wie sich die Maschine als Motor verhält. 
Wir brauchen daher das negative Vorzeichen nicht weiter zu beachten. 
Der maximale Wirkungsgrad ist 

(5) - (1 - yiy, 

oder es ist 

(5 a) y<5 + y#mu* = 1 

oder 

(“Umax — ff)* — 2 ('O'inax + ff) + 1 = 0. 

Nach Gleichung (2 a) ist die Nutzleistung beim höchsten Wirkungsgrade 

L, /==max = ivJ 2 Y<s (l — }/ff ) 2 

oder 

(ß) L n= max - wyjj (yi - Y~j )*, 

der Verbrauch 

V r; =2 max = 
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Wenn wir in Gleichung (5 a) 


, 1 


a x + y i 1 

v inax — _ T V 


V2 


setzen, so erhalten wir 


V‘ 


xY'2. 


Die Beziehung zwischen <r und O^ax wird also durch eine Pa/rdbel mit 
dem Parameter \ ]/2 dargestellt 
(Abb. 5). Ihre Achse ist um 
45° gegen die Richtung der ö 
geneigt. Ihr Scheitel hat die 
Koordinaten a = ~ und d- in *x — j. 

Im Abstand Eins vom Anfang 
berührt die Parabel die Achsen. 

Uns interessiert hier nur das 
Stuck der Parabel zwischen den 
beiden Berührungspunkten. 

Nun ist 6 ein kleiner 
Bruch. Für die numerische 
Rechnung ist es daher an- 
schaulicher , den reziproken 
Wert x einzuführen. Die Be- 
ziehung zwischen und x wird durch eine Kurve höherer Ordnung 

dargestellt (Abb. 6). Von dieser interessiert uns auch nur der auf- 




steigende Ast, d. h. Werte von x > 1 und < 1. Für den prak- 
tischen Gebrauch ist ein Teil dieses Astes in Abb. 7 wiedergegeben, er 
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entspricht Wirkungsgraden zwischen 60 und 100 pCt. Für die höher 
gelegene Kurve gilt der zehnfache Abscissenmaßstab der darunter liegen- 
den. Die höher gelegene 
Kurve ist also nur als 
Verlängerung der dar- 
unter liegenden anzu- 
sehen. Bei Wirkungs- 
graden zwischen 60 und 
84 pCt wird man sich 
demnach der untersten 
Kurve bedienen , bei 
Wirkungsgraden zwi- 
schen 84 und 95 pCt 
der mittleren, bei noch 
höheren der obersten. 
Statt der Kurven Abb.7 
kann man auch die 

folgende Tabelle benutzen. Diese enthält außerdem die zugehörigen 
Werte von 3 _ q. 

A ( r/ — max) — i'mai * V O 

und von 



Fig. 7. 


(ri = max) 

f* = — T 

*max 


}/ä(l — y<r) 2 4 \/a 

" "(i +V5) ,; 


fi muß etwa den 4 fachen Wert von ^(,= m ax) haben, da genau 


P ~ 0 )* ' ^(<? = iDax) 

ist. Diese Zahlen dienen zur Beurteilung der Verhältnisse, unter denen 
das Maximum des Wirkungsgrades eintritt. 


100* 

max 

X 

iooi (9=BmaX ) 

100 [ t 

100* 

max 

X 

ioo *(, =max ) 

100 fi 

pCt 


pCt 

pCt 

pCt 


pCt 

pCt 

60 

19,7 

13,52 

60,1 

80 

89,8 

8,46 

34,5 

62 

22,1 

13,17 

57,7 

82 

112,0 

7,75 

31,5 

64 

25,o 

12,80 

55,6 

84 

143,5 

7,01 

28,4 

66 

28,4 

12,87 

53,i 

86 

189,7 

6,24 

25,3 

68 

32,5 

11,92 

50,9 

88 

261 

5,44 

21,95 

70 

37,5 

11,42 

48,4 

90 

380 

4,62 

18,55 

72 

43,5 

10,90 

45,7 

92 

602 

3,76 

15,10 

74 

51,2 

10,34 

43,o 

94 

1075 

2,87 

11,50 

76 

60,9 

9,76 

40,8 

96 

2 460 

1,940 

7,76 

78 

73,3 

9,12 

37,4 

98 

9 900 

0,985 

3,94 
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Man ersieht hieraus z. B., daß bei 81 pCt maximalem Wirkungsgrad 
der Ruhestrom lOOmal so groß ist, wie der Leerlauf ström , daß bei 
75 pCt maximalem Wirkungsgrad die zugehörige Leistung von dem 
Verbrauch bei Stillstand beträgt, und daß ein maximaler Wirkungsgrad 
von 68 pCt bei halber Maximalleistung e intritt. 

Nach Gleichung (2 a) ist 

dy =*-2<P + ( 1 + <*)• 

Die Gleichung einer Tangente, die man an die durch Gleichung (2 a) 
daxgestellte Parabel (Abb. 3) legen kann, ist daher 

x = * + ^ (S ~ f), 

Fragen wir nun nach dem Berührungspunkt der Tangente , die durch 

den Ursprung (x = 0, y — 0) geht, so finden wir <p = ]/<J, d. h. den 
Belastungszustand , bei dem der Wirkungsgrad ein Maximum wird. 
Dies ist keine besondere Eigenschaft unserer Stromkurve. Haben wir 
eine beliebige Kurve, die den Strom eines Motors bei konstanter 
.Klemmenspannung als Funktion der Leistung darstellt, und ziehen wir 
vom Koordinatenanfang Strahlen nach den Kurvenpunkten, so ist die 
Kotangente des Neigungswinkels dieser Strahlen dem Wirkungsgrad 
proportional. Nun wird dieser Neigungswinkel ein Minimum, wenn 
der Strahl die Stromkurve berührt, also der Wirkungsgrad ein Maximum. 
(Bei den asynchronen Wechselstrommotoren erhält man z. B. auf dieselbe 
Weise die Leistung und den Strom, für die das Produkt aus Wirkungs- 
grad und Leistungsfaktor ein Maximum wird.) 

Zusammengehörige Werte von cp und -9- enthält die folgende Tabelle: 


cp = 0 

6 

v* 

1 -f ff 
2 

1 

1 + 

9- = -± oo 

0 

(i - v*y 

1 (1-0)* 

0 

0 

2 1 -f o 

i 4-0 


Für unser Zahlenbeispiel bekommen wir folgende Werte: 


<p = 

0 

0,0124 

0,1114 

0,5062 

1 

1,0124 


± oo 

0 

0,790 

0,481 

0 

-0,0122 

V = 

± oo 

0 

0,796 

0,485 

0 

- 0,0123 
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Die Leistung bei dem höchsten Wirkungsgrad von 79,6 pCt beträgt 
3 790 Watt oder 5,15 PS, der Strom 43,3 Amp und der Verbrauch 
daher 4 760 Watt. Bei der maximalen Leistung von 14,3 PS beträgt 
der Wirkungsgrad nur 48* pCt. Für 6 — 0 wäre der Wirkungsgrad 
bei der höchsten Leistung immer genau 50 pCt und die höchste Leistung 
selbst 25 pCt des Verbrauches bei Stillstand. Der höchste Wirkungs- 
grad würde bei Leerlauf sein theoretisches Maximum: 100 pCt erreichen. 



(i. Ijcistungsfunktionen. — Obgleich sich bei der Messung (Bremsung) 
das Drehmoment als natürliche imabhängige Variable darbietet und die 
Geschwindigkeit schon als Funktion des Drehmomentes auftritt, so pflegt 
man in Wirklichkeit doch alle Größen als Funktionen der Leistung 
darzustellen. Der Grund ist, daß das Drehmoment durch Riemen- oder 
Zahnräderübersetzung geändert werden kann, während die Leistung 
(abgesehen von den Verlusten, die ja immer möglichst klein sein sollen) 
bei allen Energieumformungen konstant bleibt. Der Techniker hält 
sich daher an die Leistung. 

Der Zusammenhang zwischen Leistung und Strom ist schon durch 


v 
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die Gleichung (2) angegeben. Es bleibt noch zu untersuchen, wie der 
Wirkungsgrad von der Leistung abhängt. Hierzu eliminieren wir (p 
aus den Gleichungen (2a) und (3). Wenn wir aus (2 a) den Wert 

(p — jr in (3) einsetzen, so bekommen wir die Kurve dritter Ordnung 
(7) # 2 A + - (1 + 6)&X + A 2 = 0, 

die in Abb. 8 wiedergegeben ist. Da kein konstantes Glied vorkommt, 
geht die Kurve durch den Anfangspunkt, und da auch lineare Glieder 
fehlen, so hat die Kurve im Koordinatenanfang einen Doppelpunkt. 



Die Gleichung des Tangentenpaares für den Doppelpunkt (Abb. 9) er- 
halten wir, indem wir den Ausdruck zweiten Grades aus Gleichung (7) 
gleich Null setzen 1 ): 

0& 2 - (1 + <r)&X + A 2 = 0 

oder 

(<J# - A) («■ - A) = 0. 


Und wenn wir für & aus (3) und für A aus (2) die Werte einsetzen, 
so bekommen wir als Gleichungen für die beiden Tangenten 


und 


V, - v 


L 


statt 


lcerlauf 




X 

a 


% 


Stillstand 


statt # n = A. 


Von der Horizontalen r t = 1 schneidet also die eino Tangente den Ver- 
brauch bei Leerlauf , die andre den Verbrauch bei Stillstand ab. (Ver- 


1) Siehe z. B. Höhere ebene Kurven von Salraon (deutsch von Fiedler), 

Seite 32 der 2. Auflage (Leipzig 1882). 
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gleiche auch die Horizontalen rj = er und rj = x = —V Das ist nicht 
eine besondere Eigenschaft unserer Kurve, sondern eine allgemeine 
Eigenschaft aller Kurven, die den Wirkungsgrad eines Motors als 
Funktion seiner Leistung darstellen. Wenn wir nämlich durch den 
Ursprung und einen beliebigen Punkt der Kurve für den Wirkungs- 
grad eine Gerade ziehen bis zum Schnitt mit der Horizontalen rj — 1 

(Abb. 10), so ergibt sich zwi- 
schen den Koordinaten dieser 
beiden letzten Punkte die Pro- 
portion: 

L : x = rj : 1 , 

L „ 
x — - = V. 
n 

Also stellt die Abscisse des 
Schnittpunktes oder der Ab- 
schnitt auf der Horizontalen 
r) = 1 immer den zugdutr'ujen 
Verbrauch dar. Dies muß auch 
noch dann gelten, wenn der Kurvenpunkt dem Koordinatenanfang un- 
endlich nahe rückt. So ergibt sich allgemein, daß die beiden Tangenten 
im Anfang von der Horizontalen i? = 1 den Verbrauch bei Leerlauf 
und bei Stillstand abschneiden. Diese Tatsache läßt sich zu einer 
bequemen Kontrolle oder zur Zeichnung der Anfangsstücke von der 
Wirkungsgradkurve benutzen. 

Schreibt man die Gleichung (7) in expliziter Form, so erhält man 
entweder 

(7a) X = — (\ + 6 — ± y (1 + <5 — &) 2 — 4tf) 

oder 

(7 b) 





1 -f <r±V'(l-(j)*-4i 
ff- f * 


Man erhält imaginäre Werte, wenn 

(i - yäf <«•<(! + v«y 


oder wenn 


>m' 


ist. & > 1 ist nur möglich, wenn die Maschine nicht mehr als Motor, 
sondern als Generator arbeitet. Der reziproke Wert von 0- ist dann 
der Wirkungsgrad des Generators. So bedeutet # = oo, daß die Maschine 
als Generator leer läuft. Das Minimum von # gibt den höchsten 
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Wirkungsgrad des Generators an. Bei 0 < cp < 6 oder bei — o < A < 0 
arbeitet die Maschine weder als Motor noch als Generator. Denn einer- 
seits wird ihr sowohl elektrische wie mechanische Leistung zugeführt, 
andererseits gibt sie weder elektrische noch mechanische Leistung 

ab. Für alle positiven und negativen A < & zweiwertig, da 

man dieselbe Leistung mit geringem Drehmoment bei hoher Geschwindig- 
keit oder mit großem Drehmoment bei niedriger Geschwindigkeit er- 
halten kann. Meist ist nur die erste Art zu verwirklichen. 

Bei einem Betriebe, bei dem die Belastung L des Motors ruhig, 
d. h. konstant ist, wird es vorteilhaft sein, den Motor so zu wählen, 
daß diese Belastung dem maximalen Wirkungsgrad des Motors ent- 
spricht, also nach (6) und (5), da 

w (yj — V7) 8 = Kg max 
ist, 

^ * L \2 


folglich 


3 J = (1 - V»f, 

J = 0 ~VlTh)’ 


r 

J n X 


V i+« 


Auch wenn die Belastung in engen Grenzen schwankt, wird es vorteil- 
haft sein, den Motor so zu wählen, daß seine mittlere Belastung das 
Maximum des Wirkungsgrades herbeiführt. Depn in der Nähe des 
Maximums bleibt der Wirkungsgrad annähernd auf gleicher Höhe. 
Regelmäßige, aber große Belastungsschwankungen würden eine besondere 
Untersuchung nötig machen. Wenn z. B. ein Betrieb vorliegt, bei dem 
die Belastung gleichförmig zwischen einer unteren und oberen Grenze 
schwankt, und wo sich diese Grenzen wie 1 : n verhalten, so wird man 
den Ausdruck * 




dk , 


wo A die obere Grenze der Belastung ist, möglichst groß machen 
(allgemein: den Ausdruck r 

^Jri-dt, 


wenn t die Zeit und T die Periode der Belastung bedeutet). 
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In Wirklichkeit treten noch andere Rücksichten hinzu, namentlich 
auf die Erwärmung bei Dauerbelastung und auf das Feuer an den 
Bürsten. Um einen möglichst billigen Motor zu bekommen, setzt man, 
besonders wo es auf den Wirkungsgrad nicht so sehr ankommt (Wasser- 
kräfte), die normale Leistung so hoch wie möglich an. Die Leistung 
eines Gleichstrommotors sollte nicht durch die Funkenbildung am 
Kommutator, sondern durch die Erwärmung der Wicklungen bei 
Dauerbelastung begrenzt sein. Mit anderen Worten: die Funkengrenze 
sollte höher liegen als die Erwärmungsgrenze. Dann kann der Motor vor- 
übergehend Überlastungen ohne Schaden ertragen, da die Temperatur nur 
allmählich steigt, während sich bei einem gewissen Strome an den Bürsten 

sofort Funken bilden. Die Zahlen ■— (siehe che Tabelle auf Seite 134) sind 

jedoch nicht als Maß für eine mechanische Überlastbarkeit, wie sie bei den 
Wechselstrommotoren auftritt, anzusehen. Denn die mechanische Über- 
lastbarkeit ist das Verhältnis des maximalen Drehmomentes zu dem 
bei normaler Leistung. Sie gibt das Drehmoment an, das der Motor 
gerade noch überwältigen kann, ohne plötzlich stehen zu bleiben, aus- 
gedrückt durch das normale Drehmoment. Bei einem Gleichstrommotor 
gibt es aber, soweit praktisch zu verwirklichende Betriebszustände in 
Betracht kommen, kein Maximum für das Drehmoment. Dieses wächst 
fortwährend mit dem Strome. Streng genommen muß aber einmal bei 
einer außerordentlich hohen Belastung ein Maximum des Drehmomentes 
auftreten wegen der Rückwirkung des Ankerstromes auf das magne- 
tische Feld, da das Drehmoment dem Produkt aus dem Strom und 
der Zahl der Kraftlinien, die den Anker durchsetzen, proportional ist. 
Dieses Maximum liegt jedoch außerhalb praktischer Möglichkeiten. 
Bei einem Gleichstrommotor kann daher nur von einer thennischen 
Überlastbarkeit die Rede sein. 


7. Der nutzlose Ankerstrom. — Der Gesamtverlust ist die Diffe- 
renz zwischen Verbrauch und Leistimg: V — L. Wenn wir von dem 
Verbrauch V = K • S die Strom wärme im Nebenschluß K ■ i abziehen, 
so erhalten wir die dem Anker zugeführte Leistung K{S — %). Ziehen 
wir hiervon noch die Stromwärme im Anker w(S — if ab, so erhalten 
wir die Summe aus der Leistung L imd den mechanischen imd magne- 
tischen Verlusten A: 

K{fi - i) - w(S - i) s = L+ A, 

und wenn wir noch durch E — K — w(S — i ) dividieren, so bekommen 
wir den nutzlosen Ankerstrom: 






L 

K — w (S — f) 
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oder den nutzlosen Gesamtstrom: 



Für den besonderen Fall L = 0 (Leerlauf) wird E = j. Wir sind 
davon ausgegangen, daß dies auch für jedes L gelte. Es fragt sich, 
mit welchem Recht. 

Der nächstiiegende Weg, um hierüber ein Urteil zu gewinnen, 
wäre natürlich, die entsprechenden Verluste physikalisch zu untersuchen 
and dann zu sehen, welchen Gesetzen sie folgen. Diesen Weg wird 
anbedingt jeder einschlagen müssen, der Formen und Abmessungen 
von Dynamomaschinen zweckmäßig bestimmen will. Da wir hier aber 
nicht diesen Zweck im Auge haben, so brauchen wir auch nicht dieses 
Verfahren, das uns viel zu weit führen würde, anzuwenden. Einige 
einfache Versuche, die man leicht an der fertigen Maschine anstellen 
kann, werden uns hinreichenden Anhalt für ein Urteil geben. 

Der nutzlose Ankerstrom deckt dadurch die mechanischen und 
magnetischen Verluste, daß er im magnetischen Felde ein Drehmoment 
entwickelt. Zwischen dem nutzbaren Drehmoment und dem Dreh- 
moment, das zur Überwindung der Re ibungs widerstände erforderlich 
ist, ist ja auch physikalisch gar kein Unterschied. Nun erzeugt ein 
Strom S a , der durch die Ankerwicklung fließt, das Drehmoment 



2 a ’ 


wo alle Buchstaben dieselbe Bedeutung haben, wie früher (Seite 128). (Die 
Richtigkeit dieses Ausdrucks wird dadurch bestätigt, daß die Leistung 

ZS a 

3t • 2aru = ES a ist.) wird zuweilen als das Stromvolumen (Zahl 


der Amperdrähte) auf dem Anker bezeichnet. 1 ) Für einen gegebenen 
Motor können wir daher schreiben 


wenn, wie früher, 


«-SS**-, 


E = cF u 


gesetzt wird. Also wird auch der nutzlose Ankerstrom dem wider- 


1) Aus dieser Formel ersieht man noch, daß man die Größe einer Maschine 
nicht nach ihrer normalen Leistung, sondern nur nach dem normalen Drehmoment 
schätzen kann. Denn um eine bestimmte Zahl von Kraftlinien, wie um ein ge- 
gebenes Stromvolumen unterzubringen, ist eine gewisse Größe der Maschine er- 
forderlich. Die Leistung ist dagegen noch der Geschwindigkeit, mit der die 
Maschine läuft, proportional. 


142 


Fritz Emde: 


stehenden Drehmoment, das im Motor selbst entsteht, direkt und der 
Zahl der Kraftlinien, die durch den Anker gehen, umgekehrt propor- 
tional sein. 

Bei wachsender Belastung des Motors wird das magnetische Feld 
F durch die Rückwirkung des Ankerstromes geschwächt. Dadurch 
ändert sich auch das widerstehende Drehmoment, oder wie wir kurz 
sagen wollen, das Widerstandsmoment 21, weil gleichzeitig sicherlich 
wenigstens die magnetischen Verluste abnehmen. Außerdem kann sich 
bei wachsender Belastung die Geschwindigkeit des Motors ändern, was 
auch eine Änderung des Widerstandsmomentes 21 verursacht. 1 ) 

8. Der Ankerstrom bei Leerlauf. — Wie das Widerstandsmoment 
21 von der Geschwindigkeit u und dem magnetischen Felde F abhängt, 




können wir offenbar am leichtesten am leeriaufenden Motor feststellen, 
indem wir einmal nur die Geschwindigkeit, das andere Mal nur das 
magnetische Feld sich ändern lassen. Solche Versuche hat schon 
Hummel*) angestellt. Sie ergeben, daß das Widerstandsmoment 31 
mit großer Annäherung eine lineare Funktion der Geschwindigkeit ist: 

31 = 21 0 + y'u, 

1) Wir setzen hier voraus — was bei den heutigen Motoren wohl ohne 
weiteres zulässig ist — , daß die Bürsten bei Belastungsänderungen nicht ver- 
schoben zu werden brauchen. Bei manchen Betrieben verbietet sich dies von 
selbst (Straßenbahnen, Aufzüge). Der Einfluß einer mäßigen Bürstenverschiebung 
auf unsere Ergebnisse ist auch gering. 

2) Elektrotechnische Zeitschrift, 1891, S. 515. 
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und daß man (31 — 3^) etwa einer positiven Potenz von F proportio- 
nal setzen kann 1 * * ): 

31 - 31 0 + y"F"+». 


Setzen wir y" = yu, so bekommen wir 

( 9 ) 3l = 3l 0 -f yuF" + L 

Durch Division mit ^F ergibt sich der Ankerstrom bei Leerlauf 

( 10 ) ) - i - + yuF-) 


und durch Multiplikation mit der Winkelgeschwindigkeit 2 ttu die ent- 
sprechende Leistung 

(11) A = 2x(2l 0 u + yii*F”+ 1 ). 


Es muß A = E(j — i) und annähernd auch = K(J — i) sein, weil 
der Spannungsverlust, den der kleine Leerlaufstrom erzeugt, zu ver- 
nachlässigen sein wird. 

Setzen wir 


2 * 91 0 

c F 


= i und ~*yF* = B, 


so erhalten wir für konstante Erregung i: 

j — i = A -f JBu 
und 

A = cF(Au -f Pu*) 

(Abb. 11). Bei stärkerer Erregung wird A kleiner, B aber größer 
ausfallen müssen (Abb. 12). 

Setzen wir andererseits 


- c -3t 0 = P und ~yu = Q, 
so bekommen wir für konstante Geschwindigkeit u: 

j-i = Z + QF " 
und 


A = cu(P 4- QF n + 1 ). 

Bei ganz schwachem Feld wird in dem Ausdruck für den Strom das 
zweite Glied gegen das erste verschwinden. Die Kurve muß also 


1) Man bekommt eine Kurve, die sich der empirischen ziemlich gut an- 

schmiegt, wenn man n -f 1 = 3 setzt. Dettmar teilt mit, daß er durchweg 

n -f 1 == 2 gefunden habe. (Elektrotechnische Zeitschrift 1898, S. 254). 
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anfangs wie eine gleichseitige Hyperbel verlaufen, also fallen (Abb. 13). 
Mit wachsendem Feld muß dann aber das zweite Glied ein Über- 
gewicht gewinnen, die Kurve also steigen. Dazwischen liegt natürlich 
ein Minimum. Physikalisch ist der Vorgang so zu denken, daß anfangs 
das ziemlich konstante Widerstandsmoment der Reibung 21 0 vorherrscht, 
mit wachsendem Magnetismus aber auch die magnetischen Verluste 

(Hysteresis und Wirbelströme) 
immer mehr in den Vordergrund 
treten- Für das Minimum von 
( j — i ) wird 

A = cuP(l + i) 

und für F = 0 

A = cuP. 

Der Vergleich beider Werte kann 
also zur Bestimmung von n 
-*» dienen. 

Aus diesen Erfahrungstat- 
sachen schließen wir: Um merk- 
liche prozentuale Änderungen des Leerlaufstromes hervorzurufen, sind 
verhältnismäßig große prozentuale Änderungen der Geschwindigkeit 
oder des magnetischen Feldes erforderlich. 

9. Die zusätzlichen Verluste. — Bei wachsender Belastung muß 
jedenfalls das Feld durch die Rückwirkung des Ankerstromes ab- 
nehmen. (Die Bürsten werden kaum jemals bei allen Belastungen in 
der neutralen Zone stehen bleiben dürfen.) Welche Folge das für den 
nutzlosen Strom hat, läßt sich nicht allgemein sagen. Wenn der 

Motor schwach magnetisiert ist, so wird der nutzlose Strom steigen 
(Abb. 13), wenn er sehr stark magnetisiert ist, etwas fallen. Die Än- 
derung wird unmerklich, wenn wir uns gerade in der Nähe des Mini- 
mums befinden. 

Der nutzlose Strom wächst mit der Geschwindigkeit (Abb. 11). 
Ob aber die Geschwindigkeit mit der Belastung steigt oder fällt, hängt 
von den zufälligen Verhältnissen ab. Denn für die Geschwindigkeit 
haben wir den Ausdruck 

1 E 1 K — w(S — i) 

U " * »f r ' * " «j rj " ' * 

c F c F 

Da Zähler und Nenner zugleich abnehmen — denn mit wachsendem 
S nimmt F wegen der Ankerrückwirkung ab — , kann der Wert des 
Bruches steigen, konstant bleiben oder fallen. Nun ist aber bei den 
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modernen Nebenschlußmaschinen immer der Ankerwiderstand und der 
prozentuale Spannungsabfall im Anker bei normalem Strom klein gegen 
die Klemmenspannung und die Schenkelerregung groß gegen die rück- 
wirkende Erregung des normalen Ankerstromes. Daher werden nur 
geringe Geschwindigkeitsänderungen zu erwarten sein. 

Es ergibt sich also, daß die Feldschwächung und Geschwindigkeits- 
änderung nur kleine Änderungen des nutzlosen Stromes zur Folge 
haben kann. 

Nun bewirkt aber der Ankerstrom bei Belastung des Motors nicht 
nur eine Schwächung, sondern auch eine Verzerrung des magnetischen 
Feldes. Die Anker- Amperwindungen suchen nämlich ein magnetisches 
Feld zu erzeugen, dessen Kraftlinien quer zu den ursprünglichen ver- 
laufen. Die Folge ist, daß sich bei Belastung die magnetische neu- 
trale Zone aus der Symmetrielinie verschiebt. Diese Feld Verzerrung 
können wir bei den Leerlaufversuchen nicht nachahmen. Da wir dann 
eine inhomogene Kraftlinienverteilung haben, so bekommen wir stellen- 
weise eine größere Kraftliniendichte, obgleich die Gesamtzahl der Kraft- 
linien zurückgegangen ist. Die magnetischen Verluste hängen aber 
gerade stark von der Kraftliniendichte ab. Auf diese Weise bewirkt 
die Feldverzerrung bei manchen Motoren nun doch eine merkliche Zu- 
nahme des nutzlosen Ankerstromes. Die Leistungsverluste, die der 
Differenz £ — j zwischen dem nutzlosen Strom £ bei Belastung und 
dem Leerlaufstrome j entsprechen, bezeichnet man als zusätzliche Ver- 
luste. Die Ergebnisse von Versuchen zur Bestimmung dieser zusätz- 
lichen Verluste Bind von Kapp 1 ) und von Dettmar 2 ) veröffentlicht 
worden. 

Dem Leerlaufstrome j entsprechen drei Arten von Verlusten: Die 
Stromwärme im Nebenschluß, die mechanische Reibung und die Ver- 
luste, die mit der Ummagnetisierung verknüpft sind (Hysteresis und 
Wirbelströme). Die zusätzlichen Verluste sind offenbar als eine Ver- 
mehrung der letzten Art anzusehen. Auch diese Überlegung führt 
uns zu dem Schluß, daß wir in Wirklichkeit keine allzu groben Ab- 
weichungen von unseren früheren Entwicklungen für den belasteten 
Motor zu befurchten brauchen. 

Berlin, Januar 1903. 

1) Elektrotechnische Zeitschrift 1891, S. 554. 

2) Elektrotechnische Zeitschrift 1898, S. 252. 
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Über eine fundamentale kubische Gleichung der Theoria 

motus corp. coel. von Gauß. 

Von S. Gundelfinger in Darmstadt. 

1. In der Scheringseben Ausgabe der „Theoria motus corporum 
coelestium“ vom Jahre 1871 finden sich auf Seite 286 zu Art. 92 auf 
Grund einer handschriftlichen Aufzeichnung von Gauß ohne Beweis 
die ausführlichen Kriterien für die Anzahl positiver oder negativer 
Wurzeln der Gleichung 

x? -(- x* — Hx -f ~ = 0, 

welche Gleichung für die elliptische und hyperbolische Bewegung 
fundamental ist. 

Bei näherem Eingehen auf die Gaußschen Kriterien erkennt man, 
daß dieselben leicht vermittelst des Stu mischen Theorems gewonnen 
werden. 1 ) Da die übersichtliche Anordnung der Rechnung geradezu 
ein mustergiltiges Beispiel für die Anwendung des Sturm sehen 
Satzes auf Gleichungen mit einem veränderlichen Parameter H bildet, 
und da überdies von Gauß die Ausnahmefälle nicht berücksichtigt 
worden sind, so hat es vielleicht einiges Interesse, die folgende, von 
mir seit bald 30 Jahren in meinen Vorträgen gegebene Darstellung 
hier mitzuteilen. 

2. Setzt man 

f =a* + x‘-Bx + jH, 

f i = Zx* + 2 x-H, 

1) Aus äußeren wie inneren Gründen scheint Gauß gleichfalls den hier mit- 
geteilten Weg eingeschlagen zu haben. Im Anfang des dritten Jahrzehnts des 
▼origen Jahrhunderts hat Gauß sich wieder intensiver mit der Theorie der al- 
gebraischen Gleichungen beschäftigt: wie die Anzeige von Fouriers Analyse des 
<5quation8 difterminees und mehrere Mitteilungen an Schumacher beweisen. 
(Briefwechsel, hgg. von Peters, Band II, S. 228, Z. 6 — 2 v. u.; III, 68—69; 
72, Z. 11 ff.) Gerade die Stellen in IH deuten darauf hin, daß Gauß das ihm 
stets nahe liegende fundamentale Beispiel der Th. mot. zur Untersuchung seiner 
Ansicht benützt hat, „daß es einen in der Natur der Sache liegenden allgemeinen 
willkürfreien Zusammenhang zwischen den einzelnen critischen Puncten und den 
einzelnen Paaren von imaginären Wurzeln gar nicht gibt“, überdies war es die 
Gepflogenheit des großen Mathematikers, neue Arbeiten von Belang an wichtigen, 
ihm von früher her bekannten Beispielen zu erproben. 
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so findet man auf Grund des Sturmschen Schemas 


(S) /*“ fl/i-ft, 


J/a — H{(3H -f l) 8 — (977 + 2) } 
l = i7{9if 2 - 327- 1} = 927(17- H^H-H*), 


wobei JF/j und 77 2 die Wurzeln der quadratischen Gleichung 


so daß 


977* — 37/ —1=0, 



i + V* 

6 9 


a ; 


1 — 3/5 
6 ~ 9 


UiB*-- 


1 

• 

9 


Bei der hier gegebenen Form von /* 2 resp. f\ hat man vorher mit dem 
positiven Faktor 9 resp. (3 77 -f l) 2 multipliziert. 

3. Ausnahmefälle . — a ) Wenn 3 77 + 1 = 0, also 77 = — y, wird 
f x = 3(ar + -j-) 2 , so daß die Sturm sehe Kette sich auf das Funktionen- 
paar f und f x reduziert. Da f für x = — 00 , 0 und + 00 resp. die 
Vorzeichen — , — und -f annimmt, während f x beständig positiv bleibt, 
so kann nur eine einzige positive Wurzel vorhanden sein. In der Tat 
wird für 77 = — £ die Gleichung von der Form: 

(* + i) 3 = Ä- 

b ) Die Diskriminante f 9 verschwindet, wenn 77 = 0 oder H = H x 
resp. = 77 2 . Für J7=0 wird die kubische Gleichung -f 1) = 0. 

Wenn 77 = H XJ bestimmt sich die Doppelwurzel x nach dem 
Schema (S) auf Grund von f x = 0 aus / 2 = 0, d. h. 

H x H x 1 

X 827. -f- 1 9//,* 9 if, * 

# * 

Wegen 77 t 77 2 = — | ist die Doppel ivurzel gleich — 77 2 . Die einfache 
Wurzel ist gleich: 

- \H X : 271 “ “ I*? : (ÄJÄ») = - 97/*. 

Analog wird für U = 77 2 die Doppelwurzel gleich — H x und die ein- 
fache Wurzel — 9i/jj. 

4. Nach Erledigung dieser Ausnahmefälle wird die Anzahl nega- 
tiver und positiver Wurzeln aus dem Systeme der Funktionen f, f x , 
f i7 f 9 auf Grund der Anzahl verlorener Zeichen Wechsel (Z. W.) beim 
Übergang von x = — 00 bis 0, resp. von 0 bis -f 00 nach bekanntem 
Schema bestimmt. 

10 * 
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A) H> 0. 


I. H zwischen 0 und H v 


X 

f 

fx 

ft 

f 

la 

z. w. 

— oo 

— 

+ 

— 

— 

2 

0 

+ 

— 

— 

— 

1 

+ oo 

+ 

+ 

+ 

— 

1 


1 neg. und 2 imag. Wurzeln 
B) H< 0. 


III. JH zwischen 0 und H r 


X 

■ r 

f 

ft 

ft 

ft 

z. w. 

— oo 


+ 

— 

+ 

3 

0 

" 

+ 

+ 

+ 

1 

+ oo 

+ 

+ 

+ 

+ 

0 


2 neg. und 1 pos. Wurzel. 


Darmstadt, 4. Januar 1903. 


II. H zwischen H x und + oo. 


X 

/ 


A 

ft 

z.w. 

— oo 

— 

+ 


+ 

3 

0 

+ 

— 

— 

— 

2 

+ oo 

+ 

+ 

+ 

+ 

0 


1 neg. und 2 pos. Wurzeln. 


IV. H zwischen H \ und — oo. 


X 

f 

fl 

f t 

A 

Z.W. 

— oo 

— 

+ 

T l ) 

— 

2 

0 

— 

+ 

+ 

— 

2 

+ <50 

+ 

+ 

±'> 


1 


1 pos. und 2 imag. Wurzeln. 


Bemerkung zn der vorstehenden Note des Herrn 

S. Gnndelfinger. 

Von E. Lampe in Berlin. 

Zwar läßt sich nicht feststellen, wann Gauß den handschriftlichen 
Zusatz zu der von Herrn Gundelfinger diskutierten kubischen Glei- 
chung gemacht hat; wenn man aber berücksichtigt, daß Sturm seinen 
Satz erst 1829 ohne Beweis veröffentlicht hat (der Beweis wurde 1832 
bekannt gegeben), und daß die Theoria motus schon 1809 gedruckt 
wurde, so scheint es natürlich, die Quelle der Gaußschen Angaben in 
der bekannten algebraischen Lösung der kubischen Gleichungen zu 
suchen, welche alle Eigenschaften der Wurzeln enthüllen muß. Hierbei 
kann man etwa folgenden Weg einschlagen. 


1) Zum Falle IV beachte man, daß 3 noch positiv, daß dagegen 
3 H -\-l bei weiterer Abnahme von H beim Durchgang von H durch den Wert 
— - negativ wird. 
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Man setze in der zu untersuchenden Gleichung 

( 1 ) xt + x'-Hx + iH- 0 

x=s U — 80 gebt (1) über in 

(2) i/ = (H+i)y- «(61T+1). 

Nun wird die Lösung von y 3 = Ay + B durch die Formel 

<J - B + V2) + ty\(B-V2) 

gegeben, wo J [Diskriminante von (1) und (2)] geschrieben ist für 
EP — f.A 3 . In unserem Falle wird 


oder 

( 3 ) 


= &H(1 + 3H-9IP), 


wo H x und j H 3 die Wurzeln der quadratischen Gleichung l4-3i?— 9i7 8 ==0 
sind, d. h. 

- KV& - 1), u, - \(vs + 1). 


In den drei Fällen H= 0, II — H v H= H 3 besitzt also die Gleichung (2) 
zwei gleiche Wurzeln, deren Wert = — V\B ist, oder = — ]/jA, wo 

V$A gleiches Vorzeichen mit B hat. Für H = H x ist die Doppel- 
wurzel also 

y-i( l-vs), *--id + vs )=- b ,-, 

für H = H 3 ist 

»-t ( i + vB), + vs) = -h 1 . 

Aus der Form (3) für J erkennt man sofort, daß, wenn H in den 
Intervallen liegt: 

a) (— c» • • • H x ), ß) (H x • • • 0), y) (0 • • • H 3 ), d) (H 3 • • • oo), 
das Vorzeichen von J wird 


«) + , ß) y) + , *) -• 

Daher sind zwei Wurzeln von (1) in den Fällen u) und y) imaginär, 
eine reell; in den Fällen ß ) und d) sind alle drei Wurzeln reell. 

Da nun das Produkt aller drei W urzeln x x • x 3 • x a gleich — ~ H ist, 
so folgt, wenn z. B. x x und x 3 konjugiert komplex sind, x x • x 3 positiv, 
also von entgegengesetztem Vorzeichen wie H, d. h. die reelle Wurzel 
ist positiv im Falle a), negativ im Falle y). 
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Sind alle drei Wurzeln reell, so kann man ihre Vorzeichen aus 
der bekannten Zeichenregel von Descartes bestimmen. Ist E negativ, 
so sind die Vorzeichen der Glieder in (1): -f- + + — ; man hat 
zwei Zeichenfolgen, einen Zeichenwechsel, also zwei negative und eine 
positive Wurzel im Falle ß). Ist H positiv, so ergeben sich die Vor- 
zeichen: + + — 4-, somit eine Zeichenfolge und zwei Zeichen Wechsel, 
folglich sind im Falle ö) zwei Wurzeln positiv und eine negativ. 

Für jedes der Intervalle a), ß), y), d ) läßt sich auch der Zahl- 
bereich jeder einzelnen Wurzel bestimmen, wie ich dieses an vielen 
Beispielen in dem Büchelchen gezeigt habe: „Geometrische Aufgaben 
zu den kubischen Gleichungen". Berlin, 1877. Diese Schrift wurde 
gerade zu dem Zwecke veröffentlicht, damit die kubischen Gleichungen, 
auf welche viele Aufgaben führen, nicht bloß numerisch gelöst, sondern 

zur Determination der Aufgaben benutzt werden. 

0 

Berlin, den 10. Januar 1903. 


Digitized by Google 


Rezensionen. 


E. Rouch6 et Ch. de Comberousse. Traitd de gdomdtrie. 7 C edition. 

Paris 1900, Gauthier-Villars. XLII -j- 548 -J- 664 S. 17 fr. 

Das vorliegende für den elementargeometrischen Unterricht an den 
Schulen Frankreichs grundlegende Werk ist in siebenter Auflage erschienen! 
Es bietet das Pensum der ebenen und räumlichen Geometrie in einer Fülle 
und Vollendung, wie es an deutschen Schulen w r ohl kaum erledigt werden 
kann. Eigentümlich sind dem Werke die zahlreichen Ausblicke, welche auf 
die verschiedenen Teile der höheren Geometrie geboten werden. So ist dem 
ersten Teil (S. 1 — 548) eine 42 Seiten lange historische Darstellung vor- 
angeschickt; angehängt sind ihm 1) ein Aufsatz über die neuere Dreiecks- 
geometrie, den der um ihren Ausbau hochverdiente Lütticher Mathematiker 
J. Neuberg verfaßt hat, 2) der Hilbertsche Beweis für die Transcendenz der 
Zahl re, 3) eine Notiz über die Geometrographie aus der Feder ihres Erfinders 
E. Lemoine, desselben Mathematikers, welcher der neueren Dreiecksgeometrie 
den Anstoß zu ihrer Entwicklung gegeben hat. Der zweite Teil (S. 1 — 664) 
enthält nach dem stereometrischen Pensum die allgemeine Theorie der 
Kegelschnitte und Oberflächen zweiter Ordnung und in Anhängen l) eine 
Notiz über die Anwendung der Determinanten auf die Geometrie, 2) eine 
Notiz über die linearen und quadratischen Transformationen sowie — was 
wieder aus der Feder von Herrn Neuberg stammt — über die einem 
Dreieck adjungierten Kegelschnitte, 3) eine Abhandlung von Herrn Neuberg 
über die neuere Geometrie des Tetraeders und 4) einen Aufsatz über die 
Nicht-Euklidische Geometrie aus der Feder des Herrn H. Poincar^. 

Außerdem bieten beide Teile eine große Menge von Fragen und Auf- 
gaben im Anschluß an die einzelnen Pensen. 

Im einzelnen sei noch auf die elegante und allgemeine Lösung von Herrn 
Fouche zum Apollonischen Berührungsproblem aufmerksam gemacht, welche 
die Betrachtung der einzelnen speziellen Fälle überflüssig macht, sowie auf 
ein Versehen in dem Kapitel 1180 über die ähnlichen und ähnlich liegenden 
Kegelschnitte, welches darin besteht, daß die Definition: „Zwei ähnliche und 
ähnlich liegende Kegelschnitte haben im Unendlichen eine gemeinsame Sehne“ 
auch umgekehrt als richtig hingestellt wird (vgl. R. Müller, Arch. (3) 2, 
342—344). 

Berlin. E. Jaiinkk. 
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Müller, Baltill und Maiwald. Kurzgefaßtes Lehrbuch der Mathe- 
matik für Seminare und Fräparandenanstalten. Unter Zugrunde- 
legung des Lehrbuchs von Heb. Müller: Die Mathematik auf den 

Gymnasien und Realschulen, Teil I B, nach den Lehrplänen von 1901 
für Seminare u. s. w. bearbeitet von R. Baltin und W. Maiwald. 
Leipzig u. Berlin, 1902. B. G. Teubner. Mk. 2,20. 

Müller, Baltin und Maiwald. Sammlung von Aufgaben aus der 
Arithmetik , Trigonometrie und Stereometrie mit zahlreichen 
Anwendungen aus der Planimetrie und Physik für Seminare und 
Präparandenanstalten. Unter Zugrundelegung der Miiller-Kutnews- 
ky sehen Aufgabensammlung, Teil I, nach den preufsischen Lehrplänen 
von 1901 bearbeitet von R. Baltin und W. Maiw'ald. Leipzig u. 
Berlin, 1902. B. G. Teubner. Mk. 3,00. 

Das Lehrbuch weicht von dem zugrunde gelegten Müll er sehen, über 
welches im Archiv (3) 3, 156/7 berichtet ist, nur in geringem Maße ab. Die 
Umgestaltungen schließen sich durchweg an den zweiten Teil des Müller- 
schen Lehrbuches an. Ref. kann sieh daher darauf beschränken festzustellen, 
daß das vorliegende Lehrbuch alles wünschenwerte Material vollständig 
enthält. 

Die Aufgabensammlung weicht in Einzelnheiten von der zugrunde 
gelegten Müll er-Kutnewsky sehen vielfach ab, indem einige Gebiete be- 
sonders arithmetische, Kürzungen, andere Erweiterungen erfahren haben, 
namentlich die Aufgaben der Zinseszins- und Rentenrechnung, der Trigono- 
metrie und Stereometrie. Durchaus zu billigen ist es, daß die Aufgaben 
über Kettenbrüche fortgelassen sind. Recht praktisch ist die Hinzufügung 
von Übungen in der Benutzung der Logarithmen- und trigonometrischen 
Tafeln. Falls man wünscht, daß die Aufgabensammlung auch Anleitungen 
zur Lösung der Aufgaben enthalten soll, ist die Brauchbarkeit gefördert, 
indem vielfach durch starken Druck hervorgehobene Musterbeispiele zugefügt 
sind. Das Material der Sammlung ist ein reiches. 

Ref. kann Lehrbuch und Sammlung den Interessentenkreisen warm 
empfehlen. 

Schöneberg b. Berlin. E. Kullrich. 


F. Pietzker und 0 . Presler. Bardeys Aufgabe nsammlung . Neue 
Ausgabe nach der 24. Auflage bearbeitet. Leipzig und Berlin 1900, 
B. G. Teubner. 

Neben der 24. Auflage dieses bekannten Werks, an dem seit 1871 
Generationen ihre ersten arithmetischen Studien getrieben haben, ist fast 
gleichzeitig diese „Neue Ausgabe“ veröffentlicht worden. Den Bearbeitern 
gebührt Dank dafür, daß sie sich entschlossen haben, dem Buche eine Ge- 
stalt zu geben, welche den Anforderungen des gegenwärtigen Unterrichts 
in stärkerem Maße gerecht ward, als es die alte Ausgabe noch leisten kann. 
Wenn auch an der äußeren Einteilung des Buchs kaum eine Änderung 
vorgenommen ist, so macht sieb doch überall der neue Geist fühlbar. Ganz 
besonders gilt dies für die Textaufgaben, welche den modernen Verhältnissen 
angepaßt sind. 
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Den gleichzeitigen Gebrauch beider Ausgaben haben die Verfasser da- 
durch erleichtert, daß da, wo es nötig ist, der neuen Nummer der Aufgabe 
die alte hinzugefügt ist. Diese Maßregel ist besonders auch für den Übergang 
von der alten zur neuen Ausgabe zweckmäßig. 

Berlin. H. Opitz. 


M. Schuster. Geometrische Aufgaben und Lehrbuch der Geometrie 
für Mittelschulen. (Ausgabe C der „Geometrischen Aufgaben“). 
B. G. Teubner. Leipzig 1901. VHI u. 88. 8. 8°. Mk. 1,40. 

Das Büchlein schließt sich eng an desselben Verfassers „Geometrische 
Aufgaben. Ein Lehr- und Übungsbuch“ an, erschienen 1899 bei dem gleichen 
Verlage in den Ausgaben A für Vollanstalten und B für Progymnasien und 
Realschulen. Ausgabe C ist unter Mitwirkung von Herrn Bi e ler bearbeitet 
und entspricht ihrem besonderen Zweck durchaus. Der Stoff dürfte auch 
dann ausreichen, wenn die Verhältnisse es gestatten, über das Mindestmaß 
im Pensum hinauszugehen. 

Die genaue Durchbildung des Methodischen, derart daß die Lehrsätze 
aus den Aufgaben entwickelt werden, ist gerade für Ausgabe C von be- 
sonderer Wichtigkeit. Die Darstellung ist geschickt, die Anordnung klar. 
Hervorgehoben sei die Benutzung des Prinzips der Dualität. 

Im Einzelnen wird „Strahl“ S. 4 besser durch „Halbstrahl“ ersetzt. 
In II 5 b und 8 a muß es heißen: „Zu welcher vollen Stunde“ statt 
„Um wieviel Uhr“. III (das Dreieck) und VI (Örter und Kongruenzsätze) 
würde Ref. enger mit einander verbinden und dabei den Begriff der not- 
wendigen Bestimmungsstücke herausarbeiten. IX 19 b mufs genauer heißen: 
„Wieviel dem Werte nach verschiedene Umfangs winkelV“ 

Bei mäßigem Preise ist die Ausstattung eine gute. Ref. kann das 
Büchlein empfehlen. 

Schöneberg. E. Kullrich. 

Uhr. Schmehl. Die Algebra und algebraische Analysis mit Ein- 
schluß einer elementaren Theorie der Determinanten in den 
oberen Klassen von höheren Lehranstalten, insbesondere der 
Realgymnasien und Oberrealschulen. Gießen 1901, E. Roth. 286 S. 
Mk. 2,50. 

Ein sehr ausführliches, für die oberen Klassen der Realanstalten bestimmtes 
Lehrbuch. Die theoretischen Entwicklungen sind durch zahlreiche Beispiele 
erläutert, was das Buch auch für den Selbstunterricht geeignet erscheinen 
läßt. Es enthält mehr, als bei der auf den Schulen verfügbaren Zeit durch- 
gearbeitet, manches (namentlich auf dem Gebiete der Kombinationslehre), 
was recht wohl entbehrt werden kann. Die Verwendung von Determinanten 
hält auch Referent, wenigstens auf Oberrealschulen, für wünschenswert, nur 
zieht er es vor, bei der ersten Einführung auf kombinatorische Betrachtungen 
über gerade und ungerade Permutationen zu verzichten und lieber von der 
Auflösung linearer Gleichungen mit mehreren Unbekannten auszugehen, auch 
sich auf Determinanten zweiter bis vierter Ordnung zu beschränken, die für 
die analytische Geometrie ja vollkommen ausreichen. Was Einzelheiten 
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angeht, so möge nur bemerkt werden, daß man bei der Behandlung der 
kubischen Gleichungen heute nicht mehr sagen darf, es sei (im Falle einer 
negativen Diskriminante) noch kein Mittel gefunden, um auf algebraischem 
Wege die imaginäre Form der Cardanischen Auflösung auf eine reelle zu 
reduzieren, nachdem bereits vor zehn Jahren mehrere Mathematiker (Hölder, 
Mollame, Kneser) streng nachgewiesen haben, daß eine solche Reduktion 
unmöglich ist. Da ausführlich davon die Rede ist, daß eine rationale Wurzel 
auch als Summe zweier irrationalen Zahlen erscheinen kann, hätte wohl auch 
das einfache Kumm ersehe Kriterium dafür mitgeteilt werden können, daß 
im Falle einer rationalen Wurzel jeder der beiden Summanden rational ist 
Berlin. C. Faerber. 


Edward Y. Huntington. Über die Grund-Operationen an absoluten 
und komplexen Größen in geometrischer Behandlung. Inaugural- 
dissertation, Straßburg, 1901. Braunschweig, Friedr. Vieweg & Sohn. 
Mk. 1,50. 

Eine ausführliche Theorie der reellen und komplexen Größen, wie sie 
etwa in Stolz’ Vorlesungen über allgemeine Arithmetik zu finden ist, nur 
daß überall für „absolute reelle Zahl“ „absolute Strecke“, für komplexe und 
positive oder negative reelle Zahl „Vektor“ gesagt wird, wobei das Wort 
„Vektor“ nicht etwa im Graßmann-Hamiltonschen Sinn zu nehmen ist. 
Welchen Vorteil der Ersatz der Zahlen durch Strecken bieten soll, ist nicht 
recht ersichtlich, weil ja auch bei seiner Behandlungsweise der Verfasser es 
nicht vermeiden kann, den Grenzwert einer unbegrenzt fortsetzbaren Folge 
von Strecken, ganz analog den Cantorschen Zahlenfolgen, einzuführen. 

Berlin. C. Faerber. 


Kitt, Moritz. Grundlinien der politischen Arithmetik. Zum Gebrauche 
an Handelsakademien, Höh. Handelslehranstalten und zum Selbstunter- 
richte. I. Teil. Zinseszins- und Rentenrechnung. IV u. 78 S. n. Teil. 
Tabellen 29 S. Wien, 1901. Verlag von Karl Gräser u. Co. gr. 8°. Mk. 3. 
Die Zahl der Lehrbücher, die für den Unterricht in der Rentenrechnung 
auf der höh. Handelsschule für die Hand des Schülers zu Gebote stehen, 
ist eine recht geringe, da die meisten auch der elementar gehaltenen Bücher 
weit über das Ziel hinausgehen, das man bei der beschränkten Zeit des 
Unterrichts erreichen kann, während in den auf unseren Gymnasien gebrauchten 
Lehrbüchern die politische Arithmetik nur gestreift wird. Da liegt uns 
nun ein Buch vor, das sich genau dem Unterrichte anschließt, in einfacher 
klarer Weise die Formeln ableitet und in 100 teils völlig durchgerechneten, 
teils für Ausrechnung durch die Schüler bestimmten Aufgaben den gewonnenen 
Stoff verarbeitet und so zum geistigen Eigentum des Schülers macht. Das 
Werkchen besteht aus 2 Teilen, von denen der zweite die zur Berechnung 

nötigen Tabellen — log (l -f ^ und log (l — von %% bis 10% 

(l -f — \ für p von % bis 10, für n von 1 bis 50 auf 8 Dezimalstellen, 

Sterbetafeln und Grundrechnungen zur Berechnung der Leibrenten und 
Anwartschaften nach den 4 vorher angegebenen Sterbetafeln — enthält. 
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Im ersten Teile befinden sich die Entwickelungen und Aufgaben, zunächst 
über die einfache Zinseszinsrechnung und Zeitrentenrechnung, d. h. Renten, 
die für eine bestimmte Anz ahl von Jahren ausgezahlt werden. Das Buch 
beschäftigt sich dann mit den Anleihen, der Berechnung der Annuitäten, 
d. i der gleichbleibenden Beträge, die jedes Jahr zur Verzinsung und Amor- 
tisation aufgewendet werden müssen, und der Aufstellung der daraus hervor- 
gehenden Tilgungspläne. Vor dem Eingehen auf die Lebensrenten wird das 
Nötigste aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung abgeleitet und auf die Sterblich- 
keitstafeln angewendet. Von den Renten werden nur behandelt die Lebens- 
rente gegen einmalige Einzahlung einer Summe und die aufgeschobene Rente 
gegen Prämienzahlung bis zum Beginn des Rentenbezugs, wobei aber auch 
die Prämienreserve berücksichtigt wird. Die letzten Seiten sind den Ablebens- 
versicherungen, den Anwartschaften, wie der Verf. sie nennt, gewidmet, 
wobei nur die Nettoprämie einer einfachen Lebensversicherung berechnet wird. 

Für Schulen, die sich etwas eingehender mit Rentenrechnung beschäftigen, 
insbesondere für höhere Handelslehranstalten, ist das Buch überaus brauchbar. 

Zum Schluß sei noch ein kleines Monitum gestattet. Als Formel zur 


Kontrolle des Tilgungsplanes ist angegeben: x n = C 


v ' ~ 1 (r — 1) 


wobei das n 


tr — l 

im Zähler die Zeit bis zum kontrollierten Jahr, das n im Nenner die Tilgungs- 
dauer bezeichnet. Das ist unstatthaft und erzeugt Verwirrung, und es 
müßte das n im Zähler etwa durch n' ersetzt werden. 

Chemnitz. H. Willgrod. 


Simon, Max. Analytische Geometrie des Raumes. Leipzig, Göschen. 
1. Teil Gerade, Ebene, Kugel. 1900. 152 S. 4 oiC 2. Teil Die 

Flächen zweiten Grades. 1901. 176 S. 4,40 jfi (Sammlung Schubert 
LX u. XXV). 

In der „Sammlung Göschen“ erschien vom Verfasser „Analytische 
Geometrie des Raumes“, die von Herrn M. Cantor in der Zeitschrift für 
Mathematik u. Physik (44. Bd. 1899, pag. 79) besprochen wurde. Aus 
dieser kleineren Arbeit ist die uns vorliegende umfangreichere hervorgegangen. 
Der Gang der Darstellung ist derselbe geblieben, doch ist der Stoff Überall 
tiefer und ausführlicher behandelt, außerdem ist ein reiches Aufgaben- 
raaterial beigefügt. In den ersten Kapiteln dient dieses hauptsächlich dazu, 
den Leser mit dem Rechenverfahren vertraut zu machen und ihn in die 
Beweismethode einzuführen, wobei die Lösung nicht gegeben oder doch nur 
angedeutet ist. Zu einem gründlichen Eindringen in die analytische Geometrie 
des Raumes ist die Bearbeitung solcher Aufgaben unerläßlich, und da man 
sich auf unseren Gymnasien und Realgymnasien auf die analytische Geometrie 
der Ebene beschränkt, so ist gerade hier die Hinzufügung von zahlreichen 
Aufgaben nicht zu entbehren. In den späteren Kapiteln wird die Aufgaben- 
stellung ausschließlicher angewendet, auch zur Entwickelung der Theorie, 
und da sind dann die Lösungen vollständig gegeben oder ausführlicher 
behandelt; doch fehlt es auch hier nicht an eigentlichem Übungsmaterial. 

Der erste Band behandelt die Koordinaten, Ebene und Gerade, den 
linearen Komplex, das Dualitätsprinzip , die Koordinatentransformation, bei 
der nun auch die E ul ersehen Formeln angegeben sind, und die Kugel mit 
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dem linearen Kugelkomplex und der Inversion. Der zweite Band, der sich 
vielfach an Reye anlehnt, aber auch die schönen Untersuchungen des Herrn 
Staude berücksichtigt, beschäftigt sich mit den Flächen zweiten Grades in 
allgemeiner und spezieller Behandlung. 

Das Werk enthält alles, was man bei einer elementaren Einführung 
in die analytische Geometrie des Raumes wünschen kann, die Darstellung 
ist klar und leichtfaßlich, so daß das Buch zum Studium aufs angelegent- 
lichste empfohlen werden kann. Die Determinantenrechnung ist nicht, wie 
in dem kleineren Werke vermieden, wenn die betr. Sätze auch immer noch 
ohne Zuhilfenahme derselben bewiesen werden. Mit der Bezeichnung ab' 

für a '^> hat sich Referent recht wohl befreunden können, da sie sehr kurz 

und übersichtlich ist. 

Chemnitz. H. Willgrod. 


»Jos. Diekmann. Koppes Geometrie zum Gebrauche an höheren 
Unterrichtsanstalten. 19. Auflage (3. Aufl. der neuen Bearbeitung). 
I. Teil Planimetrie. Ausgabe für Gymnasien. Essen, G. D. Bädeker, 1902. 

Von der Koppe sehen Geometrie, deren erste Auflage 1836 erschienen 
ist, liegt uns der erste Teil in Neuauflage vor, der infolge der neuen Lehr- 
pläne von 1901 eine Änderung in der Verteilung des Stoffes erfahren hat, 
indem die Planimetrie, Trigonometrie und Stereometrie nun in je einen Band 
zusammengefaßt werden. Das Werk ist wohl das älteste der heute ge- 
brauchten Lehrbücher der Planimetrie (Kambly erschien 1850), und die 
stets wieder erfolgende Neuauflegung beweist die hohe Brauchbarkeit des 
Buches. Dabei lehrt ein Vergleich der verschiedenen Auflagen, daß das 
Werk mit der Entwicklung der mathematischen Methodik stetig fortgeschritten 
ist, und daß es besonders duich den verdienten Herausgeber mannigfache 
Wandlung erfahren hat. Auch in dieser Auflage ist die bessernde Hand 
zu erkennen: eine Anzahl Aufgaben wurde hinzugefügt, in denen die Kreis- 
lehre auf bekannte ornamentale Formen angewendet wird, das Übungs- 
material für Konstruktionsaufgaben mit algebraischer Analysis wurde vermehrt 
und dieses Kapitel zugleich eingehender behandelt, und einige Tafeln geben 
uns „die Konstruktion einer Reihe von typischen Aufgaben in ihren Figuren 
auf Grund neuerer Anschauungen“. 

Chemnitz. H. Willgrod. 


Großniann, Wilhelm. Versicherungsmathematik. (Sammlung Schubert 
XX). Leipzig, C. I. Göschen. 1902. 8°. VI u. 218 S. 5 t/fC- 

Durch die immer weitere Ausdehnung des Versicherungswesens, besonders 
auch durch den Ausbau der Arbeiterfürsorge, wird dem Versicherungswesen 
stetig größeres Interesse dargebracht, und die Zahl derer nimmt beträchtlich 
zu, die sich mit den mathematischen Grundlagen desselben bekannt zu 
machen wünschen. Da ist denn die Herausgabe eines Werkes mit Freuden 
zu begrüßen, das in reicher Vollständigkeit alle hierher gehörigen Fragen 
behandelt, und zwar in einer so einfachen und klaren Weise, daß auch der 
mathematisch weniger Geschulte sehr wohl das gesamte Buch mit vollem 
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Verständnis durchzuarbeiten und damit in den für viele etwas spröden 
Stoff einzudringen vermag. 

Vorausgesetzt wird nur die Kenntnis der geometrischen Reihe und der 
Einleitung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung; ja die Formeln sind auch 
noch auf einem Wege abgeleitet, bei dem die letztere zu entbehren ist. 
Nach einem einleitenden Abschnitt über Zeitrenten und Sterblichkeitstafeln 
w-erden in dem zweiten Abschnitt „Versicherung einfacher Leben“ die Einmal- 
prämien der Erlebens- und Rentenversicherung besonders eingehend behandelt. 
Es kommen nach einander zur Berechnung die Prämien der Erlebens- 
versicherung, der Leibrenten, der auf geschobenen Leibrenten, der kurzen 
Leibrenten, der aufgeschobenen temporären Renten, der Altersrenten, der 
steigenden Renten und zwar der lebenslänglich steigenden Renten, der eine 
Anzahl von Jahren steigenden und dann konstant bleibenden Renten, der 
eine Anzahl von Jahren hindurch steigenden und dann aufhörenden Renten 
und der aufgeschobenen steigenden Renten. Auf die jährlich zu zahlenden 
Renten werden sodann die unterjährigen oder terminweisen Renten zurück- 
geführt, die in kleineren Terminen wiederkehrend gezahlt werden, und zwar 
geschieht die Berechnung sowohl nach Van Heers Methode als auch unter 
der Annahme des gleichmäßigen Absterbens innerhalb eines Jahres. Während 
das Resultat der ersteren vom Zinsfüße ganz unabhängig ist, ändert sich 
das der zweiten mit diesem. 

Im zweiten Kapitel werden die Einmal-Prämien der Ablebensversicherung 
abgeleitet, wieder für die verschiedenen Fälle der einfachen Ablebensver- 
sicherung, der Ablebensversicherung mit Karenz, der kurzen Todesfallver- 
sicherung und der allgemeinsten Form der Lebensversicherung, daß für 
jeden Sterbefall in einem bestimmten Jahre eine bestimmte Summe zu zahlen 
ist. Den Schluß bildet die Ablebensversicherung mit sofortiger Auszahlung 
nach erfolgtem Tode. Die Berechnung aller verschiedenen möglichen Arten 
von Renten, von denen manche in der Praxis gar nicht Vorkommen, hat 
für die Folge den Vorteil, alle weiteren Fragen auf einfache Weise dadurch 
behandeln zu können, daß sie auf eine oder mehrere Renten- bez. Ver- 
sicherungsarten zurtickgeführt werden. Nicht wenig tragen zu der leicht 
verständlichen und übersichtlichen Art der Darstellung die vorteilhaften 
Bezeichnungen bei. Leider herrscht ja bis jetzt in den Lehrbüchern der 
Versicheruhgsmathematik eine allgemeine Übereinstimmung in dieser Be- 
ziehung nicht, und es wäre wünschenswert, wenn die Bezeichnungsweise des 
vorliegenden Werkes allgemein Eingang fände. Am meisten werden die- 
jenigen der deutschen Versicherungsanstalten angew'endet, die man zum 
größten Teile in dem vielgebrauchten Werke Zillmers „Die mathematischen 
Rechnungen bei Lebens- und Rentenversicherungen“ findet. Der Verfasser 
folgt derselben vielfach; wo eino Abweichung erfolgt, ist die Bezeichnung 
unseres Buches übersichtlicher, und außerdem ist das behandelte Gebiet 
hier wesentlich größer als dort 

Im dritten Kapitel wird die Einmal-Prämie der gemischten Versicherung 
oder der abgekürzten Lebensversicherung, wie sie meist genannt wird, 
berechnet, der Art, die von den Ablebensversicherungen jetzt wohl am meisten 
in Betracht kommt, bei welcher das Kapital bei Erreichung eines bestimmten 
Lebensalters ausgezahlt wird, bei früherem Tode aber zur Zeit des Ablebens. 
Bei dem folgenden Kapitel, der Berechnung der Jahresprämien, treten die 
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Vorzüge des Buches ganz besonders hervor. Alle Arten werden abgeleitet 

aus der einfachen Beziehung V x = v x • J? x , wo V x die Einmal-Prämie 

irgend einer Versicherungsart, v x die Jahresprämie und irgend eine Renten- 
/\ 

art i? x die Art der Zahlung der Jahresprämie ist. In Kapitel V wird die 
Bruttoprämie aus der Nettoprämie bestimmt Sodann werden die Gegen- 
versicherung und die Prämienrückgewähr behandelt. Bei der Gegenversicherung 
werden die für die Hauptversicherung gezahlten Prämien zurückgezahlt, falls 
die Anstalt wegen vorzeitigen Ablebens des Versicherten an denselben keine 
Zahlung leistet, bei der Prämienrückgewähr in demselben Falle sämtliche 
Prämien. Auch die Berechnung der Prämienreserve, mit der sich das 
VIEL Kapitel beschäftigt, ist nach den bisherigen Durchführungen einfach. 
Zunächst wird zwischen retrospektiver und prospektiver Prämienreserve 
unterschieden, gezeigt, daß beide gleich sind, und sodann werden beide 
berechnet, wie zuletzt auch die Zi Urne r sehe Prämienreserve. Zillmer geht 
bekanntlich von der Voraussetzung aus, die Jahres -Netto -Prämien irgend 
einer Versicherung seien erst vom 2. Jahre angefangen einander gleich, 
während die Jahres -Netto -Prämie des 1. Jahres um einen Betrag A geringer 
sei, der zur Bestreitung der Kosten der Versicherungs- Aufnahme dient. 

Für die Aufstellung der Bilanz einer Versicherungsanstalt ist es bequemer, 
die Prämienreserve nicht für jeden einzelnen der Versicherten gesondert zu 
berechnen, sondern die Bestimmung durch Gruppenrechnung zu vereinfachen. 
Auch dafür werden die Formeln aufgestellt. 

Der dritte Abschnitt beschäftigt sich mit der Versicherung verbundener 
Leben, den Verbindungsrenten, der einseitigen Überlebensrente (Witwen- 
und Waisen -Pension) und den verschiedenen Ablebensversicherungen. Es 
werden wieder zunächst die Einmal-Prämien, dann die Jahresprämien und 
die Prämienreserven bestimmt 

Liegen für dio Renten- und Ablebensversicherung mehrere zuverlässige 
Sterblichkeitstafeln vor, von denen in unserem Buche die Tafel der 23 deutschen 
Gesellschaften für normale Leben mit vollständiger ärztlicher Untersuchung, 
die Tafel der 17 englischen Gesellschaften, bei der Männer und Frauen 
nicht getrennt sind, und die Brunesche Tafel aufgenommen sind, so sind 
für die nun folgende Invalidenversicherung wohl nur die Tabellen von 
Karl Heym nach den Beobachtungen der Leipziger Kranken-, Invaliden- und 
Lebensversicherung „Gegenseitigkeit“ und die Zimmermannsche Tabelle für 
die nicht zum Zugpersonal gehörenden aktiven Eisenbahnbeamten vorhanden, 
welche letztere den Berechnungen des Buches zu Grunde gelegt ist. Erst 
wenn unsere Invaliditüts- und Altersversicherung längere Zeit in Geltung 
gewesen sein wird, werden wir für diesen Fall Tafeln haben, die den 
Sterblichkeitstafeln an die Seite zu stellen sind. Nach der Berechnung der 
Aktiven- und Invalidenrente, d. h. dem gegenwärtigen Werte einer Rente, 
die einem Aktiven gezahlt wird, so lange er aktiv ist, einem Invaliden bis 
zu seinem Tode, werden zwei Methoden der Pensionsversicherung für invalid 
Werdende abgeleitet, die Kaansche, bei welcher von den A x Aktiven des 
Alters x der Dekrementontafel ausgegangen wird, und die Karupsche, bei 
welcher der Ausgangspunkt die Wahrscheinlichkeit bildet, daß ein jc-jähriger 
Aktiver im Alter x -f- k als Invalide lebt. Beide führen, wie in einem 
besonderen Paragraphen gezeigt wird, zu demselben Werte der Pensions- 
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Versicherung. Es folgen dann die Ableitungen der Einmal-Prämien für die 
Pensionsversicherung mit Karenz, der steigenden Pensionsversicherung und 
der steigenden Pensionsversicherung bei steigendem Gehalte, sowie der 
unbedingten Pensionierung nach einer bestimmten Anzahl von Dienstjahren 
und der Witwen- und Waisenpension. Die Jahresprämien wie die Prämien- 
reserven ergeben sich dann leicht wie früher. Ein letztes kurzes Kapitel 
ist der Krankenversicherung gewidmet. 

Überall, und das macht das Buch auch für den Praktiker wertvoll, 
sind Schemata für die Berechnung der Renten bez. Prämien angegeben 
und bei den meisten auch Beispiele durchgerechnet. Für jeden, der sich 
eingehender mit Renten- und Lebensversicherung beschäftigen will, kann 
das Buch aufs angelegentlichste empfohlen worden. 

Chemnitz. H. Willgrod. 


Reilling, Wilhelm. Die Grundlagen der Lebensversicherung. Berlin, 
1901. E. S. Mittler u. Sohn. XII u. 67 S. 8°. 

Während sich das Buch von Großmann an diejenigen wendet, die in 
die mathematische Theorie der Lebensversicherung eindringen wollen, ist 
dieses Werkchen für einen erheblich größeren Leserkreis bestimmt. Es soll 
auch denen einen Einblick in die Grundlagen der Lebensversicherung ermög- 
lichen, welche, ohne sich von Amts wegen mit dem Versicherungswesen 
beschäftigen zu müssen und ohne die besonderen mathematischen Vorkennt- 
nisse zu besitzen, der Lebensversicherungsfrage ein Interesse entgegenbringen, 
also der großen Zahl derer, die ihr Leben bei einer Gesellschaft versichert 
haben (wie wir uns kurz, wenn auch nicht korrekt ausdrücken) und die 
ein genaueres Verständnis der ganzen Frage erlangen möchten. Diesem 
Erschließen des Verständnisses dient das Buch in vortrefflicher Weise; auf 
die Grundlagen ist, soweit es ohne Heranziehung des eigentlich Mathematischen 
geschehen kann, erschöpfend eingegangen. Im Text sind die Formeln voll- 
ständig vermieden; in den unter dem Text angefügten Noten sind einige 
der einfachsten abgeleitet. 

Nach einander sind in 4 Kapiteln besprochen l) der Grundgedanke 
der Lebensversicherung, welcher dahin zusammengefaßt ist, „solche wirt- 
schaftlichen Ergebnisse, welche mit der Lebensdauer der Menschen in Be- 
ziehungen stehen und welche an und für sich (isoliert) für den Einzelnen 
abhängig von seiner individuellen Lebensdauer sind, innerhalb eines größeren 
Personenkreises auszugleichen und damit zugleich für die Einzelnen unab- 
hängig von ihrer individuellen Lebensdauer zu stellen“. Es folgen 2) die 
mathematischen Grundlagen der Lebensversicherung, worin sowohl Versiche- 
rungen auf einfache Leben wie auf sogenannte verbundene Leben betrachtet 
sind, 3) die Elemente der Prämie, Netto- und Bruttoprämien, Prämienreserve, 
4) das Risiko aus der Versicherungsunternehmung, Gegenseitigkeitsanstalten 
und Aktienunternehmungen. 

Das Werkchen kann nicht nur allgemein allen empfohlen werden, die 
sich mit den Grundgedanken der Lebensversicherung bekannt machen wollen, 
sondern auch den Mathematiklehrern, die den Stoff zu behandeln haben, 
und denen auch eine Darstellung von anderer Seite — der Verfasser ist 
Jurist — hochwillkommen sein muß. Auf eine von der gewöhnlichen 
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abweichenden Auffassung der Lebenswahrscheinlichkeit, der der Verfasser 
einen Teil der Vorrede widmet, wird der Ref. an anderer Stelle eingeken. 

Chemnitz. H. Willgrod. 


Arthur Breusillgs Steuermannskunst. Herausgegeben von Schilling, 

Fulst und Meldau. 6. Auflage. Heinsius, Leipzig, 1902. 460 S. 

Mk. 14. 

Nach dem Vorwort handelte es sich nicht etwa darum, ein umfassendes 
Handbuch der Navigation herzustellen, sondern ein Buch, wie es beim 
Unterricht auf Seefahrtsschulen gebraucht werden kann. Damit ist zugleich 
gegeben, daß die Mathematik nur insofern Behandlung finden wird, als sie 
später in der Praxis auch Anwendung finden kann. Für die Lehrer der 
Mathematik hat nun die Seeschiffahrt wenigstens insofern stets ein besonderes 
Interesse gehabt, als sie eine Fundgrube von Beispielen für die sphärische 
Trigonometrie darstellt, und sicher sind viele Fachkollegen im Besitze des 
einen oder auderen Buches über Navigation, vielleicht einer alten Auflage 
von Breusing selbst. Aber im Laufe der Zeit haben sich die Verhältnisse 
der Seeschiffahrt recht sehr verändert und kompliziert, und wenn Breusing 
persönlich eine Berücksichtigung der Verhältnisse bei seinen Lebzeiten abge- 
lehnt hat, so haben die jetzigen Bearbeiter es in der Tat verstanden, uns eine 
zeitgemäße Behandlung des Stoffes zu bieten. So ist bezüglich der Orts- 
bestimmung vor allen Dingen die Theorie der Standlinien von weittragender 
Bedeutung geworden. Ihr widmet das Buch daher auch, ohne die anderen 
Methoden der Ortsbestimmung zu vernachlässigen, mit Recht eine klare und 
schöne Darstellung, die m. E. auch wohl beim Unterricht in der mathematischen 
Geographie mit Erfolg Verwendung finden könnte. Dann findet sieb eine 
den heutigen Verhältnissen entsprechende Behandlung des Kompaß wesens, 
deren Berücksichtigung den Unterricht über Magnetismus nur beleben und 
interessant gestalten kann. Endlich bietet auch die Behandlung der Beobach- 
tungsinstrumente Beispiele der Optik, die sicher heute schon vielfach beachtet 
werden. 

Wir haben somit ein Buch, dessen Lektüre den Lehrer der Mathematik 
und Physik auf manchen auch in der Schule erwähnenswerten Gedanken 
führt und es ihm so erleichtert, sich das Interesse der Schüler zu 'sichern, 
ein Buch, welches zeigt, wie auf einem wesentlichen Gebiete des heutigen 
praktischen Lebens die elementaren Lehren der Mathematik und Physik 
strengste Befolgung erheischen, dann aber auch zum Verständnis desselben 
ausreichen. Ich möchte dasselbe deswegen als für die Lehrerbibliotheken 
unserer höheren Schulen geeignet empfehlen, indem ich sicher glaube, dall 
jeder Leser des Buches dadurch ein Band findet, das seine Wissenschaft mit 
dem praktischen Leben verknüpft, und daß wir uns in der Schule die 
Möglichkeiten nicht entgehen lassen sollten, durch Hinweise auf Verwendungen 
unserer Schullehren im praktischen Leben auch die Schüler zum besseren 
Verständnis des letzteren zu befähigen. 

Mit Rücksicht auf die Praxis kann ich es mir nun allerdings auch 
nicht versagen, hier noch einen Wunsch betr. des mathematischen Lehrstoffs 
auszusprechen. Daß seine Behandlungsweise sich anfechten läßt, meine 
ich dabei nicht. Aber die Behandlung der Stereometrie erscheint mir doch 
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etwas zu abrupt. An die Lehre vom Cylinder schließt sich nämlich die 
Berechnung des Fasses, und zwar als letztes Glied der Stereometrie über- 
haupt. Die Formel kann natürlich nicht entwickelt werden. Dazu wäre 
es nötig gewesen, die Formeln für die Pyramide und das Prismatoid vor- 
wegzunehmen. Das aber hätte auch genügt, die Simpsonsche Regel zu lehren, 
und ich meine, daß diese auf keinem Gebiete der angewandten Mathematik 
fehlen darf, auch nicht für den denkenden Seemann. Denn so wichtig wie 
die Berechnung des Fasses muß ja für ihn auch diejenige von Tanks oder 
Bunkerräumen oder endlich der Schiffsgefäße selbst sein. Und außerdem 
würde es ihm dadurch ermöglicht, auch die Berechnung eines Diagramms 
zu begreifen, was ja auch für den Seemann nicht ganz unwesentlich ist. 
Dem Mathematiker wird diese Lücke wohl meist noch unangenehmer sein; 
hoffentlich gibt eine neue Auflage bald die Möglichkeit, sie auszufüllen. 

Magdeburg. Fr. Bradhering. 


L. Marc. Sammlung von Aufgaben aus der höheren Mathematik, 
technischen Mechanik und darstellenden Geometrie. München 1901, 
Th. Ackermann. 52 S. Mk. 1,60. 

Es ist eine Sammlung von Aufgaben, welche bei der Vorprüfung für 
das Bauingenieur-, Architektur- und Maschineningenieurfach an der tech- 
nischen Hochschule zu München in den Jahren 1885—1901 gestellt worden sind. 

Der erste Teil enthält 71 Aufgaben aus den Anwendungen der In- 
finitesimalrechnung auf die analytische Geometrie der Ebene und des Raumes. 
Es wird die Diskussion von ebenen und Raurakurven sowie Flächen zweiten 
Grades, ferner Integration einfacher Differentialgleichungen verlangt. Der 
zweite Teil bietet 21 Aufgaben aus der darstellenden Geometrie und der 
dritte 35 Aufgaben aus der technichen Mechanik. 

Um eine Vorstellung von dem Charakter dieser Aufgaben zu geben, 
möge aus jedem Abschnitt je eine hier mitgeteilt werden: 

1) Gegeben ist die Fläche zy* — y — x *. Man diskutiere die Gestalt 
der Fläche durch Untersuchung ihrer Schnitte mit Ebenen parallel der 
xy- Ebene. Man suche die parabolische Kurve der Fläche und bestimme 
deren Projektionen auf die drei Koordinatenebenen. Endlich berechne man 
das Volumen des Körpers, welcher senkrecht über dem Quadrat, begrenzt 
von den Geraden x — — 1, y =• -f 1; x = -J- 1, y = + 3, errichtet ist und 
bis zur Fläche als oberer Begrenzung reicht. 

2) Es soll die Durchdringung einer regulären schräggestellten dreiseitigen 
Pyramide und einer Kugel nebst Schattenkonstruktion in senkrechter Pro- 
jektion dargestellt werden. 

Gegeben von der Pyramide der Mittelpunkt der Basis durch die Pro- 
jektionen M 1 M 2 , die Spitze durch die Projektionen Sy S' 8 ; ferner durch die 
Projektionen g l g i eine Gerade g , in welcher eine von der Spitze ausgehende 
Kante der Pyramide liegt. Die Kugel, deren Mittelpunkt durch die Projek- 
tionen gegeben ist, soll die Gerade g berühren. Die Lichtrichtung 

Ist gegeben durch die Projektionen 

3) Ein Ring von rechteckigem Querschnitt ist an einer Stelle auf- 
geschnitten und wird dort durch zwei entgegengesetzt gerichtete Kräfte von 
20 kg auseinandergezogen. 

Archiv der Mathematik nnd Physik. 1X1. Reihe. V. 11 
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Die ursprüngliche Schlitzweite s kann als klein gegen die Abmessungen 
des Ringes betrachtet werden. Um wie viel vergrößert sich s durch die 
elastische Formänderung, die der Ring erfährt, wenn der Elastizitätsmodul 
gleich 2 • IO 6 atm gesetzt wird, und wie groß ist die Biegungsbeanspruchung 
an der gefährlichsten Stelle? 

Berlin. E. Jahkke. 

F. Michel. Recueil de problemea de gdomötrie analytique. (Solu- 
tions des problemes donnes au concours d'admission a l’Ecole Polytechni- 
que de 18GO a 1900). Paris, Gauthier -Villars, 1900. 240 S. 8°. 

Diese Sammlung ist bestimmt für die Schüler der berühmten classes 
de mathematiques speciales, deren besondere Aufgabe die Vorbereitung für 
den Eintritt in die Ecole Polytechnique oder Ecole Normale ist Bekannt- 
lich finden bei beiden Schulen Aufnahmeprüfungen statt, und wenn man 
bedenkt, daß z. B. im Jahre 1897 von 1023 Bewerbern nur 224 in die 
erstere, und von 260 nur 13 in die zweite gelangten, kann man im voraus 
ermessen, welche hohen Anforderungen an die Kandidaten gestellt werden 
dürfen. 

Das vorliegende Buch gibt die ausführlichen Lösungen der in den 
letzten 41 Jahren gestellten Probleme aus der analytischen Geometrie; es 
handelt sich meist um Herleitung und Diskussion von geometrischen Örtern 
und algebraischen Gleichungen, die durch spezielle Verknüpfung gegebener 
Kegelschnitte erzeugt werden. Wegen der chronologischen Folge sind sach- 
liche Ordnung oder didaktische Prinzipien ausgeschlossen, trotzdem möchten 
wir wünschen, daß auch deutsche Studenten der Mathematik ihre Kräfte an 
diesen Aufgaben erproben und stählen; viele oder alle würden gar bald 
erkennen, daß der bei uns übliche Unterricht ihnen auf diesem Gebiete 
noch manches zu tun übrig läßt. 

Berlin. Richard Müller. 


£. Greve. Vierstellige logaritlunische und trigonometrische Tafeln. 

Glogau 1901, C. Flemming. 

Die vierstellige Logarithmentafel bietet eine für die Schule völlig aus- 
reichende Genauigkeit und hat gleichzeitig den Vorzug, die eigentliche 
Rechenarbeit bei der Lösung mathematischer Aufgaben zu vermindern. Ihre 
allgemeine Einführung im Schulgebrauch dürfte daher in nicht allzuferner 
Zeit bevorstehen. Aus diesem Grunde mag die Einrichtung der vorliegenden 
Tafel kurz beschrieben werden. 

Die Mantissen aller vorkommenden Logarithmen sind vollständig 
hingedruckt, so daß der Schüler die ersten Ziffern derselben nicht an 
einer anderen Stelle als die letzten zu suchen braucht.- Um ferner das 
Interpolationsgeschäft nach Möglichkeit zu vermeiden, sind die Logarithmen 
der natürlichen Zahlen bis 10000 aufgenommen, während die Logarithmen 
der trigonometrischen Funktionen von Minute zu Minute fortschreiten. In 
einem Anhänge werden eine Reihe von Hilfstabellen gegeben, welche manche 
Rechnungen und die Lösung mancher Aufgaben aus Physik, Chemie und 
mathematischer Geographie erleichtern sollen. 
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In Bezug auf die äußere Einrichtung ist besonders die Teilung der beiden 
Haupttafeln durch Linien in Gruppen von je drei Zeilen und das bequeme 
Buchformat hervorzuheben. 

Berlin. E. Jahnke. 

Annuaire pour Tan 1902, publiö par le bureau des longitudes. Paris 
Gauthier-Villars. 1,50 fr. 

Das Oktavbändchen bietet auf 656 Seiten in bekannter mustergültiger 
Weise eine Fülle von Kalendern, Tabellen und Tafeln, wo man jede Zahl 
aus Physik und Technik nach dem Stande der neuesten Forschung ver- 
zeichnet findet. Wie schon die letzten Ausgaben enthält auch diese einen 
längeren Aufsatz aus der Feder des kürzlich verstorbenen Physikers A. Cornu 
über die gebräuchlichen elektrischen Einheiten. Außerdem sind dem Bändchen 
angehängt die folgenden Abhandlungen: Notice sur la fcelegraphie sans fil; 
par M. H. Poincare. — Les courants polyphases; par M. A. Cornu. — 
Sur l’application de la division decimale du quart de cercle a la pratique 
de la navigation; par M. E. Guyou. — Observatoire du sommet du Mont 
Blanc (creation et travaux); par M. J. Janssen. 

Berlin. E. Jahnke. 


Friedrich Kohlrausch. Kleiner Leitfaden der praktischen Physik. 

Leipzig 1900. B. G. Teubner 8°. 260 S. 

Die Einführung in das absolute Maßsystem, die in knapp gedrängter 
Form geschrieben ist, den Stoff aber in übersichtlicher für den Anfänger 
best geeigneter Weise bringt, bildet die Einleitung zu dem Leitfaden, der 
den angehenden Praktikanten bei der Anstellung seiner physikalischen Übungs- 
aufgaben führen und unterstützen will. Da das Maßsystem die Grundlage 
aller folgenden Messungen bildet, so ergibt sich die Voranstellung eigent- 
lich stofflich von selbst. Ihm folgt das fast wichtigste Kapitel. „Die Kritik 
der Messungsgenauigkeit“, nebst praktischen Angaben zur Erleichterung 
physikalischer Rechnungen. Der Leitfaden selbst schließt sich in der ganzen 
Art der Behandlung des Stoffes, in der Auswahl der Aufgaben der bekannten 
größeren Ausgabe an, wird aber dem Anfänger häufig bessere Dienste 
leisten, weil er kompliziertere Meßmethoden ausschließt, und weil er von 
jeder einzelnen Aufgabe resp. der Anleitung zu ihrer Ausführung, durch den 
Druck unterschieden, die physikalische Definition der anzustellenden Messung 
bringt. Durch diese Bereicherung ist dem Leitfaden ein wesentliches Hilfs- 
mittel zugefügt, das den Lehrer entlastet und den Praktikanten befähigt, 
selbständiger als bisher zu arbeiten. Vor allem ist demjenigen damit gedient, 
der nicht selbst Physiker das Praktikum als Nebenstudium treibt, so dem 
Chemiker, dem Pharmazeuten, Mediziner und Mineralogen. Für alle diese 
war der ältere Leitfaden zu umfangreich und wissenschaftlich zu abstrakt. 
Dann sind bei den einzelnen Aufgaben zweckdienliche praktische Winke 
gegeben, z. B. bei der für Chemiker so überaus wichtigen Bestimmung der 
Dampfdichte. Ich erwähne hier nur die Methode ihrer Bestimmung nach 
Dumas, die in Chemikerkreisen ihrer AusfÜhrungsschwierigkeit w r egen ganz 
zu Unrecht recht wenig beliebt ist, während sie doch den größten Grad 

11 * 
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der Genauigkeit bietet. Die Angaben zu ihrer Ausführung sind hier so 
vorzüglich, daß sie auch dein Praktikanten, der über bedeutendere manuelle 
Geschicklichkeit nicht verfügt, bei genauer Befolgung der Angaben, Schwierig- 
keiten nicht mehr bieten wird. 

Raum- und Zeitmessungen sind auf das notwendigste Maß beschränkt; 
sie bieten ein mehr abstrakt physikalisches Interesse, dem in der größeren 
Ausgabe in weiterem Umfange genügt wird. Speziell für den Chemiker 
sind wiederum die Methoden der Bestimmung des Gefrier- und Siedepunktes 
genau behandelt. Der Mineraloge und Mediziner wird in dem Abschnitt 
über optische Messungen alles Wünschenswerte finden. Die folgenden Kapitel 
über Magnetismus und Elektrizität geben auch dem Techniker alle modernen 
Meßmethoden. Sie werden eingeleitot durch die Bestimmung der horizon- 
talen Komponente des Erdmagnetismus nach der klassischen Gaußschen 
Methode. Die Einleitung zu den elektrischen Messungen bildet eine kurze 
Rekapitulation der praktischen Einheiten und der zwei wichtigsten Gesetze, 
des Ohmschen und des Kirchhoffschen. Dann folgen die gebräuchlichen 
Strom-Erreger und praktische Winke über Stromverbindungen und über die 
Behandlung von Meßwiderständen. 

Zunächst werden die Messungen an den hergebrachten physikalischen 
Instrumenten erläutert, dann mit den modernen technischen Apparaten. Hier 
scheinen mir die üblichen Instrumente zur Wechselstrom-Messung etwas 
zu kurz gekommen zu sein. Namentlich scheint mir das Hitzdrahtinstrument 
in der Ausführung von Hartmann und Braun einige Beachtung zu verdienen. 

Den Schluß dieses Abschnittes bilden Messungen von Potentialen. 
Daran reihen sich dio aus der größeren Ausgabe bekannten Tabellen. 

Der kleine Leitfaden wird allen denen, und vor allem auch Nicht- 
physikern und darin liegt die größte Schwierigkeit der Aufgabe, die physi- 
kalische Messungen auszuführen haben, ein willkommenes Hilfsmittel sein, das 
sie aufs trefflichste, soweit ein Buch dies überhaupt vermag, durch ihr 
Arbeitsgebiet hindurchgeleitet. 

Berlin. H. Boas. 

K. T. Fischer. Neuere Versuche zur Mechanik der festen und 
flüssigen Körper mit einem Anhänge über das absolute Maß- 
system. Ein Beitrag zur Methodik des physikalischen Unterrichts. 
Mit 55 Figuren im Text. Leipzig und Berlin, 1902. B. G. Teubner. 
68 S. 

Der Verfasser gibt eine Beschreibung der Versuche, die er im Münchener 
Ferienkursus von 1898 zur Erläuterung der mechanischen Grundbegriffe 
vorgeführt hat. Die Figuren sind meist nach Lichtbildern mit eingezeichnetem 
Maßstabe gegeben. Aus dem reichen Inhalt des Büchleins sei nur weniges 
hervorgehoben. Die Fallgesetze (auch im widerstehenden Mittel) werden 
(nach Boys) aus den Aufzeichnungen einer Stimmgabel abgelesen. Die 
Trägbeitsbahn zeigt der Verfasser an einer Kugel, die in der Berührenden 
ihrer anfänglichen Kreisbahn weiterrollt. Die Gleichheit von Wirkung und 
Gegenwirkung wird mehrfach z. B. dadurch vorgeführt, daß die frei be- 
weglichen Schienen eines Motorwagens letzterem entgegenlaufen. Die Masse 
wird nach Mach definiert, der Impuls durch eine Reihe von Versuchen als 
Zuwachs an Beweguugsgröße erläutert. Die Kompressibilität des Wassers 
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und die Drucke in Seifenblasen verschiedener Krümmung werden gemessen; 
auch eine neue Wellenmaschine, pendelnde Bleicylinder, die auf eine Gummi- 
schnur gereiht sind, wird beschrieben. Im Anbang sind die wichtigeren 
absoluten Maßeinheiten knapp abgeleitet; der Grund für die scheinbare 
Verschiedenheit der elektromagnetischen und der elektrostatischen Dimen- 
sionen ist erfreulich scharf betont. 

Einige Stellen dürfen nicht ohne Widerspruch bleiben. Der Unabhängig- 
keitssatz (S. 24) und das Beharrungsgesetz (S. 15) werden unter Vernach- 
lässigung der neueren Kritik als Erfahrungssätze behandelt; dementsprechend 
ist auch die Fassung des Beharrungssatzes unverständlich, da die Vorstellung 
eines „sich selbst überlassenen Körpers“ unvollziehbar ist; die Galilei zu- 
geschriebene Fassung des Gesetzes (S. 16) findet sich bei letzterem weder der 
Form, noch dem Inhalte nach. Daß es „unsinnig“ sei, „den Begriff Masse in 
der Statik auch nur zu erwähnen“ (S. 27), wird der nicht zugeben, der mit 
der Statik beginnen und doch den Begriff der Dichte geben möchte. Daß 
ein belasteter Tisch sich einbiegt, bis Druck und Gegendruck gleich geworden 
sind (S. 20 u. 28), „sieht“ man doch nicht. Der Satz von der Äquivalenz 
kinetischer und potentieller Energie folgt aus „Definitionsgleichungen“ 
(S. 33) nur für ein Massenteilchen, nicht für eine Massengruppe, wie sie 
bei der Fallmaschine zur Verwendtmg kommt. Der Versuch, welcher die 
Elastizität des Wassers zeigen soll, ist nicht zwingend, da dem Schüler die 
Volumänderung des Glases nur ausgeredet werden kann; wenn der Kom- 
pressibilitätsversuch, wie der Verfasser (wohl in Anlehnung an Mach) will, 
die Grundlage der Hydrostatik bilden sollte, so müßten auch die Elast izitäts- 
gesetze der festen Körper ihrer Statik voraufgehen. Würde nicht die „Vor- 
richtung zur Erzeugung von sinusförmigen Schwingungen“ (S. 57) durch 
Einführung einer Gelenkstange (statt des Schiebers G) wesentlich vereinfacht? 

Der Oberbecksche Versuch über „Pendelresonanz“ ist ein so ver- 
wickelter Vorgang, daß er Schülern kaum verständlich ist; auch ist er ent- 
behrlich, weil auf akustische und elektrische Resonanzen gar nicht anwend- 
bar; denn hier ist die Dämpfung der erzwungenen Schwingung die ent- 
scheidende Bedingung, die einen stationären Zustand des schwingenden 
Systems überhaupt erst herbeiführt. 

Der Verfasser kann sich mit Recht der Klarheit seines Buches rühmen 
(S. 27). Seine unterrichtlichen Meinungen freilich verraten empiristische 
Einseitigkeit. Mit der Erklärung, daß „Erfahrung die Grundlage aller Er- 
kenntnis“ sei (die übrigens mit mehr Recht Baco von Verulam als 
Pestalozzi zugeschrieben wird), ist nichts gewonnen, so lange der Begriff 
der Erfahrung Mißdeutungen ausgesetzt ist. Selbständigkeit des Denkens, 
deren Pflege der Verfasser dem naturwissenschaftlichen Unterricht zuweist, 
ist Charaktersache und somit vom Denkinhalt, sei er nun grammatisch oder 
naturwissenschaftlich, unabhängig. Wer die hübschen experimentellen Dar- 
bietungen des Verfassers für seinen Unterricht benutzen will, wird sorglich 
auswählen müssen, damit neben der Kunst des Experiments auch die denkende 
Betrachtung der ungekünstelten Natur zu ihrem Rechte kommt. 

Berlin. P. Joiiannesson. 
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1. Aufgaben und Lehrsätze. Lösungen. 

A. Aufgaben und Lehrsätze. 

79. 1. H. Schröter hat Math. Annal. 2, 561 zum crstenmale gezeigt, 
daß von zwei Dreiecken abc und ABC , die sechs fach perspektivisch liegen, 
die Ecken ubc des einen, sowie eine Ecke A des anderen Dreiecks will- 
kürlich angenommen werden können, daß jedoch alsdann die beiden anderen 
Ecken B, C des zweiten Dreiecks eindeutig bestimmt sind. 1 ) Die hohe 
Bedeutung dieses Satzes für die allgemeine Theorie der Kurven dritter 
Ordnung geht aus dem von mir (zuerst in Math. Ann. 7, 455 und später in 
diesem Archiv (3), 1, 252 — 254) bewiesenen Theorem hervor: 

„Wenn zwei Dreiecke auf sechsfache Art perspektivisch liegen, so sind 
ihre 9 Schnittpunkte die Wendepunkte jeder durch sie gelegten Kurve dritter 
Ordnung.“ 

Aus dieser meiner Ergänzung des Sch röter sehen Satzes hat z. B. 
Herr H. Wiener durch die einfachsten geometrischen Hilfsmittel die wesent- 
lichen, beim syzygischen Büschel auftretenden Gruppen kurz und elegant 
abgeleitet. 

(Vgl. dessen Werk: Die Einteilung der ebenen Kurven und Kegel 
dritter Ordnung in 13 Gattungen. Halle a. S. 1901.) 

2. Jede Gerade ( u x = 0) trifft eine Kurve dritter Ordnung f = 0 in 
3 Punkten, deren Tangentialpunkte bekanntlich in einer Geraden (, »Be- 
gleiterin“) A — 0 liegen. Man vgl. über die Bildung der Gleichung yi = 0 
meine Arbeit in den Mathematischen Annalen 8, 136 ff. 

Bedeutet A = 0 die Gleichung der Hesseschen Kurve von f = 0, so 
ist ebendaselbst bewiesen: 

„Die Begleiterinnen der Geraden u x — 0 in Bezug auf den Kurven- 
büschel x/'-f- kA = 0 bilden einen zu diesem projektivischen Strahlenbüschel: 
xA + kM — 0.“ 

3. Durch Verknüpfung der beiden Sätze in 1. und 2. entsteht folgende 
Grundaufgabe: 

Es sei ein syzygischcs Kurvenbüschel 3. Ordnung durch die Ecken a, b. c 
des einen reellen Wendepunktsdreiecks und die eine reelle Ecke des ewätm 
fundamentalen syzygischen Dreiecks gegeben. Wie konstruiert man den l\inkt 
in welchem sich die sämtlichen Beglcitci'innoi einer gegebenen Geraden 
schneiden? 

1) Man vgl. die zuBammenf’assende Konstruktion Schröters 1. c. p. 562 
sowie mein Theorem in diesem Archiv 1, 264. 
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Für den Kenner von Plückers „System der analytischen Geometrie“ 
wird die Wichtigkeit dieser Konstruktion sofort einleuchtend, wenn die ge- 
gebene Gerade mit der unendlich fernen zusammenfttllt. 

Darmstadt, 28. Dezember 1902. S. Gundelkinger. 


U. Losungen. 

Zu 5. (Bd. 1, S. 206) (E. Lampe). Wühlt man P als Ursprung, so 
lautet die Gleichung der Ellipse 

b 3 x 3 -f a 3 y 3 — 2 b 3 px — 2 a^qy = 0, 


wobei a 3 q 3 -\-b 3 p 3 — «*b s =0 sein muß. Um den Krümmungsradius in P 
leicht berechnen zu können, bedient man sich der folgenden bekannten 
Konstruktion: Man zieht die Sehne PQ, die zur Tangente PT in Bezug auf 
die Achsen symmetrisch ist, dann trifft das auf PQ errichtete Mittellot die 
auf PT senkrechte Ellipsennormale PN im Krümmungsmittelpunkte K. Da 
PT die Gleichung b 3 px + a 3 qy = 0 hat, so ist die Gleichung von PQ 
offenbar b 3 px — a 3 qy — 0; die 
Koordinaten von Q sind daher 

4 o*q*n 4 o*» 

” öV+bV ft»” 5 

4 b i p i q 4 p*q 

y** = o* 3 * -f- b*p* o* 

Mithin sind die Koordinaten von K 

P ( a< 2* + b 4 p*) 

PP « 

_q («V ±_ 6 V) 

XjK ~~ o*b 4 ' 

Daher ist 

(«V + b'p*)* m 

Pb* ' 

also ist a* b*p 3 = fypPli 3 . Die Fußpunkte N V N V JY S der drei Ellipsen- 
normalen, die außer PK noch durch P laufen, liegen auf der Apoll onischen 
Hyperbel 

c 3 xy — a 3 qx -f- b 3 py = 0, 



wenn c* = a 3 — b 3 ist. Die Abscissen der drei Punkte genügen also der 
kubischen Gleichung 


b 3 x -f 


a°q 1 


(c*x -f- Ppy 


— 2 b 3 p — 




c*x -f- b*p 


— 0. 


Hieraus folgt, daß 


2p(a i q*-{- b*p r ) 
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sein muß. Setzt man nun in der Gleichung der Ellipse und der Hyperbel 
x — r cos 9 und y = r sin cp, und eliminiert man r, so ergibt sich 


oder 


a* — c* cos cp 2 b*p cos cp - (-2 a*q sin cp 
c* sin cp cos cp a*q cos cp — b'p sin cp 

a 2 c 2 tf cos 3 9 + 0' 3 — c 2 ) cos <p = b s p sin <p (a 2 + c 2 cos 2 cp). 


Durch Quadrieren erhält man eine Gleichung, die in Bezug auf cos 8 cp 
kubisch ist. Bei nochmaliger Anwendung des Vietasatzes findet man 


COS 2 cp x • cos 2 9, • COS 2 9 S = c ^q’+ b *])*) 


Daher ist 

PN X • PJV 2 • PA r s = 




cos cpy • cos 9 S • cos 9 S 


2}/(äV + & 4 J»*) S 2 o*6*P 


a*6*c s 


Breslau, d. 26 . Januar 1903 . 


0. Gutsche. 


Zu 49 . (Bd. III, S. 170 ) (W. Fr. Meyer). Über die einem Tetraeder 
einbeschriebenen Rotationsflächen zweiten Grades, insbesondere Kugeln. Im 
folgenden gebe ich eine Lösung der von mir 1 . c. gestellten Aufgabe, in 
der Hoffnung, den Leser dadurch in den Stand zu setzen, mittels der an- 
gewandten Methoden ähnliche Sätze zu finden und zu beweisen. Ich mache 
besonders darauf aufmerksam, daß der Kern der ersten Betrachtung eine 
spezifische Darstellung des Kugelkreises ist. 

Ein vorgelegtes Tetraeder T werde als Koordinatentetraeder benutzt, 
d. h. die Koordinaten x u x^ a* 3 , eines Punktes P seien proportional den 
(mit richtigem Vorzeichen zu nehmenden) Abständen von den Ebenen des 
Tetraeders. Die Mittelpunkte der acht dem Tetraeder T einbeschriebenen 
Kugeln haben dann die Koordinaten ± 1; sie liegen auf den Ebenenpaaren, 
die die Flächen winkel des Tetraeders halbieren: 

(1) x[ — x\ = 0, x\ - x* = 0, ** - x\ = 0, . . X* - x\ = 0, 

und bilden demnach die Grundpunkte eines Netzes N von Flächen 2. Ord- 
nung, nämlich: 

(2) N = x (.rj — 4) + A (tf 2 — X‘) -f y (x* — x\) = 0, 

wo die x, A, y Parameter bedeuten. 1 ) 

Ein Punktepaar P = (*), Q = (y) ist dann und nur dann konjugiert 
in Bezug auf das Netz jV, wenn es in Bezug auf die drei Ebenenpaare (l) 
konjugiert ist, d. h., wenn die x i den y { umgekehrt proportional sind: 

(3) Q x iVi — I > 

unter p einen Proportionalitätsfaktor verstanden. 

1) Auch im folgenden dienen Buchstaben, wie x, A, g, v, p, to stets zur Be- 

zeichnung von Parametern. / 
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Die Gleichung des Kugelkreises 1 ) lautet in Ebenenkoordinaten (w): 

(4) K =u\ -f «| ti| + u\ — 2 ttj Mj cos a 12 — 2 u 3 cos a 13 

— 2 Wj u 4 cos cf 14 — 2 wjM s cos a 23 — 21 ^ m 4 cos a 24 — 2 u 3 w 4 cos cr 34 = 0, 

wo die a ik die Innenwinkel bedeuten, die je zwei der Ebenen von T mit- 
einander bilden. 

Die Gleichung des Punktepaares P, Q (3) ist: 

(5) u x u y = -f u 2 * 2 + -f « 4 ^ 4 ) («i#i + Hh + + u 4 // 4 ) = 0. 

In der Schar von Flächen 2. Klasse: 

(6) vu x u y — K = 0 

gibt es eine und nur eine, nämlich dem Parameterwerte v = q ent- 
sprechende Fläche <2>: 

(7) 0 = - K = 0, 

in deren Gleichung wegen (3) die Quadrate der u ( herausfallen, die also 
dem Tetraeder T einbeschrieben ist. 

Sei umgekehrt O irgend eine dem Tetraeder T einbeschriebene Fläche 
2. Klasse mit der besonderen Eigenschaft, daß sich in der Schar K=0, 

etwa für den Parameterwert w = »,, ein Punktepaar ( x ), (y) befinden soll, 
so gilt die Identität: 

(8) w, 0 + K = nu x u y , 

wo n eine von Null verschiedene Konstante bezeichnet. Die Identität (8) 
kann aber nur so befriedigt werden, daß: 

(9) nx i y i = 1 

wird, d. h. mit Rücksicht auf (3), das Punktepaar (x), ( y ) ist dann be- 
züglich des Netzes N konjugiert. 

Es erübrigt nur noch, auf elementarem Wege zu zeigen, daß eine, ans 
irgend einem Punktepaar PQ, wo P, Q zwei beliebige Raumpunkte seien, 
und dem Kugelkreise K zusammengesetzte lineare Schar von Flächen 2. Klasse 
nichts anderes ist, als eine Schar konj'okalcr Rotationsflächen 2. Ordnung , mit 
P, Q als den beiden festen Brennpunkten, und daß umgekehrt irgend eine 
Rotationsfläche 2. Ordnung stets aufgefaßt werden kann als Individuum einer 
Schar, der einerseits der Kugelkreis AT, andererseits das aus den beiden 
festen Brennpunkten der Fläche bestehende Punktepaar angehört. 

Rückt im besondern der eine der beiden Punkte P, Q in bestimmter 
Richtung ins Unendliche, so tritt der Grenzfall einer Schar kon fokaler 
Itotationsparaboloide ein, und umgekehrt läßt sich irgend ein Rotations- 
paraboloid stets auffassen als Individuum einer Schar, der einerseits der 


1) Vergl. etwa das Lehrbuch von Salmon-Fiedler oder das von ClebBch- 
L indem ann über Raumgeometrie. Man gelangt zu der Darstellung (4) am ein- 
fachsten, wenn man die Bedingung aufstellt, daß eine Ebene auf sich selbst 
senkrecht steht. 


170 


Vermischte Mitteilungen. 


Kugelkreis, andererseits das aus dem festen Brennpunkte der Fläche und 
dem unendlichen fernen Punkte ihrer Achse bestehende Punktepaar angehört. 

Indem wir jetzt mit gewöhnlichen rechtwinkligen Punktkoordinaten 
x, y, z und zugehörigen Ebenenkoordinaten u , t?, w operieren, lautet die 
Gleichung des Kugelkreises K: 

(10) KT=m* + v* + tc* = 0. 

Das Koordinatensystem werde so gelegt, daß sich das vorgelegte 
Punktepaar PQ auf der x- Achse befindet, so daß der Anfangspunkt 0 die 
Strecke PQ = 2 c halbiert. Dann wird die Gleichung des Punktepaares P, Q: 

(11) u 2 c* —1=0, 

und die Gleichung der aus den Flächen 2. Klasse (10), (11) zusammen- 
gesetzten Schar: 

(12) m*c 8 — 1 -f X (u 2 + v* -f- to*) = 0. 

Um die Gleichung dieser Schar in Punktkoordinaten zu schreiben, be- 
rücksichtige man, daß die Koordinaten x, y, z des Berührungspunktes 
einer Tangentialebene (u, v, ic ) von (12) die Werte haben: 

(13) x =* u (e* -f- l), y — Xv y z — Xtc, 

woraus unmittelbar folgt, daß die Flächenschar (12) in Punktkoordinaten 
die Gleichung besitzt: 

** .»•+*• ! 

e*-f l “*■ X ” A - 

Diese Fläcbenschar (14) entsteht durch Rotation der Schar konfokaler Kegel- 
schnitte mit den beiden festen Brennpunkten P, Q: 

(i5) + »• 

um die x- Achse. Umgekehrt Läßt sich irgend eine Rotationsfläche 2. Ordnung, 
die einen Mittelpunkt besitzt, also ein Rotationsellipsoid oder -hyperboloid, 
erzeugen durch Rotation des Mittelpunktskegelschnittes: 




um die x- Achse. Ist e die lineare Exzentrizität, so hat man, je nachdem 

(16) eine Ellipse oder Hyperbel darstellt, 

(17) e 2 = « 2 q:& 2 , 


und die vorgelegte Rotationsfläche ist durch die Gleichung: 


(18) 


_** , y* + ** 

e* ± b • ' ± b * 


dargestelll Diese geht aber aus (14) hervor, indem man dem Parameter 1 
den Wert dt b 8 erteilt; somit wird nach Obigem ihre Gleichung in Ebenen- 
koordinaten: 


(19) 


(u 2 c 2 — 1) ± 6 2 (u 2 4- v* -f- w*) = 0. 
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Die Brennpunkte P, Q (u 2 e* —1=0) der Fläche (19) sind natürlich 
nur reell bei Rotation des Kegelschnittes um seine Hauptachse. 

Analog erledigt sich der Grenzfall des Rotationsparaboloides. 

Der eine der beiden Punkte P, Q sei der unendlich ferne Punkt der 
x- Achse, während der andere, ebenfalls auf der x-Achse, die Koordinate 
x = 4 f P besitze, so daß die Gleichung des Paares wird: 

(20) u (up — 2) = 0. 

Dieses Paar bildet mit dem Kugelkreis die Schar von Flächen 2. Klasse: 

(21) — u (up — 2) 4* A (u* -f v 9 -f tc*) = «* (1 — p) -f A (t? 8 + <£*) + 2 m = 0. 

Dann sind die Koordinaten m, v, tc einer Tangentialebene einer Fläche 
der Schar (21) mit den Koordinaten x, y, z ihres Berührungspunktes durch 
die Relationen verbunden: 

(22) — ux = u (1 —p) -f 1 d. i. u = j j—p— , — uy = vX y — uz=tck 

Somit wird die Gleichung der Schar (2l) in Punktkoordinaten: 

(23) y 2 + * 8 ~ 2Ax - X (X - p) = 0. 

Diese Schar entsteht aber durch Rotation der Schar: 

(24) y* = 2 Ax + X (A -p) = 2A (x - \p) + A 8 

um die x-Achse. Da die Gleichung (24) die Schar konfokaler Parabeln 
mit dem festen Brennpunkt x = y = 0 und der x-Achse als Achse dar- 
stellt, so ist (23) oder (21) die Gleichung der Schar konfokaler Rotations- 
paraboloide mit dem festen Brennpunkt x — \p, y — 0, r = 0 und der 
x-Achse als Achse. 

Ist endlich umgekehrt irgend ein Rotationsparaboloid vorgelegt, so 
läßt sich dessen Gleichung in der Scheitelform ansetzen: 

(25) y 8 + z 8 = 2 px. 

Dann ist die x-Achse die Achse der Fläche (25), und ihr Brennpunkt 
hat die Koordinaten x = -|j), y — 0, z = 0. 

Zwischen den Koordinaten x, y, z eines Punktes der Fläche und den 
Koordinaten u, v, w seiner Tangentialebene bestehen die Relationen: 

(26) mx = — 1 , pxv = y, pxtv — z, 

mithin wird die Gleichung der Fläche (25) in Ebenenkoordinaten: 

(27) p ( v 8 -f tc 2 ) -f 2u = p (m 8 -f v 3 4- w 8 ) — m (up — 2) = 0, 

d. h. das Rotationsparaboloid (25) gehört der Schar (21) an; man hat nur 
dem Parameter A den Wert p beizulegen. 

Damit ist der in Rede stehende Satz völlig bewiesen. Er möge mit 
besonderer Berücksichtigung des Reellen nochmals ausgesprochen werden: 

Vorgdcgt sei ein reelles Tetraeder T. Die Mittelpunkte der acht dem 
Tetraeder einbeschri ebenen Kugeln sind redl und bilden die Grundpunkte 
eines reellen Netzes N von Flächen 2. Ordnung. Sind dann zteei reelle 
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Punkte P, Q konjugiert 1 ) in Bezug auf das Netz N, so sind sie die reellen 
Brennpunkte einer reellen, dem Tetraeder einbeschriebenen Notationsfläche 
2. Ordnung und umgekehrt. 

Fallen im besondern die beiden Punkte P, Q in einen, P, zusammen, 
so wird die zugehörige Rotationsfläche eine Kugel mit P als Mittelpunkt. 
In der Tat sind die acht Mittelpunkte der T einbeschriebenen Kugeln die 
einzigen Punkte, die bezüglich N sich selbst konjugiert sind. Betrachtet 
man ferner alle Punktepaare P, Q, von denen ein Punkt im Unendlichen 
liegt, so beschreibt der andere diejenige Fläche, die vermöge (3) der un- 
endlich fernen Ebene entspricht. Da die Gleichung der letzteren ist: 

(28) X l^l + 2*8^2 -f — 0, 


wo die die Inhalte der vier das Tetraeder T begrenzenden Dreiecke 
sind, so ist die Gleichung der fraglichen Fläche: 


(29) 


4 + 4 - + 4 - + 4 - 0 ; 

1 m o- 


X 


x m 


x. 


X. 


letztere ist also eine Fläche 3. Ordnung F s mit vier Knotenpunkten in den 
Ecken von T: 

Der Ort der Brennpunkte der einem Tetraeder einbeschriebenen Notations- 
paraboloide ist die Fläche 3. Ordnung (29). 2 ) 

Für diese Fläche lassen sich die bekannten Sätze über die auf einer 
beliebigen Fläche 3. Ordnung gelegenen Kurven spezialisieren. So gibt es 
auf ihr, abgesehen von den Kanten des Tetraeders T, noch drei und nur 
drei in einer Ebene 8 ) gelegene Geraden, von denen jede zwei Gegenkanten 


1) Elementar ausgedrückt, heißt das, die Punkte P, werden von jeder 
Tetraederkante durch zwei Ebenen projiziert, die gegen die Halbierungsebenen 
des bezüglichen Flächenwinkels gleicn geneigt sind. 

2) Umgekehrt besitzt jede F mit vier Knotenpunkten die Eigenschaft: Ist 
P ein beliebiger Punkt der p„ und F t eine, dem Tetraeder der Knotenpunkte 
einbeschriebene Rotationsfläche 2. Ordnung, deren einer Brennpunkt P ist, so 
beschreibt der andere Brennpunkt Q eine Ebene, wenn P die F s durchläuft. 

Denn die Gleichung der F t ist: — -f- — -j-~ + “ — 0. Und da die drei 

X ] x t x a X, 

Geraden dieser F a in der Ebene — -j- — liegen, so ergibt 

X | x a x a x t 

sich unmittelbar der Satz: 

,,Gegeben sei ein Tetraeder T und eine beliebige Ebene E. Das von E aus 
T ausgeschnittene Vierseit, besitzt ein Hauptdreieck, dessen Seiten o., </, seien. 

Ist P irgend ein Punkt einer dieser drei Geraden, etwa von g, , ferner F eine, 
T einbeschriebene Rotationsfläche 2. Ordnung, deren einer Brennpunkt P ist, so 
beschreibt, wenn P die Gerade g x durchläuft, der zweite Brennpunkt Q von F eben- 
falls eine Gerade, h x . Diese drei Geraden h t , h ,. h a liegen in einer Ebene H, deren 
Schnittpunkte mit den Kanten von T zu den entsprechenden Schnittpunkten mit 
der Ebene E harmonisch liegen bezüglich der beiden, auf der jeweiligen Kante 
gelegenen Punkte, die von den Halbierungsebenen des gegenüberliegenden Flächen- 
winkels ausgeschnitten werden. 

3) Die Gleichung dieser Ebene ist: ~ -f- —■ -f- —■ —■ = 0. Die Treff- 

^3 ^4 

punkte der drei Geraden auf den Kanten von T halbieren offenbar stets die Strecke 
der beiden Punkte, in denen die bez. Kante von den Halbierungsebenen des 
Gegen-Flächenwinkels getroffen wird. 
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von T trifft: Jeder Punkt einer dieser drei Geraden ist also der Brenn- 
punkt eines T einbeschriebenen Rotationsparaboloides u. s. f. 

Der im obigen dargelegte Satz über das Tetraeder ist ersichtlich die 
Verallgemeinerung eines bekannten Satzes über das Dreieck. Umgekehrt 
hat es keine Schwierigkeit, ihn auf den Raum von n Dimensionen aus- 
zudehnen. 

Bei aufmerksamer Betrachtung des oben bewiesenen Satzes bemerkt 
man, daß die eigentliche Quelle desselben in der Apolaritütstheorie liegt. 
In der Tat spielt der Kugelkreis K beim Beweise nur die liolle irgend 
einer (nicht notwendig ausgearteten) zum Flächennetz N (2) apolaren Fläche 
2. Klasse. 

Die Schar, die sich aus einer solchen Fläche A und einem (bezüglich 
JV konjugierten) Punktepaar P, Q 1 ) (5) linear zusammensetzt, enthält eine 
(und im allgemeinen nur eine) dem Tetraeder T einbeschriebene Fläche 
2. Klasse (l>; umgekehrt, enthält eine aus einer Fläche A und einer Fläche 
gebildete lineare Schar ein Punktepaar, so ist dieses Punktepaar konjugiert 
bezüglich des Netzes N. 

Endlich ist jede Fläche der Schar, die sich aus einem (bez. N kon- 
jugierten) Punktepaar P, Q l ) und aus einer Fläche O zusammensetzt, eine 
Fläche A. 

Bei dieser Verallgemeinerung sind auch die dualistischen Sätze ohne 
weiteres auszusprecheu. Es mag genügen, zu dem Behuf die geometrische 
Bedeutung der zu (3) dualistischen Transformation: 

(3') au i v i = 1, 

zu erläutern, wo c wiederum ein Proportioualitätsfaktor und die u { , v { 
Koordinaten zweier Ebenen sind. 

Zwei vermöge (3') zugeordnete Ebenen (u), (y) sind konjugiert in 
Bezug auf die Scharschar N von Flächen 2. Klasse: 

(2') N = %' (u~ — wf) + (uj - ul) -f (i (u* — M“) = 0, 

der die Punktepaare: 

( n H _ M * = °» < ~ u l - °> u * - u * = °> 

Uj — u* = 0, Wj — u* = 0, — uj — 0 

1) Dieses Pxinktepaar P, Q ist in dem ersten und dritten der angeführten 
Sätze ersetzbar durch eine bez. N konjugierte Fläche 2. Klasse B. Und da die 
Schar B -J- IK = 0 nichts anderes ist als die Schar der zu B konfokalen Flächen, 
so gilt unmittelbar: 

„Ist B eine Fläche 2. Klasse, die konjugiert ist zum Flächeunetze N eines 
Tetraeders 2’, d. h. für die die von irgend einer Kante von T an sie gehenden 
Tangentialebenen stets gleich geneigt sind gegen die Halbierungsebenen des zu- 
gehörigen Flächen winkeis , so geht diejenige Fläche der zu B konfokalen Schar, 
die durch irgend eine Ecke von T geht, auch durch die drei andern Ecken von 2’“ 
und : 

„Ist <I> irgend eine einem Tetraeder T einbeschriebene Fläche 2. Klasse, so 
ist jede Fläche der zu konfokalen Schar konjugiert zum Flächennetze N von T, 
d. h. die von irgend einer Kante von T an die Fläche gehenden Tangentialebenen 
sind gleichgeneigt gegen die Halbierungsebenen des zugehörigen Flächen winkeis. 
Die sämtlichen Paare der so entstehenden Tangentialebenen bilden gerade die 
Involution, deren Doppelelemente die fraglichen Halbierungsebenen sind.“ 
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angehören. Diese sechs Punktepaare sind offenbar die auf den Kanten von T 
von den Halbierungsebenen (l) der gegenüberliegenden Flächen winkel aus- 
geschnittenen Punktepaare. 

Die in der Transformation (3') sich selbst entsprechenden Ebenen 
(„Einheitsebenen“) haben zu Koordinaten die positive oder negative Einheit, 
<1. h. ihre Gleichungen sind: 


(30') 


E l = x 1 + + x z -f x 4 = 0, 

-Eg = r, -f x 2 — x 3 — x 4 = 0, 

E s == x x — x s + x 3 — x 4 = 0, 

E 4 == — Xi + x % + x a — x A = 0; 


E b == Xi + x t + x 2 — x A = 0, 

E e = x x + x t — x t + x A = o, 

E-j = + ^ = 0 , 

E 8 = — x x -f x a + x 3 + — 0. 


Vertauscht man hier die x mit den u, so sind die entsprechenden 
Gleichungen: 

M t = «i + u, + m 8 + u 4 = 0, M 5 = m x -f- n 8 + Uj, — m 4 = 0, 

M i = «1 + «s - «3 - M 4 = o, Jf 6 = u t -f u 2 — u s 4- u 4 = 0, 

M a = Ui — Mg 4- Mj — w 4 — 0, Jf 7 = Mj — Mg + M s 4- M 4 = 0, 

3f 4 = — U x 4- Uz 4- M 8 — m 4 — 0; 3fg =- «!-!- Mg 4- «3 + m 4 = 0 


(30) 


die Gleichungen der acht Mittelpunkte M der T einbeschriebenen Kugeln, 
oder auch die der acht „Einheitspunkte“ der Transformation (3). Und 
zwar sind genauer die vier Kugeln mit den Mittelpunkten M bJ M 6 , Af 7 , 3f g 
die vier „An kugeln“ von T, die je eine T - Ebene von außen, die drei 
anderen von innen berühren, hingegen von den vier anderen Kugeln mit 
den Mittelpunkten M l% M a , M s , M 4 die erste die „Inkugel“ von 2’, die 
übrigen die in den Scheitelräumen der Flächenwinkel von T gelegenen. 

Die beiden Ebenenquadrupel (30') E t . . . i? 4 ; E a . . . E a bilden zwei 
Tetraeder T t , 7’ s , die offenbar auf vierfache Art perspektiv liegen; denn 
aus den Gleichungen (30') geht sofort hervor, daß jede Ebene des einen 
Quadrupels die vier Ebenen des andern Quadrupels in vier Geraden trifft, 
die in einer Ebene von T liegen, und daß auf diese Weise gerade die vier 
Ebenen von T erschöpft werden. Diese Beziehungen der beiden Tetraeder 
T v Tg (30') zu T werden kürzer durch die eine Identität zusammengefaßt: 

(31) T x — Tg == — 4S x 1 x i x a x iy 

d. h. die drei Tetraeder T, T v T s bilden ein Tripel „desmischer“ Tetraeder. 

Genau das Dualistische gilt von den beiden Tetraedern, die aus den 
beiden Quadrupeln M t . . . M A ; M b . . . M a der Punkte (30) gebildet werden. 

Aber diese beiden Tetraeder sind keine anderen als T t , T r Denn jede 
Ebene des ersten Quadrupels (30') geht gerade durch je drei der Punkte 
des ersten Quadrupels (30), und das nämliche gilt für die zweiten Qua- 
drupel (30'), (30). 

Es ergibt sich somit der Satz: 

„Die Mittelpunkte der acht einem Tetraeder T einbeschriebenen Kugeln 
lassen sich, und zwar nur auf eine Art, zu zwei l'etradcrn T v T t zusammen- 
fassen, die mit T in desmischer Lage sind. Während die Ecken der beiden 
Tetraeder ’1\, 1\ die Einheitspunkte der Transformation (3) sind, sind die 
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Ebenen der beiden Tetraeder T x , T t die Einheitsebenen der Trans- 
formation (3'). 

Und während irgend zwei durch die Transformation (3) einander 
zugeordnete Punkte von jeder Kante des Tetraeders T durch ein Ebenenpaar 
projiziert werden, das harmonisch ist zu dem Paar von Halbierungscbenen 
des bezüglichen F lachen winkeis , schneiden irgend zwei durch die Trans- 
formation (3') einander zugeordnete Ebenen jede Kante von T in einem 
Punktepaar, das harmonisch ist zu dem Punktepaar, in dem die Kante von den 
Halbierungsebenen des gegenüberliegenden Flächenwinkels von T getroffen wird.“ 

Endlich ergibt sich auf demselben Wege, daß die drei Tetraeder T, 
Tj, T s auch insofern ein symmetrisches Verhalten zeigen, als immer die acht 
Ecken je zweier derselben die Grundpunkte eines Flächennetzes 2. Ordnung 
sind, und die bezüglich des Netzes konjugierten Raumpunkte eine Trans- 
formation von der Art (3) involvieren, deren Fundamentaltetraeder eben das 
dritte der obigen Tetraeder ist (sodaß also jede Ecke desselben bez. jeder 
Fläche des Netzes der Pol der Gegenebene ist). 

Königsberg i. P. W. F. Meyer. 


Zu 74. (Bd. IV, S. 350) (G. Olitsch). B kann unter folgender 
Bedingung nie gewinnen: Wenn n — 1 die höchste Zahl der Gegenstände 
bedeutet, die jeder wegnehmen darf, so hat A darauf zu achten, daß zuletzt 
n Dinge liegen bleiben; dies erreicht er mit Sicherheit dadurch, daß der 
vorige Rest 2 n ist; geht man in dieser Weise rückwärts, so ergibt sich, 
daß A zu Anfang r Gegenstände wegzunehraen hat, die durch die Gleichung 

s = r (mod. n) 

bestimmt sind. 

Es ist nicht nötig, daß s eine Primzahl darstellt. Es genügt, daß n 
nicht ohne Rest in s enthalten ist. Das Verfahren ist eine Abart des zu 
meiner Zeit in Studentenkreisen oft geübten Spieles, durch fortwährende Addition 
einer Zahl innerhalb des Intervalles 1 bis 10 zuerst die Zahl 100 zu erreichen. 

Sagan. P. Kokott. 


2. Kleinere Notizen. 

Über die Darstellung der Zahlen einiger algebraischen Körper als Summen 
von Quadraten aus Zahlen des Körpers. 

Es bedeute P den absoluten Rationälitätsbereich. Dann ist nach 
Fermat jede ganze positive Zahl 

(!) * = 

V = 1 

Dasselbe gilt offenbar für jede gebrochene positive Zahl: 



*=i 
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Es ist nun merkwürdig, daß in P (*), das heißt dem durch Adjunktion von 


i-W-i 

zu P entstehenden Körper alle Zahlen sich als Summe von nur zwei 
Quadraten auf unendlich mannigfache Art darstellen lassen: 

(s) o + m-(£ + 1 + elf +(«- V< + r e <)’> 

wo c eine beliebige Zahl aus P bedeutet. Falls 6 = 0, fl < 0, ist: 

(4) - « (“'*)* 

r = 1 

rn 

Es werde jetzt zu P der reelle Wert von y#, wo z positiv-rational sei, ad- 
jungiert. Falls dann w =» 2 ft ■+- 1, so kann man jede Zahl 


r=0 


a 


in der alle -ß- > 0 und natürlich rational sind, in 8 ft -f- 4 Quadrate zer- 
legen auf diese Art: 


*M+ 1 




(5) k =2 ?t+ > / ^ r+,, l} 


- -yyc/'-Mm = 


* e= i 


\K £ ’ v i 


Hierbei ist 


a vß** y = ^ V*\> 


gesetzt worden. 

Diese Darstellung ist nicht möglich, wenn m = 2 ft grade ist. Z. B. inj 
P(V'2) ist: 

VA + ^ («, + ß, V 7 *)\ 


denn es müßte 


^4 + 2ßl = 0 


sein, was unmöglich ist. 

Potsdam, am IG. August 1902. 


Otto Meissner. 
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Sur l’^quation differentielle du mouvement d’un projectile 

spherique pesant dans lair; 

Par M. Paul Appell a Paris. 

1. — Lorsquon Studie le mouvement du centre de gravite d’un 
projectile spherique pesant dans lair, on admet ordinairement que la 
resistance de l’air se traduit par une force R appliquee au centre de 
gravite, dirigee en sens contraire de la vitesse v de ce point et fonc- 
tion de cette vitesse. En designant par m la masse du projectile, par g 
l’acceleration due a la pesanteur, nous poserons 

R = ingcpiy), 

cp etant une fonction positive et croissante de la quantite positive v. 
Sans discuter ici la valeur de cette hypothese, nous indiquerous une 
methode permettant de ramener i’integration des equations differentielles 
du mouvement a Integration d’une equation qui a ete etudiee en detail 
par divers auteurs. 

Rappeions d’abord brievement ä quelle equation differentielle on 
ramene ordinairement le probRme. Prenons pour origine 0 la position 
initiale du centre, pour plan xOy le plan vertical passant par la vitesse 
initiale Ov 0 , pour axe Oy la verticale ascendante, pour axe Ox l’hori- 
zontale faisant avec Ov 0 un angle aigu. Appelons a un instant t , x et 
y les coordonnees du centre, v la vitesse, a l’angle que fait la vitesse 
avec Ox , cet angle etant compte positivement de Ox vers Oy. On 

a aiors dx du 

-tt = v cos a , -j7 = v sin a: 

dt 7 dt 1 

le centre de gravite se meut comnie un point de masse m sollicite par 
le poids mg ayant pour projections sur les axes 0 et — mg, et par 
la resistance R = m(jcp{y ) ayant pour projections — mgcpiy) cos u et 
— ingcp (y) sin u. Les equations du mouvement sont donc 

d (v cos a) / \ 

m - - - - == — mg(p(v) cos a, 

m v. — — mg — mgcpiy) sin a. 
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En divisant membre ä mernbre, on a l’equation 


d (t? sin a) 1 + 9 ( ® ) sin 


d ( v cos a) q> (t?)cos a 
qni devient, aprfcs reductions, 


(i) 


cos adv — v [sin a + q> (v)] da. 


Telle est l’equation differentielle classique liant v et a. Une fois cette 
equation integree, on ach&ve le probleme par des quadratures. (Voyez, 
par exemple, mon Traite de mecanique, tome I). 

2. — Nous allons montrer que cette equation se ramene ä la 
forme 


que j’ai etudiee en detail dans un Memoire « Sur les invariante de quel- 
ques equations differentielles » insere au Journal de Mathematiques de 
M. Jordan (4 i6m ® Serie, t. V, 1889). Cette equation a egalement ete 
etudiee par M. Roger Liouville (Comptes Rendus, 6 septembre 1886, 
12 septembre 1887), par M. Painleve (Annales de l’Ecole Normale 
3 i4mo Serie, t. 8, 1891) et, dans des cas particuliers, par M. Elliot 
(Annales de l’Ecole Normale, 3 i6me Serie, t. 7, 1890). Ces diverses 
reclierches se trouvent resumees et compl^tdes dans un expose syste- 
matique intitule «. Beitrag zur Integration der Differentialgleichung 

~ ~ Po + Pitt + PsU* + Psl/ 3 » von Richard Güntsche (Wissenschaft- 
liche Beilage zum Programm der dritten Realschule zu Berlin, Ostern 
1893, Programm Nr. 120, Gärtners Verlagsbuchhandlung). 

Chaque cas d’integrabilite de cette equation (2) donnera ainsi un 
cas d’integrabilite du probRme balistique, et inversement. 

3. — Pour transformer l’equation (1), prenons v comme variable 
independante et rempla^ons a par une variable z definie par la relation 


( 2 ) 


/ x = Co + 3<i.V + 3«!»* + Vf 


( 3 ) 



qui donne en differentiant 

(l Z * i 

v cos uda = r — [sin a + <p(v) + v<p'(v')] dv. 

Z K 


L’equation (1) devient alors, si l’on y remplace da par la valeur ci- 
dessus et sin a + cp (v) par ^ : 
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Mais, comme 


on a 


1 

sin a = 

vz 


<p(v)> 


cos 8 u — 1 


J_ , ‘^(*0 

v t z t ' vz 


(p\v). 


En rempla^ant et reduisant, on a enfin l’equation 
(4) % = «, [,>*(«) - 1] - [2y(«) + •»'(«)] ** 


qui est bien du type annonce (2) oü 

c 0 = 0, Cj = 0, 3c, = - [2qp(t>) + tVWL ^ = v[tp\v) - 1]. 

En appliquant alors a cette ^quation les methodes employees dans les 
Memoires cites plus haut, on obtiendra des cas d’integrabilite de cette 
£quation (4). 

Inversement les cas d’integrabilite de l’equation (1), tels que le 
cas classique de Dalembert et de Legendre 

( p(v ) =» a ■+• bv H , 

ou les cas signales par M. F. Siacci dans les Comptes Rendus 
(1901, t. 132 p. 1175, t. 133, p. 381) fourniront des cas d’integrabilite 
des equations du type (2). II y aurait evidemment interet ä pour- 
suivre, aussi loin que possible, ce rapprochement entre deux theories 
qui, jusqu’ici, avaient ete developpees independarament l’une de l’autre. 

Paris, 15 mars 1903. 


Zur Theorie der Mac-Laurinschen Summenformel. 

Von M. Kkause in Dresden. 

Die unter dem Namen der Mac-Laurinschen oder wohl auch der 
Eulerschen Summenformel bekannte Formel setzt die Theorie gewisser 
allgemeiner Reihen und Integrale in einen Zusammenhang mit der 
Theorie der Bernoulli sehen Zahlen und Funktionen. Sie hat sich 
für eine Anzahl von Reihensummierungen, sowie für die Integraltheorie 
und die Theorie der Bernoullischen Zahlen von Bedeutung gezeigt. 

12 * 
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M. Krausk: 


Es möge in Bezug hierauf u. a. auf das Kompendium der höheren 
Analysis von Schlömilch, die Vorlesungen über Bernoullische 
Zahlen von Saalschütz, sowie auf die Differenzenrechnung von Mar- 
koff verwiesen werden. Neben den gewöhnlichen Bernoulli sehen 
Zahlen sind nun allgemeinere Zahlen in die Analysis eingeführt und 
untersucht worden, welche zu den ersteren etwa in dem Verhältnis 
stehen, wie die höheren Differentialquotienten einer Funktion in einem 
beliebigen Punkte zu den entsprechenden Differentialquotienten im 
Nullpunkte, und demgemäß einen willkürlichen Parameter in sich ent- 
halten. Diese Größen sind mit dem Namen der ultra-Bernoullischen 
Zahlen bezeichnet worden. 1 ) In ähnlicher Weise sind ultra-Bernoulli- 
sehe Funktionen eingeführt worden. Es soll im folgenden gezeigt 
werden, daß im Gebiete dieser allgemeineren Größen eine ähnliche 
Formel, wie die Mac-Laurinsche Summenformel aufgestellt werden 
kann, welche für die Summierung gewisser Reihen und für die Theorie 
der ultra-Bernoullischen Zahlen von Bedeutung ist. 

1. Aufstellung einer Summenformel im Gebiete der ultra-Bernoulli- 
schen Zahlen und Funktionen. — Als Ausgangspunkt der Betrachtung 
dient die bekannte Formel: 

f(x + K)=f(x) + h/M + JL f-(x) + - • • + £/*■>(*) 

(1) m + i . 

+ — / ( l - O’V” + 1) (* + * 0 dt. 

0 


Wir denken uns beide Seiten dieser Gleichung mit einer Größe e 
multipliziert, die alle endlichen Worte mit Ausnahme der Einheit an- 
nehmen kann, dann erhalten wir die Beziehung: 



ef(x + h) - f{x ) = (e - 1) f (x) + y f' (x) -f f" 0) 

i 

+ • • • + f m) V) + ~r J (l ~ + h ‘)dt- 


1) Siehe n. a. Cesäro: Sur les nombres de Bernoulli et d’Euler. Nouv. 
Annales de Math. 3 . Serie, 5 . Band 1886 ; Saalschutz, S. 184 und § 10 , sowie 
die Arbeit des Verfassers: Zur Theorio der ultra-Bernoullischen Zahlen und 
Funktionen in den Berichten der Leipziger Gesellschaft der Wissenschaften vom 
Jahre 1902 . 
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Analog erhalten wir das Gleichungssystem (3): 

*r (* + ><) - ax) -o-i) r ( X ) + r (*) + ••• 

i 

L» 1 LI« /* 

+ J (1 - o- : r- + : ■> (* + *0 <«, 


,h 


£ /■*’" ~ ,J (x -f Ä) — f (m ~ (a:) = (t — 1 ) /'<"* “ 1} (ar) 4* — / (w) (a;) 

i 

+ irf ( ' 1 ~ 0 f lm + l) (z + m) ä , 

« l 

£ /^ m) (a; + ä) — /‘ (w) (x) = (« — 1) f^> ( x ) 4- « hj* fl m+1 )(x-\-h l) dt 


Wir multiplizieren die Gleichung (2) und die Gleichungen des 
Systemes (3) der Reihe nach mit 1, a t h, a 3 h s , . . ., a m 7» ro , wobei unter 
«„ a s , . . ., a m einstweilen völlig willkürliche Größen zu verstehen sind, 
und addieren die rechten und linken Seiten unserer Gleichungen. Es 
kann die rechte Seite dann, von den Restgliedern abgesehen, nach 
Potenzen von h entwickelt werden. Wir wollen versuchen, die Größen 
fl„ a if . . ., a m so zu bestimmen, daß die Koeffizienten von h, h 2 , . . h m 
der Null gleich werden. Dazu müßte das Gleichungssystem bestehen: 


W 


f + (* — l)«i = 0, 

tj + “j 1 + ( £ ~ 1) a ä “ ö, 




ta. 


nr + 


Kl 


m — 1 


m : ■ (m — 1) ! 1 1 

Setzen wir in diesen Gleichungen: 


+ («- 




(5) 


a, = - 


r: 


i 7 


so erhalten wir das Gleichungssystem (9), S. 158 der zitierten Arbeit 
des Verfassers, welchem die ultra-Bernoullischen Zahlen Genüge 
leisten. Dabei ist definiert: 



(2i) r+l cb r = ~ 
£ = e*‘ u , c = - 


cotg u 


o(l 4- * cotgw). 


Es sind die ultra- Bern o ul lini sehen Zahlen also, von unwesent- 
lichen Faktoren abgesehen, nichts anderes als die entsprechenden 
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Differentialquotienten der Kotangente in einem beliebigen von Null 
verschiedenen Punkte. Unter Aufnahme dieser Größen erhalten wir 
dann die Beziehung: 



ef{x -f h) - f(x) -f ^ (tf ( x + h) — f (, x )) -f • • • 

L L»! 

+ ir + Ä ) - = 0 - 1 )f(x) + R m - 


Dabei ist gesetzt worden: 

1 

IW* -f- 1 /* 

(8) — *- j — j (*> *») + (# + ä Q<i t , 

0 

und zwar besitzt <p(t,m ) den Wert: 

<P (t , »») = 

(i - 0 m + «1^,(1 — 0"- l + «»,^(1— <) m_2 + — f *) + &*• 

Hieraus folgt, daß die Funktion <p(t, m), von einer Konstanten ab- 
gesehen, nichts anderes ist, als die ultra- Bernou 11 i sehe Funktion mit 
dem Argumente 1 — t , welche in § 5, S. 164 der zitierten Arbeit des 
Verfassers eingoführt worden ist. 

Die Formel (7) schreiben wir: 

(e - 1 )f{x) '=ef(x + h) - fix) + (ef' (x + h) — f (x)) 

h h m 

+ -~T W m) <* + *> - r m) (*)) - K 



und setzen in ihr an Stelle von x der Reihe nach x, x + h, x -f 2h , . . ., 
x 4- (r — 1) h, multiplizieren die Gleichungen der Reihe nach mit 
1, e, s 8 , . . ., £ r_1 und addieren dio rechten und linken Seiten derselben, 
so erhalten wir die gewünschte Summenformel in der Gestalt : 

(10) (f — 1) {fix) + Bf ix + h) -f h e r ~ x f{x + {r- 1) h)) = E m - P m , 


wobei gesetzt worden ist: 

E m — «TX* + rh ) —/’(*) + r f & + “ f (*&) + • • • 

h Jt rn 

4- ~~T" ( f 7’ (m) ix -f rh) — f< m) (. x )), 

7/t * 


(ii) 





p =» — i 

s„ •»/**+«(* + e* + /<<)■ 

e=° 
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2. Anwendungen der gefundenen Summenformel . — Die gefundene 
Formel nimmt eine besonders einfache Gestalt an, wenn der Rest ver- 
schwindet. Es geschieht das jedenfalls, wenn die vorgelegte Funktion f{x) 
eine ganze Funktion vom Grade m ist. Wir erhalten dann den Lehrsatz: 

Versteht man unter f(x) eine ganze rationale Funktion vom Grade m, 
so besteht die Beziehung: 


(i) 


0 — 1) ( fix ) + tf( : x + A) H 1- t'-'fix + (r— 1)A)) = E m , 

E„ = t r fix + rh - fix)) + ^ (t'f (X + rh) — f (x)) + ■■■ 

+ b ~r + rh) - fWi#). 

Jfl • 


Die Spezialisierung gibt zu einer Reihe von Resultaten Anlaß, 
welche für Reihensummierungen und die Theorie der ultra-Bernoulli- 
Bchen Zahlen von Bedeutung sind. Wir setzen: 

(I) f(x) = x", x = 0, 

dann erhalten wir die Beziehung: 

(« - 1) 0 . l m -f f 8 . 2 m + • • • + t r ~ 1 (r - l) ro ) 

= « , (r m + m x b l r m ~ x m 2 b 2 r m ~ 2 -\ F b m ) — b m , 

oder also eine Darstellung der Summe: 

£ . l m + 6* . 2”* 4- b * r_1 (r — 1)" 


( 2 ) 


wie sie schon in anderen Arbeiten gegeben worden ist. 
Wir setzen jetzt 1 ): 

(II) f(x) = xP( \ — x)' 1 , x — 0, r = 1, h= 1, 


wobei p und q zwei ganze positive Zahlen bedeuten, von denen 
p < q ist. 

Dann folgt: 


/ w (0) - (- l)--"«! 

/ w 0) = (- iy> 

Unsere Formel (1) geht unter solchen Umständen in die Glei- 
chung über: 

(S) l(- i)*«(pA + p.-> 6 <.+» + -- + W 

l - (*>r ~ «i^+i + «sV* ■•• + (- “ °- 


1) Siehe in Bezug auf den Fall (II) und (III) das Werk von Saalschutz, 
S. 185 ff. 
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Das ist aber eine verkürzte Rekursionsformel, die zwischen der 
p te ", (p + l)‘ en , • • ■) ( P + f j) tea ultra- Bernoulli sehen Zahlen besteht. 
Wir setzen: 

(III) f(x) = x p (2 — x)'‘ } x = 0, r = 2, h = 1, 


wobei zwischen p und q dieselbe Beziehung, wie im Falle (II) be- 
stehen soll. 

Bei dieser Annahme erhalten wir die Beziehung: 


( 4 ) 


■«(« - 1) - (- 1)»‘ ! (2*pA + + • • • + W 

- ( 2 % - + ••• + (- 1 )« 4 P+ ,), 


also wieder eine verkürzte Rekursionsformel zwischen der j> ten , (p + 1)*“, 
. . ., (p + tf) u “ ultra- Be rnoullischen Zahl. 

Endlich setzen wir: 


(IV) f(x) = x p (s — x) q y x = 0, r ==.<?— 1 , h = 1 , 

wobei für p und q dieselben Annahmen gelten, wie vorhin und er- 
halten die Beziehung: 

| (f - l)(£lP(s-l)«-F£*2^(s-2)«-f ••• + = E p + q , 

■£>+,= (- + • ■ • + *>,+,) 

- (*>b p - + ••• + (- !)«&,+,)• 


Diese Formel löst das Problem, die Reihe: 

fl p (s — 1)9+ s*2 p (s -2>-l 1- e— l {s - 1)^19 

mit Hilfe der ultra-Bernoullischon Zahlen zu summieren. 

Derartige Summierungen bilden im Gebiete der ultra-Bernoulli- 
schen Größen das Analogon zu Summierungen, wie sie etwa von Herrn 
Glaisher im Gebiete der Bernoullischen Größen im 31. Bande des 
Quarterly Journal (1900) durchgeführt worden sind. (On the values 
of the series x * + (x — q) n + (x — 2q) n + ••• + *■" and x? — (x — q )" 
+ (x — 2 q) n + • • • + r”, p. 193. On 1" (:r — 1)" + 2" (x — 2)” + • • • 
+ ( x — 1)" 1" and other similar sories, p. 241.) 

Dresden, den 13. Oktober 1902. 
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Einige kombinatorische Probleme. 

Von E. Netto in Gießen. 

Die in der nachfolgenden Arbeit behandelten Probleme wurden 
mir von Herrn Peter Rentschizky in Charkow vorgelegt, der ihre 
Lösung vergeblich in meiner Kombinatorik gesucht hatte. Es ist er- 
klärlich, daß in diesem Zweige der Wissenschaft stets Probleme aus 
Mangel an Gelegenheit und aus Fülle an Stoff unerledigt bleiben, bis 
eine Anwendung ihre Lösung fordert. Diese Anwendung war hier 
rausiktheoretischer Natur. So bringt Herr Rentschizky die Frage 
nach den Permutationen zwischen gleichen und ungleichen Elementen, 
bei denen aber keine Aufeinanderfolgen gleicher Elemente Vorkommen, 
mit dem „legato“- Spiel in naturgemäße Verbindung; so die cyklischen 
Perrautationen mit der Wiederholung derselben musikalischen Figur. 

1. Im § 7, S. 11 meiner Kombinatorik ist gezeigt worden, daß 
eine ganze Zahl n auf 

N <*> = (“ - 

Q \Q — 1 / 

Arten in p Teile, d. h. in q gleiche oder von einander verschiedene 
Summanden zerlegt werden kann, falls man auf die Stellung der 
Summanden Rücksicht nimmt und also zwei Zerlegungen auch dann 
als verschieden ansieht, wenn sie sich nur durch die Anordnung der 
einzelnen Teile unterscheiden. 

Ordnet man jede der so auftretonden 1 Zerfällungen auf dem 

Umfange eines Kreises an und betrachtet statt der geradlinigen die 
cyklischen Anordnungen (Kombinatorik § 121), so werden verschiedene 
geradlinige Zerlegungen einer einzigen cyklischen entsprechen. Es soll 
nun hier die Frage behandelt werden: in wieviele verschiedene , cyJdisch 
angeordnete Zerlegungen hei gleichen oder ungleichen Summanden, deren 
Gesamtanzahl q vorgeschrieben ist, läßt sich eine Zahl n Zerfällen? 

Die gesuchte Anzahl der Zerlegungen von n in q Summanden 
werde mit K bezeichnet. Im allgemeinen geben q lineare Zer- 
fällungen, wie wir die linear angeordneten kurz nennen wollen, eine 
einzige cyklische, indem man ja bei der cyklischen ein beliebiges Ele- 
ment der linearon als Anfangselement wählen kann. Nur dann fallen 
mehrere der so erhaltenen cyklischen Anordnungen in eine zusammen, 
wenn die lineare Zerfällung sich in identische Teile von geringerer 
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Gliederanzahl zerlegen läßt So liefern z. B. bei n . «=» 16 und p = 8 die 
cyklischen Zerfällungen 

11151115 nur 4 lineare ] 

13 13 13 13 „ 2 „ 1 Zerf ällun gen ; 

22222222 „1 „ J 

während sonst, z. B. bei 1 1 1 5 1 2 2 3 genau p = 8 lineare Zer- 
fällungen einer cyklischen entsprechen. Damit weniger als p cyklische 
Zerlegungen auftreten, müssen n und p einen gemeinsamen Teiler haben; 
und umgekehrt, ist dies der Fall, dann kann man auch solche Zer- 
legungen konstruieren. Ist in diesen Zerlegungen die Gliederanzahl 
eines der partiellen, identischen Teile gleich p 0 , wo p 0 ein Teiler 
von p ist, dann gibt es, falls diese p : p 0 Teile nicht ihrerseits 
wieder in noch kleinere identische Unterteile zerlegbar sind, für die 
cyklische Zerlegung entsprechende p 0 lineare, statt wie oben p Zer- 
legungen. 

Hieraus folgt leicht die gesuchte Anzahl Es reicht aus, sie 

in einem übersichtlichen Spezialfalle herzuleiten. Es sei 

n — p a qt* S Y • n x , Q — qß S Y • Q t ; («I , pi teUerfremd) 

dann haben also » und q als größten gemeinsamen Teiler 

m = p a qt* S*. 

Wir bestimmen zimächst die Anzahl der linearm Zerfällungen 
von n, welche ohne identische Unterabteilungen sind. Jede Zerfällung 
mit solchen kann aus p oder aus q oder aus s Unterabteilungen ge- 
bildet werden, wodurch natürlich die Bildung aus noch mehreren 
kleineren Unterabteilungen nicht ausgeschlossen ist. Solcher Zer- 
fällungen würde es also 

<yp ' e :? ' e :t 

geben, wenn die zu den einzelnen drei Summanden gehörigen Dar- 
stellungen alle von einander verschieden wären. Offenbar aber haben 
z. B. die zu den beiden ersten Summanden gehörigen Darstellungen 
alle diejenigen Zerlegungen gemeinsam, die zu 

Ty(» : P9) 

Q-PI 

gehören; und Ähnliches gilt für die übrigen Kombinationen der Sum- 
manden unter einander. Bekannte Schlüsse zeigen dann, daß die An- 
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zahl der linearen Zerfällungen, die ihrerseits nicht in Unterzerf ällungen 
zerlegt werden können, gleich ist 



- [<;/’ + 

+ K',7 1 + K"? + <:»’] - K 


■ Pi*), 

■ p'i* 


Um zu der cyklischen entsprechenden Anzahl zu kommen, ist 
dieses Aggregat mit 1/p zu multiplizieren. 

Genau so behandeln wir die linearen Teilungen, welche ihrerseits 
Zerfällungen in p identische Unterzerf ällungen zulassen. Jede dieser 
ersten Unterabteilungen enthält p : p Summanden, deren Summe n : p 
ist. Je p : p solcher zusammengehörigen Zerfällungen gehören einer 
einzigen cyklischen Zerfällung zu. Die gesuchte Anzahl linearer Dar- 
stellungen wird 


e ; p L c = pp ' q-p9 ' q-p* J 

I ffT^-PI») I xj(* : PP») I Ty(* : PP?)"| jy 1 

l'l'ip?» ' PPP» ' Q ■ PFQ J 


{n-ppqt) 

q-.ppqt 


Diese Anzahl ist mit p/p zu multiplizieren, um die Anzahl der zuge- 
hörigen cyklischen Zerfällungen zu liefern. 

Geht man auf gleichem Wege weiter und nimmt in der Gesamt- 
summe alle Glieder mit gleichen N (v) zusammen, so folgt 

K {n) = - N {n) 4- ?■— N {n : p) A I- N (n :pp) -\ 

q q Q q q-p q q-pp 


+ 


P<1— P — <1+ 1 N (n:pq) 


Q - P'i 


+ * * ‘ "f 


P* — J P* jy(" = PPP) 


e ppp 


+ 


oder einfacher und gleich in allgemeinster Form 





d/m 




d/m 


(m ist der grOBte gemeinsame Teiler von n und ß.) 


Dabei bedeutet, wie gewöhnlich d/m, daß d alle Teiler von w, einge- 
schlossen 1 und m selbst, durchläuft. Die letzte Formel gibt die 
Lösung der gestellten Aufgabe. 

2. Wir gehen zum folgenden zweiten Probleme über. Es seien a 
Elemente A gegeben, h Elemente B, u. s. f. . . ., k Elemente K und 
endlich l Elemente L. Die Anzahl aller Elemente bezeichnen wir 

— n-\-l. 
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so daß die Anzahl aller mit Ausnahme der Elemente L durch n ge- 
geben ist. Aus den gegebenen (» -f- l) Elementen A, B, . . ., K, L 

werden alle möglichen i? ^ 7 - 7 . Permutationen gebildet; es soll 

nun bestimmt werden, wie viele unter diesen genau cc Folgen der Ele- 
mente A ; ferner ß Folgen B , . . x Folgen K und endlich k Folgen 
der Elemente L besitzen. Dabei repräsentiert eine Aufeinanderfolge 
von q Elementen der gleichen Art (</ — 1 ) Folgen dieser Art, so daß 
z. B. jede der Permutationen 

AAABBAAA ABBB, 
AAAAABAABBBB, 
BABBBBAAAAAA 


fünf Folgen der A imd drei Folgen der B aufweist. Wenn bei den 
A, deren Anzahl a ist, cc Folgen Vorkommen, schreiben wir dies A *; 
für das Auftreten von cc Folgen der A ist es charakteristisch, daß die 
A in (1 a — cc) einzelnen Komplexen Vorkommen; so in den obigen 
Beispielen, in welchem a— 7, cc — 5 ist, in 2 Komplexen. Die B 
kommen in denselben Beispielen wegen B% in 5 — 3 = 2 Kom- 
plexen vor. 

Wir wollen sowohl die Perrautationen als auch die Lösungszahlen, 
die dem vorgelegten Probleme genügen, durch 

(i) [<, **,, K, i'J 


bezeichnen. Denken wir uns in allen geforderten Permutationen die 
l Elemente L getilgt, so entstehen Permutationen, die zu 




(«1 L <*• fr • ••» *ii») 


gehören. Wir liefern für (1) eine Keduktionsformel dadurch, daß wir 
umgekehrt von allen (2) ausgehen und durch passende Einfügung der 
L auf die (1) zurückzukommen suchen. 

Während in ( 1 ) die A in (a — u) Komplexen auftreten, treten sie 
in (2) nur in ( a — «,) = (a — «) — (cc x — cc) Komplexen auf; es muß 
also durch eingefügte L das Auftreten in jener größeren Anzahl von 
Komplexen bewirkt werden; die überschüssigen («j — cc) Folgen sind 
dadurch zu beseitigen. Setzt man zwischen zwei der A ein L , so ist 
eine Folge aufgehoben; es sind also (« t — «) Elemente L einzeln 
zwischen die A zu fügen. Dies ist an so vielen Zwischenstellen mög- 
lich, als Folgen A in (2) vorhanden sind, also auf 

U- <)=(“«■) 
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verschiedene Arten. Auf ähnliche Art sieht man, daß 
der überzähligen (ß t — ß) Folgen unter den B genau 
stehen u. s. w. Im ganzen kann man also auf 


zur Tilgung 
Wege offen 


(« 


Oft)- o 


Arten aus (2) alle existierenden 


(<) 


[<, Xf K'„ L 


(«i — «) H H*i — *) 


herleiten; die fj kommen in (4) nur einzeln stehend vor. 

Von (4) wollen wir weiter in der Richtung auf (1) zu gehen, 
indem wir 

(5) [<, K< ■■■’ 


zu erreichen suchen. Dies geschieht durch Einschiebung von 
(6) (l — X) — («, — u) (jfj — x) 

Elementen L an Stellen, durch welche die Komplexe der A, B, . . ., K 
nicht gestört werden; ebenso dürfen die einzuschiebenden (6) Elemente L 
nicht an schon vorhandene L treten. Es bleiben also an besetzbaren 
Stellen in (5) übrig die Stelle links vor dem ersten, die Stelle rechts 
hinter dem letzten Elemente und ferner die Stellen zwischen den ein- 
zelnen Komplexen in (2). Da nun (2) 

(a — aj + (J> — ßt) + * • * + (£ — x i) 

Komplexe enthält, so bleiben an besetzbaren Stellen 

(a — «,) -f (b — ß t ) -f • • • -f ( k — xj -f- 1. 


Auf diesen kann man die (6) Elemente L auf 




~f & — ßi + h & ~ x i + 

X — a, -j- a — ••• — Xj — j— x / 


Arten unterbringen; so viele (5) entstehen also aus jedem (4). 

Um endlich von (5) auf den geforderten Typus (1) zurückzukohron, 
hat man nur noch nötig, die übrigen X Elemente L beliebig den schon 
an (l — A) Stellen einzeln verteilten ohne Vermehrung der Komplexe 
anzu fügen, d. h. X Elemente an (l — X) erlaubten Stellen unterzubringen. 
Dies ist bekanntlich auf 

Arten möglich. 
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So erhält man unter Berücksichtigung von (3), (7), (8) 



"... 


[Al, B" r K\, L\] 

(l-l\ /*,\/ a + 1 

\ * ) j—j \<* / \*/\l — i — tr, +a x, -f 

a i > ■ ' 'l x» 



(a ^.u, — 1 ; • • - x.£ x, — !)• 



Daß für u v • • *, Xj die Werte (a — 1), • • •, (fc — 1) obere Grenzen bilden, 
ist ja klar. 

Beispiele. I. Gibt es nur eine Sorte von Elementen, dann folgt, 
wie leicht ersichtlich ist, 

\-A a a \ =0, für u =4= ö — 1. 

II. Ist zu untersuchen 

k . 


so ist zu bedenken, daß die Summe auf der rechten Seite von (9) sich 
auf das eine Glied, welches a, «*» a — 1 hat, reduziert. Demnach wird 
unter Zuhilfenahme von Beispiel I 



^]=C: 1 )C7‘)G- 


ß — a + ff-f 



Wegen des letzten Faktors auf der rechten Seite ist der Wert nur 
dann von Null verschieden, wenn b — ß — a -f a + 1 = 0 oder = 1 
oder = 2 wird, d. h. für b — ß = n — a oder = a — a ± 1. Man findet 
demgemäß 


( 10 ) 


[<,^]=2(V)C7 ^«bb-ß—u, 

- (°7 , )C7 I ) mr t>-ß=«-“± i. 

= 0 in allen anderen Fällen. 


III. Ist 


[<> K> °r] 


zur Untersuchung vorgelegt, so nehmen wir an, es sei 

b — ß > a — a 
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und ordnen die Summanden nach absteigenden unteren Indices u L 

m (9) k_„b:_ s ] ; 

[<-.»-8»-,]. [ä:_„ l£_,]; 

K_,. #_»]> o:_.. *_.is 

K- -b;_. +.+,], 

Wegen (10) sind dies die einzigen auftretenden Glieder. Für den Fall 
b — ß = a — a muß das letzte noch wegfallen, da dann 

b — a-f-a — 1 = ß — 1 

wird, während doch ß der niedrigste untere Index von B* ist. Diese 
Glieder haben nach (10) die Werte 


»ö- 

(11) C=3C=3. 


2 C=oö. 

2 (Y)«- 

2 «ö- 


C-X-^ 

CYXY); 

CzXWh 


Setzt mau ferner abkürzend 

(a - c) + (6 — 0) — (c — y) + 1 = Q, 
so werden nach (9) die Koeffizienten der Werte (11) der Reihe nach 

(V)(Y)C)> (Y)(T)C); 

(r)(Y)C)’ (°: 2 )C7 2 )C). (“7 2 )C7 3 )CX 

1 C: S )C7 2 )C). C: 3 )C7 3 )C)' C: 3 )C7 4 )C)= 


a\ /b — a-j-a-J- 1\ /2a — 2a\ /a\/6 — a-f-«\/2a — 2a-}-l\ /a\/b — «4" a — l\/2a — 2a-|*2 


')( , )■ o r.T . ■)• cx 


)f 


\a/\ ß /\ 9 / > \o/\ ß /\ ß / , \cr/\ ß / \ Q 

Multipliziert man die Glieder (11) mit den entsprechenden Koeffizienten 
(12), so erhält man als den Wert der Summe aller dieser Produkte 


[<>$> cfH*; 1 )- 


Digitized by Google 


192 


E. Netto; 


Ist bei 

b — ß>a — u 2a — 2a -f 2 <p, 

b — ß = a — u 2a — 2u -{- 1 < p , 


so verschwinden alle Koeffizienten (12). Damit dies nicht geschehe, 
muß für 

b — ß > a — a C — y ^>(b — fi) — {a — a) — 1, 

b — ß = a — a c — y ^ 0 


sein. Andererseits ist klar, daß p nicht negativ sein kaun, d. h. es ist 

c — y <,(b — ß) + (a — a) + 1 , 

wenn j A a t , B^ } CyJ > 0 sein soll. 

IV. Aus dem erhaltenen Resultate lassen sich die Werte der 
Symbole 

[<, K, O 


entnehmen. Wir können dabei a <.b <£ c annehmen; dann besteht für 
c die Bedingung 

c a -f ~ b 1, 

und es wird 


p = a -f /> + 1 - c. 


Die oben angegebene Summe wird dann 

(a — l \ /b— 1\ /V 


n +C7 1 )C7 1 )0 + »CT , )CT , )0 


*(V)(V) C) 


a — 1\ Ib — l'' 


(13) 


+cv)c tx) 

+(V)(V)C) 


+ 


+(::!)C:XV2(::;)C:;r+VCi:)C:')rn 


So ergibt sich 

K'„ B' 0 , C'51 = 2(»)(»)(?) = C; p- 1, 

\A, B\, CJ]- 2 (»)(«)(») = 2; p = 0. 

Hier fällt in (13) die orste mit der letzten Zeile zusammen, und wegen 
a — cc = b — ß muß in dieser der letzte Summand getilgt werden. 
Überhaupt besteht bei a = 1 stets nur eine Zeile in (13), und bei 
b > 1 wird die Summe 
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V. Kommen die Elemente A, B, • • •, K nur je einmal vor, 
a = b = ‘-- = 1:= 1, und wird ihre Anzahl, wie oben, durch n be- 
zeichnet, so liefert (9) 



; R 1 . . . k 1 

> > o y 



3. — Wir wollen das im vorigen Paragraphen für lineare Per- 
mutationen behandelte Problem auch für cyklische Permutationen lösen. 
Dazu gehen wir von der Aufgabe des § 2 aus, modifizieren sie aber 
dergestalt, daß wir 1) in jeder linearen Permutation ein Element einer 
bestimmten Art, etwa ein Element A, an den Anfang linl* hinsetzen; 
und daß wir 2), wenn am Schlüsse rechts gleichfalls Elemente A auf- 
treten, die Folgen der A so zählen, als ob auf das letzte Element 
wieder das erste folgte. So liefert jetzt z. B. die Permutation 

ABBBBABAAAAA 

fünf Folgen für die A. Das neue bezeichnende Symbol sei 

W [<> K, L*]- 


Zur Berechnung von (1) wählen wir die entsprechende Methode wie 
früher. Dann erkennt man leicht, daß der erste Schritt, der von 



genau wie der entsprechende frühere durchzuführen sein wird, 
zweiten Schritte, dem zu 


[<> %< ■ ■ ■<> -C 1 ]' 


Beim 


führenden, findet eine Veränderung statt, da die erste Stelle links 
von dem ersten A nicht von L besetzt werden darf. Folglich tritt 
statt (7) § 2 nun 


/a — a, -f 6 — ßi + • • * + % — x i\ 
V — * — et, + « - — x, -f-x/ 


als Faktor auf. Der letzte Schritt bedingt keine Änderungen; und so 
entsteht 





(V) 2 1 0) • K« 


«i» 


(« £ «. < « - i, • • •)• 



Eine Ausnahme bei der Normierung der oberen Grenze von u x wird 
sich sofort heraussteilen. 
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E. Nktto: 


Beispiel I. Gibt es nur eine Sorte von Elementen, dann folgt, 
wie leicht ersichtlich ist, 

[ X a] /==1 > für a = a ; 

[4“]' = 0, füra + a. 

II. Ist zu untersuchen 

[<’ 

so ist zu bedenken, daß die Summe auf der rechten Seite von (2) sich 
auf das eine Glied, welches ct x = a hat, reduziert. Demnach wird unter 
Zuhilfenahme von Beispiel I 

( 3 ) [4. *,]'-(V) CM -*-.+.)■ 

Damit die letzte Klammer von 0 verschieden sei, muß 

b — ß = a — a 


werden; also gibt es von Null verschiedene Werte nur für 




+ ?!' / a W« + 9 — 

+ ?J \<x/ \ a -f- q 



Daß eine Vertauschung von a, u mit b , ß die rechte Seite von (3) 
bez. (3*) ändert, ist natürlich, da den A eine besondere Stellung zu 
Anfang der Permutationen vorgeschrieben war. 

III. Ist 

[<> *,• «fl' 


zur Untersuchung vorgelegt, so ordnen wir die Summanden in (2) 
unter Berücksichtigung von II nach abnehmender Größe von Man 
erhält dann als Wert des Symbols die Summe 


U0( e ;K=:)(VK 8 ) 
+ ( a - a )C7K-)(YK 4 ) 


wobei 




»' =. (a - a) + {b — ß) - (c - y) 


bedeutet. Ist b — ß < a — a, so schließt die Summe schon von 
selbst, durch Verschwinden der letzten Glieder, bereits mit einer 
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früheren Zeile. Als Bedingung für c — y ergibt sich, ähnlich wie 
oben > (p _ ß) _ ( a _ a ) < c _ y «g (1, _ p) _|_ ( a _ u y 

Man erhält beispielsweise 

WB>ciy = fflffl • ©ffl • (!) + (8(5) • (})(}) (8-24 

und natürlich für 

WBjPtt = fflffl • ©ffl • (?) + (?)(?) • fflffl • (?) - 24 

den gleichen Wert. 

4 . — Jetzt können wir ohne weiteres zu cyklischen Permutationen 
übergehen. Wir wollen aber, um die Formeln nicht zu komplizieren, 
die Annahme machen, daß auf etwa mögliche Unterteilungen, wie sie 
im ersten Paragraphen behandelt wurden, zunächst keine Rücksicht ge- 
nommen werde. 

Dann lautet die Frage: Wie viele cyklische Permutationen des 

Typus Z, 

gibt es, d. h. wie viele lassen sieh aus a Elementen A, aus b Elementen 
B u. s. f. bilden , welche a Folgen der ersten , ß Folgen der zweiten u. s. w. 
Elementenarten aufweisen. 

Wir wählen als Symbol für die Anzahl 

[Al, L‘ t J. 

Da nun jede der zugehörigen Permutationen mit einem beliebigen ihrer 
Elemente begonnen werden kann, so wählen wir für dieses Anfangs- 
element ein A ; und da die Anzahl der vorkommenden A gleich u ist, 
so folgt 

■%’ L ‘»T -{[<>%> L ‘>] 


(VK2C) 

«lf-- *1 

(V) 20 


/x,W « — er, + 1-* — *1 U A* jAY 

W V-A-«, -f a X, + xj L «» 

/x,W «-«,+••• +4-X, \r A a ... JE*1 Ä - 

\ x )\l-x- ai + a x.-fx/L ’ 


«I» • • *1 

d. h. die Reduktionsformel (2) aus § 3 hat auch hier Geltung. 
Beispiel I. Es ist 

[^a]° =1 > für u = a; 

[4“]° = 0, für « + a. 
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II. Es sei vorgelegt A a a , dann findet man durch das ent- 
sprechende Resultat des vorigen Paragraphen 

= 0 für b — ß =4= a — a. 

Der Wert des Symbols darf sich nicht ändern, wenn man a und a 
mit b und ß vertauscht. In der Tat ist auch 



und da a — a = b — ß ist, so folgt die Richtigkeit der Behauptung. 

Der Übergang zu cyklischen Permutationen, die in gleiche Unter- 
abteilungen zerfallen, bietet nun theoretisch keine weiteren Schwierig- 
keiten dar. Die Formeln werden aber so kompliziert, daß es bequemer 
ist, in jedem einzelnen Falle die Rechnung durchzufuhren, als die 
fertigen Resultate zu benutzen. 

Gießen, den 5. Januar 1903. 


Der Rest der Arcussinus-Reihe für x = 1. 

Von L. Saalschütz in Königsberg. 

Bei der Entwickelung der Reihe für arcsin x mittels des Taylor- 
sehen Lehrsatzes ist der Rest, soweit mir bekannt, bisher direkt nur 
für | x j < 1 betrachtet worden. Der Grenzfall x — 1 wird entweder, 
als nicht mehr elementar, der Funktionenlehre überlassen oder mit 
Hilfe von Sätzen über Potenzenreihen erledigt, unter denen das Abel- 
sche Theorem, daß eine Poteuzenreihe, soweit sie konvergiert, auch 
den Wert der Funktion, welche sie darstellt, richtig wiedergibt, den 
Vorzug verdient. 

Im folgenden soll gezeigt werden, daß das allgemeine Restglied 
des Taylorschen Satzes in seiner Anwendung auf die Arcussinus-Reihe 
auch zur Beurteilung des Falles x = 1 ausreicht 1 ), und es gelingt so- 

1) Die Untersuchung dieses Restes hat reale, nicht etwa nur illusorische, 

Bedeutung, weil für x zwischen 0 und 1 mit Einschluß der Grenzen (1 — 
wo f(x) = arcsin x, verschwindet. In solchem Falle nämlich entscheidet die 
Kon vergene , bez Nicht- Konvergenz des Bestes in seiner allgemeinen, von Schlö- 
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gar unter Benutzung zweier verschiedener Formen des Restes, einen 
von der Anzahl n der beibehaltenen (bez. berechneten) Glieder ab- 
hängigen (mit n = oo verschwindenden) Ausdruck anzugeben, dem der 
Rest sich mit wachsendem n mehr und mehr nähert. 


1. Je nachdem man das Restglied des Taylor sehen Lehrsatzes 
an das in a; 3 " -1 oder an das in x 2n multiplizierte Glied anschließt, 
welches letztere den Wert Null hat, erhält man die folgenden beiden 
gleichberechtigten Gleichungen: 


(1) arc sin £ = x 4- | : «r + • • • + 


1-8-5 
2 4-6 


• - (2 w — 3) 

• • (2 u — 2) 


X in-X 

in — 1 


-f B> in (x) • X 2n 


oder 

(2) arc sin x 


i 1*. 
*+!? + 


•+ — 
'2-4 


2 » — 1 




Hierin bedeuten B iH (x) und B« n +i(x) die Funktionen 


(Ö) B‘ ln (X) — ]p(2»r^T)7 5 ^2 n + 1 (X) = 


p{2n)\ 


wenn man unter p eine willkürlich anzunehmende positive Zahl, unter 
d • und 9-, nicht näher bekannte positive echte Brüche versteht und 
f(x) durch arc sin x ersetzt. 

Bei derselben Bedeutung von f(x) gilt die bekannte und leicht 
abzuleitende Rekursionsformel: 

(4) (1 - a^f^+^x) - (2m - l) */*">(*) - (m - l)*f< m -'>(x) = 0. 


Andererseits ist 

f(x) = arc sin x, f (x) = , f" O) = — “ f > f" 0*0 = * 5 etc - 5 


]/l — X 1 


(1 — iC*)2 


(1 — X*) 2 


man kann hieraus schließen (imd leicht beweisen), daß f (m) (oc) die Form 
besitzt: 

(5> /n*)= 


i > 




(1 

milch (wie Herr Pringsheim angibt) herrührenden Form i - - — i-x n , 

(n— l)!p 

in welcher p eine positive , außerdem willkürlich wählbare Zahl und 0 einen nicht 
näher bekannten positiven echten Bruch, der auch die Grenzwerte 0 oder 1 er- 
reichen kann, bedeutet, nach der Null hin über die Gültigkeit bez. Ungültigkeit 
der Taylorschen Entwickelung der Funktion bis zum oberen Grenzwert der 
Variablen (hier x — 1) einschließlich; und dieser Satz läßt sich mit ähnlichen 
Hilfsmitteln wie den von Herrn Pringsheim in seiner zweiten Abhandlung über 
den Taylorschen Lehrsatz (Bd. 44 der Math. Ann. S. 57 ff.) angewandten beweisen. 
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wobei (p rn (x) eine ganze algebraische Funktion (m — l)ten Grades tod 
x bedeutet, die bei geradem m den Faktor x hat. Z. B. sind 

(6) <Px(x) — 1 , (p 2 (x) = x , qpg(^) = 1 -f 2x*, <p 4 (#) — #(9 4 6#*), etc. 

Setzt man den Ausdruck (5) (und die entsprechenden) in die Gl. (4) 
ein, so erhält man nach Multiplikation mit (1 — x 8 )" ,— i : 

(7) <p m+ t (x) = (2m - 1 )x<p m (x) 4 (m - 1) 1 2 * (1 - x*)<p„,-i(x)-, 


durch Differentiation der Gl. (5) folgt: 

(1 — x*)q>' (x) 4 (2 m — 1 )xtp m (x) 


/’("*+ i)(rr) = 

aber es ist auch 


f(m+t)(x) = 


(1 — £*)'“ + 2 

Vm+lC*) 


1 ) 


also 


(l — a;’)"' 4 '* 

<p m+l (x) = (1 — x*)<p' m (x) 4 (2m — l)x<p„, (x) 


und daher durch Vergleich mit (7): 

( 8 ) <Pm(x) = (m - l) 2 g> m _,(#). 

Auch folgt noch aus (7), wie leicht zu ersehen 

(9) 9„,(1) = 1 • 3 • 5 • • • (2m — 3), 

(10) <p2„(0) = 0, 9 > 2 n+i (0) - (1 • 3 • 5 • . • (2n - 1))*. ’) 

Aus (8) und (9) folgt successive für m = 2, 3, 4 etc., daß die qp m (x) 
für positive x positive mit x wachsende Werte haben. 


1) Als ich in einem mathematischen Kolloquium in Anwesenheit meines 
Kollegen Herrn Franz Meyer über den Gegenstand vorliegender Arbeit referierte, 
bemerkte derselbe, daß er einige meiner Formeln ebenfalls gefunden und in sein 
demnächst (bei Göschen in Leipzig) erscheinendes [unterdessen erschienenes] 
Werk über Differentialrechnung aufgenommon habe. Wie ich aus den mir freund- 
lichst cingehändigten Korrekturbogen ersehe, sind dies, in analoger Ableitung wie 
oben, die Gll. ( 7 ), ( 8 ) und ( 10 ), die mit den dortigen ( 60 ) und ( 64 ) (S. 301 , 302 ) 
identisch sind. Auch gibt Herr Meyer die expliciten Entwickelungen von qp m (x) 
(hier ( 46 ) und ( 47 )) in seinem Werke S. 303 an; mit Hilfe derselben zeigt er 
(S. 306 , Formel ( 74 )), daß das Restglied der Arcussinus-Reihe für | x | < 1 sich der 
Null nähert. — Außerdem verdanke ich Herrn Fr. Meyer die folgende persönliche 

Mitteilung: Wenn für p der obige Wert { adoptiert wird, so ist auch, wie aus 
der zitierten Gleichung ( 74 ) S. 306 daselbst hervorgeht, für jedes endliche n (n > 2 ) 
und x= 1 der Wort des Restes endlich, nämlich <<1, und hieraus kann man von 

vornherein und ohne weitere Rechnung, da sämtliche Glieder der Entwickelung 

positiv sind, auf die Konvergenz der Entwickelung von arcsinl schließen. 
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Nunmehr folgt, wenn wir x = 1 , p — j, . # — x% = u, 
= xfy = u und: 

(1 1) - «r ~\ I = — ^ - r = *„(«) 

(1 +u ) m ~2 

setzen: 


( 12 ) 

( 13 ) 


7?2n( 1) = irgend einem Wert von 


2^ 8ä (m) 

( 2 1 » - 1 )! ’ 


i? 


2n+l 


(1) = 


n 


77 


77 


2 ^ + 1 («) 

(2nj! 
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bez. 


Betrachten wir nun den Verlauf von tf» m (M), und zwar zunächst, ohne 
gerades von ungeradem m zu unterscheiden. Es ist: 


(14) 

wenn 




_ , 1 7 
(1 4-H) m+ » 


(15) P, n (u ) = (1 + u)(p' m (u) — (m — i)tp m (u) 


oder mit Rücksicht auf (8): 

(16) P,„(m) = (m - 1) 8 (1 4- u)9p,„_i(m) - (m - J)<p m ( w ) 

gesetzt wird. Dann weiter durch Differentiation von (15) nach u, in- 
dem aus (8): 

(17) <p',' n (u) = (tu - l)*(w - 2)V».-2 (m) 
folgt: 

( 18 ) —dtT = (w ~~ WO» - 2) 2 (1 + - (nt - t)v m -i(»)|. 

Der oder die Extremwerte von P m (u) treten also ein, wenn 

(19) (nt — 2) 2 (1 -f u)<p, n -i(u ) = (m — f)<3P m _,(u) 

ist. Setzt man den hieraus folgenden Wert von cp m _ i (m) in die sich 
aus (7) ergebende Gleichung 

(20) <p m (u) = (‘2 m - 3)wqp m _i(tt) 4- (nt - 2) 2 (1 — u*)g) ro _ t (u) 
ein, so sieht man leicht, daß 

(21) <Pm(u) — (m — 2) 2 (1 -f uy<p m -i(u), 
und wieder aus (19), daß 

(22) cp m (u ) = (nt — })(1 4- u)tp m - 1 (u) 
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ist. Die Substitution von (p , u — i (m) hieraus in (16) gibt den oder die 
Extremwerte P w (w) von P„,(u): 



Pm(«) = 


<Pm( U ) 

2(2 m — 3) ' 


Derselbe oder dieselben sind also positiv. Auch ist P m («) positiv für 
« = 1 , nämlich mit Rücksicht auf (20) für n = 1 : 


(24) 

Jetzt sei 

dann ist für u — 0: 


P m (l) = l<p m _i(l). 


in = 2w; 




I 


(25) 


P s ,(0) - (1 ■ 3 • 5 • • • (2 k - 1)) ! , 


also auch positiv. Somit ist P„,(tt) für m = 2n dauernd positiv, 
il > 2 „(«) nimmt also dauernd zu, wenn u von 0 bis 1 geht, und da 
nach (11): 

( 2(i ) 


so folgt nach (9) und (12) der Maximalwert, den P 2 n(l) überhaupt 
annehmen kann: 


(27) 


Max. Rin( 1) = 


1 3 • 5 ■ • • (4 » 3) 

2 • 4 • 6 • • • (4 n — 2) * * 


Weniger einfach ist der Verlauf der Funktion zu beurteilen, 

wenn in eine ungerade Zahl = 2« + 1 ist. In diesem Falle hat zu- 
nächst wieder der Differentialquotient ^ 2 *+ 1 («) das Zeichen von P 2 »+i(«) 
(«iehe (14)); für u = 0 ist aber der Wert des letzteren negativ, näm- 
lich gemäß (16) und (10): 

(28) P, n + 1(0) - - ( 2» + -J)(l *35... (2 ti - 1 ))*, 
während für u — 1 nach (24) und (9) 

(29) p.„+i( 1) = - { • 1 • 3 . 5 . . • (An - 3), 

also positiv ist. Die Kurve Pan+i(w) schneidet demnach, wenn u von 
0 bis 1 wächst, einmal oder eine ungerade Anzahl von Malen die 
Abscissenachse; im letzteren Falle würde aber p 2 «+i(tt) negative Minima 
haben, was wegen Gl. (23), welche für gerades und ungerades in gilt, 
nicht stattfindet; folglich hat die Gleichung: 

(30) P,„+i(t*) - 0 
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eine und nur eine Wurzel zwischen 0 und 1; sie werde durch u be- 
zeichnet und kann durch Auflösung der Gl. (2 n ) ten Grades 

(31) 4m 2 (1 + u')(p iH (u f ) — (2n -f J)qpa n _ 4 _, (?x') = 0 

gefunden werden. Die Kurve ip 2 n+i(u) hat infolgedessen ein Minimum 
zwischen u — 0 und u = 1 und zwar für u = Sie besitzt aber auf 
dieser Strecke keinen Wendepunkt , und demnach ist, da 1 — u <1 ist: 

(32) Min. tf'än-f i(w) > — 1 * V4„+i(l). 

Ehe wir aber an diese Beziehung die sehr einfachen Endschlüsse an- 
knüpfen, müssen wir die voranstehende Behauptung beweisen, müssen 
also zeigen, daß C n+iO*) für u zwischen 0 und 1 dasselbe (positive) 
Vorzeichen beibehält. 

Durch Vergleich von (18) mit (16) schließen wir unmittelbar, daß 
(für gerades oder ungerades w) 

dP (u) 

(33) ) ! P„,-,(») 


ist, und mit Rücksicht hierauf folgt durch Differentiation von (14) unter 
Einführung der Bezeichnung: 

(34) V n (u) = (m - 1) 2 (1 + «)P m _,(u) - (m + J)P W («) 
die Gleichung 


(35) 


CM = 


KJ») 

(l + u) m +f 


Auch führt die Differentiation von (34) leicht zu: 

dVJu) 

(36) - (m - 1)» F m _,(M). 


Ist nim m = 2n -f 1, so ist F m M positiv für u => 0 wie für u = 1, 
was sich leicht aus der Definition (34) von F m (t*) mittels (25) und 
(28), bezw. (24) ergibt; dazwischen hat F 2n -f.i(u) einen oder mehrere 
Minimalwerte, da F 2 b ( 0) negativ für u = 0, positiv für u= 1 ist, wie 
aus denselben Gleichungen zu ersehen. Wir zeigen, daß diese Minimal- 
werte und überhaupt die etwaigen für u zwischen 0 und 1 vorhandenen 
Extremwerte von V m (u ) (wie diejenigen von P m (u)) positiv sind. Drückt 
man P m (u) und P m _tM mittels (16) durch die <p(u) aus, so kommt 

(37) 4 r» = 4 (» - 1)’ ( m - 2)* (1 + «) ! Vm _, («) 

-4 (m- V) s (2m - 1) (1 + «)?>„_,(») + (4)» s - !)?>„(«); 
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ist v der Wert von w, für den V,ü(u), also V m _ t (u) verschwindet, 
so ist: 

(38) 0 = 4 (m - 2) 2 (m - 3) 2 (1 -f v) 2 <p m _ 3 (v) 

-4(tn-2y(2m-3)(l+v)<p m _ i (v)+(2tn-\)(2m-3)<p m _ l (vy, 

dazu fügen wir noch zwei aus (20) folgende allgemein gültige 
Gleichungen: 

(39) 0 = (m - 3) 2 (1 - m 2 ) (p m _ 3 (u) + (2m - 5) u (u) - ( Pm _ l («), 

(40) 0 = (m - 2) 2 (1 - w 2 ) (p m _ 3 ( u ) + (2m - 3) u < Pm _ l («) - (p m («). 

Aus diesen vier Gleichungen können wir, wenn wir auch in (37), (39) 
und (40) für u den Spezialwert v annehmen, die drei Funktionen 
<p m _ a( v )) Vm-sC 1 ') un4 9m- 1 ( v ) eliminieren, oder, wenn wir zuerst 
9m — 3 (®) aus (38) und (39) w’egbringen, so daß die Gleichung 

(41) 0 - - 4 (m - 2) 2 (1 + v) (2m - 3 - 2t;) <p m _ 2 (v ) 

+ { (4 (m — 1 ) 2 + (2 m — 3) (2 m — 5)) — (4 (2 m— 3) — 1) v ) <p jn _ , (r) 

entsteht, aus (37), (40) und (41) <p m _ i (v) und <p m _j( v) eliminieren. 
Multiplizieren wir zu diesem Zweck (37) mit 1, (40) mit A und (41) 
mit B, und bestimmen diese (auch von v abhängigen) Faktoren so, 
daß bei der Addition die Koeffizienten von 9„,_ 2 (t;) und <p m _j(t; ) ver- 
schwinden, so ergibt sich 

. 4 (»i — 1)*{ (8m* — 8m — 7) — (8m -f- 5) t?} 

A = (4 (w — 1)* -f (2 m — 3) (2 m —~5))~—~(8m — 11) © * 

4 V m( V ) = ( 4W * - 1 9mW 

und hieraus 


(42) 4 {(8m 2 — 24m + 19) — (8m — 11) ü} V m (v ) — 9(1 + v) 


Auf der linken Seite dieser Gleichung ist der Faktor von V m (v), tro 
auch v zwischen 0 und 1 liegen mag, (für m > 2) positiv, und die 
rechte Seite desgleichen, also auch V m (v) positiv. Daher ist Fj b + 1 («) 
auf der Strecke u = 0 bis 1 überhaupt positiv, und somit die Richtigkeit 
der Beziehung (32) erwiesen. 

Nun ist nach (14) und (24) 


tm ( 1 ) 


2 “+» 


1 

2 


%-iW 

*>»»+ 1 
M t 


1 Tj r > 

2(2 m — 3) 0 m + * > 

« z 


d. i. nach (11): 


</4(l) - 


*«(*) 
4(2 m — 3) 
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und also nach (32): 

(43) Min > <I>,. + 1 (1) (l - 4 (4w ‘_ !) )' 


Daraus folgt nun ähnlich wie oben (27), daß der Minimalwert, den 
7? S)( + i(l) überhaupt annehmen kann: 


(44) Min 1) > • V' * 2 * (‘ 


— i 1 

4(4» — 1)) 


sein muß. 1 ) 

Der wirkliche Rest der Arcussinus- Reihe hat aber, für x = 1, 
einen bestimmten Wert, den wir 22(1) nennen wollen; derselbe muß 
zwischen dem Maximum von J2 2fl ( 1) und dem (kleineren) Minimum 
von Il in + 1 (l) liegen, weil sonst die beiden Gleichungen (1) und (2) 
mit einander in Widerspruch gerieten, und wir haben also das Resultat 


(45) 


7?m 1 • 3 • 5 • • • (4n — 8) 

2 • 4 ■ 6 • ■ • (4 » — 2) 



50 \ 
16 n) 


0 £ 6 £\. 


oder auch mit Hilfe des Wallisschen Produktes für jc das folgende: 
Der liest der A rcussinus- Reihe für x = 1 nähert sich mit ivaehsendem 
n dem Ausdruck 1 /nn. 


2. Die Funktionen P m (ti) hissen sich auch beiderseits über die 
Strecke u — 0 bis u = 1 hinaus verfolgen. Man findet: 

Die Kurve y — P in ( u) beginnt, wenn u von — oo bis -f oo 
wächst, mit -f <x>, erreicht zwischen u = 0 und u— 1 ein positives 
Minimum und jenseits u= 1 ein Maximum; im weiteren Verlauf schneidet 
sie die Abscissenachse und strebt der negativen Unendlichkeit zu. 

Die Kurve y = P gn + 1 (w) beginnt, für u — — oo, mit — oo, schnoidet 
zwischen u = 0 und u — 1 die Abscissenachse, erreicht jenseits u = 1 
ein Maximum, schneidet die Abscissenachse zum zweiten Mal und fällt 
ebenfalls bis — oo. 

Die Punkte, in denen die Kurven y = P m (u ), aus dem Positiven 
ins Negative übergehend, die Abscissenachse schneiden, rücken mit 
wachsendem Index in immer weiter hinaus. 

Die Diskussion der Funktion V m (u ) scheint weniger einfach zu 
sein, da zu untersuchen wäre, ob die linke Seite der Gl. (42) auch für 
v > 1 positiv bleibt. 


1) Der 

3 • 5 


größte Wert von 7? 2n + 1 (l) w i r( l bei t* = 0 gewonnen, er 


ist 


. . (2 H — 1) . 

t — ~ — und (hei großem ») etwa doppelt so groß als jeder der beiden 

2 • 4 • 6 • • < (2 W) 


Werte Max 2? Jn (l) (s. (27)) und Min -R 2w + 1 ( 1 ) ( 8 (* 4 ))i kommt also nicht weiter 

in Betracht. 
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Mittels der Ausdrücke (10), (25) und (28) und der 61. (8), bez. 
(33) lassen sich auch <p m (u ) und P m (u), da es ganze Funktionen sind, 
nach Potenzen von u entwickeln. Man findet mit Hilfe der 
Maclaurinschen Reihe 

(46) 9W,(») - (1 ' 3 • 5 • • • (2n- 1))’{ 1 + (2»)*£ + (2» (2» - 2))>“' 

+ (2« (2h - 2) (2h - 4)) ! £ + • • • + (2h (2h - 2) • • • 2)* 
und durch Differentiation 

(47) %,(») = (1 • 3 ■ 5 • - • (2» - X))* {« + (2» - 2)‘ £ 

+ ((2h - 2) (2h - 4))* * + ••• + ((2h - 2) (2h - 4) • •• 2)* ’l 

sodann 

(48) r, . + , («) = ( 1 ■ 3 ■ 5 ■ • • (2 h - 1 ))* { - + (2n)’u — *?=* (2 »)• £ 

+ (2h (2h - 2))* (2h (2h - 2))* £ ± • • • 


+ (2h (2h - 2) ... 2)* - J (2» (2h - 2) ■ • • 2)* 

und endlich: 

(49) P,.(») - (1 • 3 • 5 • • • (2» - 1))> { 1 - ^ u + (2h - 2)» £ 
- —P 1 (2» - 2) ! I* + ((2» - 2) (2h - 4))* £ T ■ • • 


+ ((2»-2)(2»-4)...2)«^l-K(2n-2)-.2)*J^l}. 


Die Funktion V m (u) läßt sich in gleicher Art entwickeln. 
Königsberg, Juli 1901. 


i 


i 


1) Oder auch in etwas anderer und auf anderem Wege gefundener Form: 

n — 1 

<Pin(u) = V(2A + 1)! ((2» - l)i«+i 1 • 3 ■ 5 • • • (2 b - 2A - 3)) 8 u lk *' 

h = 0 

n 

q> in +i(u) = V(2Ä)! ((2n)j* 1.3-5.*. (2n - 2h - 1))» u 8Ä 

A — 0 

(0! = 1, 1 • 3 • 5 • * • ( — 1) = I.) 
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Sätze über Flächen von konstantem negativem 

Krümmnngsmaß. 

Von R. v. Lilienthal in Münster i. W. 

Sind pj und p 2 die Hauptkrümmungshalbmesser für einen Punkt 
(P) einer Fläche, so kann man fragen, unter welchen Umständen eine 
Gerade, die den Endpunkt von (q(p 2 ) mit einem Punkt der Tangente 
der zu p 2 (p,) gehörenden Krümmungslinie verbindet, ein Normalen- 
system erzeugt, falls der Punkt (P) die Fläche durchwandert. Für den 
Abstand des Punktes (P) von dem Schnittpunkt der Geraden mit der 
genannten Tangente erhält man eine partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung, die sich bei den Flächen von konstanter negativer 
Krümmung sofort befriedigen läßt. Die direkte Herleitung der so 
erhaltenen Normalensysteme und einiger Eigenschaften derselben ist die 
Absicht der folgenden Betrachtungen, in deren Verlauf sich ein sehr 
einfacher Weg zur Aufstellung der Quadraturen finden wird, durch 
die sich, einem Lieschen Satze gemäß, die Krümmungslinien der 
Weingartenschen Flächen bestimmen lassen. 


I. 

Vorbemerkungen und Bezeichnungen. 

Die Koordinaten x, y f z der Punkte einer Fläche seien Funktionen 
der Veränderlichen u und v. Wir zerlegen die quadratische Form von 
du und dv, deren Verschwinden die Gleichung der Krümmungslinien 
liefert, in lineare Faktoren und multiplizieren letztere mit den noch zu 
bestimmenden Funktionen v und fi. So entstehe: 

v(u n du + cc^dv) = T x , (liu^du + a iS dv) = P 2 ; 


und T 2 = 0 (T x = 0) sei die Differentialgleichung der zum Haupt- 
krümmungshalbmesser q x (p 2 ) gehörenden Krümmungslinien. Wir führen 
die Bezeichnungen ein: 


dx dx dx dx 

dx - f“*” — ” T t + T t = A, T, + A t T,, 


dy - B x T x -f R/J\, dz = C X T X + L\T« 
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und nehmen: 


v 

sodaß: 


V Ea \i — «» + G « h .. _ V Eu \ j — 2 P«n “u + Ga \\ 

> r 


a,, a 


u “i* 




1 s 11 


«n «•« — «»*«« 




Hiernach sind tI, , P,, C, (vl ä , P 8 , C 3 ) nichts weiter als die Rich- 
tungskosinus der Tangenten der zu pj (p 2 ) gehörenden Krümmungslinien, 
und wenn wir die Bogenlänge der letzteren mit $,(s 2 ) bezeichnen, 
können wir setzen: 


a dx 

A ' = jr t < 


a dx 

ylo = j— u. s. w. 
* ds t 


Bei dieser Schreibweise ist, wenn /*(«, v) eine Funktion von u und v 

I /* 

bedeutet, das Zeichen folgendermaßen als Grenzwert aufzufassen. 

Längs der durch den Punkt (P) gehenden und zu q 1 gehörenden 
Krümmungslinie sind u und v Funktionen einer Veränderlichen, etwa i. 
Beim Übergang vom Punkte (P) zu einem zweiten Punkt der Kurve 
mögen u, v , s,, t die Zuwüchse Ju y z/t>, zfs,, dt erhalten. Dann ist: 

df du df dv 

df T i m Ü M ~l~ ^ u ' v “j" — A tt i v ) cu dt ' dv dt 

ds i (Jt=o) 

Weil aber: 
erhält man: 


~l/ r ,/du\ i . nr ,du dv , „{dvx* 


d u 


dv 


dt + “ii ~ dt 


= 0, 


df 


df 


df 


du“" dv“" 


ds i yEal i -2F« u a» + Occ^ 


Entsprechend folgt: 


df 


df . df 
du "1~dv “ 11 


d> ' VEcfl a -2*V„ «„ + <?«», 

Falls die geodätische Krümmung der zu £>, (^) gehörenden 

Krüinmungslinien und v x (v 2 ) einen integrierenden Faktor der Diffe- 
rentialform P 1 (P 8 ) bedeutet, hat man: 


(i) 


lR 


d log v, 


1 


d log v. 
ds , 
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Mit X, Y, Z sollen die Richtungskosinus der Flächennormalen 
bezeichnet werden. Dann bestehen die Gleichungen: 



dX = 

d A = -| Ti + (^ + |)r t; 


d± 
Jfi 
ds , 


( 3 ) 

Nehmen wir jetzt: 


ds, 

ds t 


so besteht die Gleichuug: 

(4) 

' ) da. da 


l \ 

9t 

1 I 1 

9t) * 

1 

*3 



d df 


d*f 

ds t 

d'f 

ds, ds t ’ 

d8y 

ds t ds , 7 

d'f 

1 df 

1 df 

ds t ds, 

ü, ds, 

P t ds. 



Der Ausdruck aT x -f 6T 2 ist daher ein exaktes Differential, wenn: 

/-n du db a b 

~ = IT, 

Zum Beweise dieser — für den Fall, daß die Krümmungslinien 
mit den Kurven u = const., v = const. zusammenfallen, längst be- 
kannten 1 ) — Formeln sei auf meine Entwicklungen in den Mathema- 
tischen Annalen Bd. 42, S. 508 und meine Schrift: „Grundlagen einer 
Krümmungslehre der Kurvenscharen“ S. lOverwiesen. (Vgl. Encyklopädie 
der mathem. Wissensch. Bd. III, D 3, S. 125, 160.) Man überzeugt 
sich am einfachsten von der Richtigkeit dieser Formeln, wenn man 
— v x T x = dp , v 2 = dq setzend — berücksichtigt, daß: 

d l = 1 K df = l K ( n*~ d -£- l *«! 

ds, v, dp* ds t v i dq > v 2 *» 2 * 

wodurch man in das Fahrwasser der gewöhnlichen Methoden gelangt 
ist; nur muß man sich darüber klar sein, daß die sich mit Hilfe der 
Veränderlichen p und q vollziehende Berechnung der Ableitungen nach 
$, und s s erst praktisch ausführbar wird nach der Integration der 


1) Yergl. E. Ceaüro: Vorlesungen über natürliche Geometrie. Deutsch von 

G. Kowalewski. 3. 198 
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Differentialgleichungen T t — 0, T s = 0, und Berechnung integrierender 
Faktoren v 1 und v if während die mit Hilfe der Variabein u und v 
sich vollziehende Berechnung jener Ableitungen stets möglich bleibt. 

n. 

Normalensysteme. 

Wir gehen zu den Flächen von konstanter, negativer Krümmung 
über und setzen pj p 2 = — c 8 . Trägt man von jedem Flächenpunkt (P) 
aus auf den Tangenten der Krümmungslinien nach beiden Seiten hin 
die Strecke c auf, so werden dem Punkte (P) vier Punkte P,, P,‘, 
P 2 , P 2 zugeordnet, und ihre a>Koordinaten sind: 

x x = x -f- cAj, x[ = x — cA x , x 2 = x-j-cA 2 , x 2 — x — cA s . 

Die Endpunkte von p, und p 2 seien mit P'(x\ y', z'), P"(x" } y" } z") 
bezeichnet, sodaß: 

x' = x + p, X, x" — x -f p 2 X. 

Die durch die Punkte (P 2 , P'), (P 2 ', P '), (P„ P"), (P,', P") gelegten 
Geraden erzeugen, wenn (P) die gegebene Fläche durchwandert, vier 
Strahlensysteme. Wir wollen zeigen, daß jedes derselben ein Normalen- 
system ist. 

Fassen wir das erste dieser Systeme ins Auge und betrachten als 
Ausgangsfläche seiner Strahlen die von dem Punkte (P 2 ) beschriebene 
Fläche. 

Die Richtungskosinus der Strahlen des Systems haben die Werte: 

£ = cA t — Pi x — Qi y f. — 

1 y^c-i ’ 1 ytf fT» ’ 1 /<.* + c« 

Die Koordinaten einer beliebigen, durch das Strahlensystem ge- 
legten Fläche können in der Form dargestellt werden: 

= x cA 2 -{- = V “1“ cB 2 “f" ~ cG g -f- 

und man hat bei Anwendung der Gleichungen (2.) 



Wenn das Strahlensystem ein Normalensystem ist, muß sich A so 
als Funktion von u und v bestimmen lassen, daß die Strahlen des 
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Systems mit den Normalen der Fläche («,, v X) w t ) zusammenfallen. 
Dies erfordert das Bestehen der Gleichungen: 


oder: 


Man hat also: 



dx _ (U yp] +C* 

ds l } ds t c 


dl = - 


v>\ +* T 

c i 


d. h. die Differentialform Vq\- f- c 2 T % muß ein vollständiges Differential 
sein. Dies ist tatsächlich der Fall. Die Anwendung der Integrabili- 
tätsbedingung (5) liefert nämlich eine Identität, da die zweite Glei- 
chung (3) hier mit der folgenden: 


dp» = g i + c * 
ds x “ n x R t 

übereinstimmt. 

Das betrachtete Strahlensystem ist somit, wie behauptet, ein 
Normalensystem, und da der Beweis bestehen bleibt, wenn überall c 
durch — c ersetzt wird, so ist auch das zweite der oben erwähnten 
Strahlensysteme ein Normalensystem. 

Bei dem dritten der fraglichen Strahlensysteme sind die Richtungs- 
kosinus der Strahlen die folgenden: 


u 


cA t — Q t X c B x — p, Y cC t — Q t Z 

yp* -fc 2 * ’ ■’ y**+? 


Eine Orthogonalfläche des Systems wird dargestellt durch die 
Gleichungen 

Mj = X 4- cA l + fijjj, v i = y -f cB x + — g + eC x + 


falls: 






wo der Ausdruck unter dem Integralzeichen ein exaktes Differential 
ist. Da auch hier der Beweis bestehen bleibt, wenn c überall durch 
— c ersetzt wird, ist unsere Behauptung in allen vier Fällen gerecht- 
fertigt. 

Zugleich zeigt unsere Entwicklung die folgenden beiden Sätze: 
1. Betrachtet man eine Orthogonalfläche des ersten (zweiten) Strahlen- 
systems, so ist ihre auf den Strahlen des Systems gemessene Entfer- 

Archir der Mathematik und Physik. III. Reihe. V. 14 
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nung von der Ortsfläche des Punktes P 2 ^P 2 ) längs jeder zu q 1 
gehörenden Krümmungslinie konstant. Nimmt man aber eine Ortho- 
gonalfläche des dritten (vierten) Strahlensystems, so ist ihre auf den 
Strahlen des Systems gemessene Entfernung von der Ortsfläche des 
Punktes P t (P^ längs jeder zu p 2 gehörenden Krümmungslinie 
konstant. 

2. Die Integration der Differentialgleichung der Krümmungslinien 
einer Fläche mit dem konstanten negativen Krüramungsmaß — j- wird 
bewerkstelligt durch die Quadratur der exakten Differentiale 

Vo\ + c*T,, Ytti + c'T,. 

Wir geben hierfür noch einen anderen Beweis. Bekanntlich hat 
Lie 1 ) aus dem Weingartenschen Satz über das Linearelement der 
Krümmungsmittelpunktflächen derjenigen Flächen, bei denen die Haupt- 
krümmungshalbmesser durch eine Gleichung verbunden sind, die Folge- 
rung gezogen, daß die Krümmungslinien dieser Flächen sich durch 
Quadraturen bestimmen lassen. Wenn d6 1 (dö i ) das Linienelement der 
zu Pi(p 2 ) gehörenden Schale der Krümmungsmittelpunktsfläche bezeich- 
net, so sind nach Lie die Ausdrücke: 

e - d 9 \, e J d(>\ 

exakte Differentiale. Bei Anwendung der Gleichungen (2) erhält man: 

d«\ - d Q \ = (l - d6\ - de I - (l - l'J'Tl 

sodaß die obigen Ausdrücke die Gestalt annehmen: 

_ r _ r d <t* 

(l — e (l -*’)<? T t . 

Der Liesche Satz läßt sich mit alleiniger Hilfe unserer Glei- 
chungen (1) und (3) nach weisen. Wir geben den letzteren die Form: 

Qi dQ l _ 1 __ e, do, = 1 

0. (pi — Qi) ds, li l ’ Q t (q, — Q t ) ds 1 R, 1 


und erkennen nach (5), daß die Ausdrücke 


f fe do , 

e* (p» — p») fp 


r — £*_ 

J Pt(p» — 


T\ d Q* 

f.) T 


1) Darboux’ Bulletin 1880. S. 301. 
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exakte Differentiale sind, 
überein, da: 


Qt d Qi 

Qi (Qi ~ Qt) 



Diese Ausdrücke stimmen mit den obigen 

- d <’< log 

Ct — Ql Cj(p* — Ql) qJ Qi—Qt 


Für (hQ* — — c s wird: 



sodaß auch auf diesem Wege sich die Größen ]/p 2 -f- e 2 , Vöi + c 2 als 
integrierende Faktoren von und T x ergeben. 


HL 

Eigenschaften der betrachteten Normalensysteme. 

Um die Krümmungslinien und Hauptkrümmungshalbmesser der 
Orthogonalflächen des ersten Strahlensystems zu finden, gehen wir von 
dem Satz aus, daß längs einer Krümmungslinie: 

dx + hdX = dy -f- hdY = dz + hdZ = 0 


ist, wo 1/h die Normalkrümmung derjenigen Krümmungslinie bedeutet, 
auf welche sich die auftretenden Differentiale beziehen. In dem in 
Rede stehenden Fall ist daher längs einer Krümmungslinie: 

du x + kd£ x = 0 

oder: 

4 {(i - *_) r, + ± t, j + (x + h)di, - o. 


Man hat aber: 


dii 

d8 1 




<>? + c 2 


d s t 


A ' i-%{'- k h A ' +cX) 

Vo\ + c* 


Wir können daher die obige Beziehung in folgende Form setzen: 




* + * 1 

V»\ + «* i 


G ~t~ hj ( C t -^8 ~ f~ CX) ( C rp | Ci / -j 

+ U, -fr. 1 c*\ 



o. 


Die beiden weiteren aus den Gleichungen: 

dv x + hdr tl = 0, dw x + hd£ x = 0 

14 * 
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hervorgehenden Beziehungen ergeben sieh aus der hingeschriebenen, 
wenn A ly A iy X bez. ersetzt wird durch B x , J? 2 , Y und C ly C s , Z. 
Es müssen daher die Koeffizienten von A x und + cX versehwin- 
den. Wir haben somit den Satz gewonnen, daß die beiden Haupt- 
krümmungsradien \ und /< 8 durch die Gleichungen: 

(6) h x = — X - yq\ + c 2 , 7i ä — — X, 

die zugehörigen Krümmungslinien durch die Differentialgleichungen: 

(v iM T ' + M 1 - k ) T °- - °. (8) (* - i) r - +i r >=° 


bestimmt werden. Die gefundenen Werte von h x und K zeigen, daß 
die zu /< 8 gehörende Schale der Krümmungsmittelpunktsfläche unserer 
Fläche mit der Ortsfläche des Punktes (P 2 ), die zu h t gehörende Schale 
aber mit der zu p, gehörenden Schale der Krümmungsmittelpunkts- 
fläche der gegebenen pseudosphärischen Fläche zusammenfällt. 

Hinsichtlich der Differentialgleichung (7) gilt der Satz, daß sich 
ihre Integration auf die Quadratur zurückführen läßt, welche die Größe X 
liefert. Mit Hilfe der aus (3) folgenden Beziehungen 

1 = _ c* rfp, l _ e, rfp, 

-Ri e,(e 2 + c 2 ) ds t ’ R t _j_ c i ds i 


nimmt nämlich die Differentialgleichung (7) die Form an: 



die das Integral ergibt: 


log m + + - 


Y~q\ + c 2 + €»1 + c 


X 

c 


Für das dritte Strahlensystem folgt in ähnlicher Weise, daß die 
Hauptkrümmungshalbmesser einer Orthogonalfläche durch die Aus- 
drücke: 



-p; 


die zugehörigen Krümmungslinien durch die Differentialgleichungen: 

5 i 1 ~ k ) + Ä r * _0 ’ i r - + ( 1 -i) T ‘-° 

bestimmt werden, von denen die erste das Integral besitzt: 


j + ^ + = P 

' YqT+ c 2 -f e 2 + c 
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was man leicht erkennt, wenn man die aus (3) folgenden Beziehungen: 

_L = _ Pt__ £*? 1 = _ c, dg. 

Ri eij + c 2 (ls * ’ K* e 2 (e| -F c *) ^ s i 

anwendet. Die entsprechenden Ergebnisse für das zweite (vierte) 
Strahlensystem ergeben sich aus den für das erste (dritte) geltenden 
durch Vertauschung von c mit — c. 

Berücksichtigt mau, daß einer Schar von Krümmungslinien auf 
der zugehörigen Schale der Krümmungsmittelpunktsfläche eine Schar 
geodätischer Linien entspricht, so kennt man nach den obigen Sätzen, 
falls für eine pseudosphärische Fläche die Gleichungen der Krümmungs- 
linien in endlicher Form gefunden sind, für jede der beiden Schalen 
ihrer Krümmungsmittelpunktsfläche die Gleichungen von drei Scharen 
geodätischer Linien in endlicher Form. 

Münster i. W., 22. Mai 1902. 


Winkel- und Streckenteilung in der Lobatschefskijschen 

Geometrie. 

Von H. Liebmann in Leipzig. 

Bekanntlich gibt es außer der Euklidischen Geometrie nur noch 
zwei Arten von Geometrien, in denen man jede Figur, ohne ihre Be- 
stimmungsstücke zu ändern, frei bewegen kann 1 2 * * ), die hyperbolische (von 
Lobatschefskij*) und Bolyai unabhängig entdeckt) und die ellip- 
tische (Kiemann- Helm holtzsche), von der wiederum die sphärische 
Geometrie ein Spezialfall ist. Zwischen diesen beiden Arten von Geo- 
metrien besteht nun aber der wesentliche Unterschied, daß in der 
elliptischen Geometrie das „vollkommene Prinzip der Dualität" 
herrscht 5 ), insofern die Länge einer geraden Linie endlich ist, wie auch 
die Summe der Winkel mit gemeinsamem Scheitel, während in der 

1) Daß diese Annahme /zusammen mit der in allen Geometrien bestehenden 
Gültigkeit der Eaklidiscben Geometrien im Unendlichk leinen , zur Ableitung der 
Grundformeln der Trigonometrie in der hyperbolischen und elliptischen Geometrie 
aasreicht, hat Ganß gezeigt 'Gauß Werke VIII, S 250 , 

2) Vgl.: X J Lobatsehefskij: Zwei Geometrische Abhandlungen, überheizt 

und herausgegeben Ton F. Engel. Leipzig 1 M*. Im folgenden angeführt mit JL/*. 

3} Vgl.: F Klein; C'ber die sogenannte nichieukJiduobe Geometrie. Math 

-Annalen 6, 573—625. 
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hyperbolischen zwar die letztere Tatsache bestehen bleibt, die Länge 
der unbegrenzten Geraden aber unendlich wird. 

Dieser Unterschied der beiden Geometrien kommt nun aber auch 
bei der Winkel- und Streckenteilung zur Geltung. In der sphärischen 
Geometrie z. B. erkennt man ohne weiteres durch Übergang von einer 
Figur zur Polarfigur, daß die Winkelteilung sich auf die Streckenteilung 
zurückführen läßt; denn bei diesem Übergang verwandelt sich der 
Winkel zwischen zwei Richtungen in ein Stück eines größten Kreis- 
bogens. Anders in der hyperbolischen Geometrie: Hier ist die Teilung 
des Winkels in beliebig viele gleiche Teile selbst dann nicht möglich, 
wenn man die Möglichkeit der Streckenteilung annimmt. 

Dies soll hier gezeigt werden. 


1. Die Streckenteilung in der hyperbolischen Geometrie. 

Gegeben sei eine Strecke AB, und auf ihr n — 1 Punkte A ^, . . ., 
A n _ i (8. d. Figur), so daß AA X => A X A 3 = A 3 A 3 = . . . = A n _, 1 B ist. 

Durch B legen wir den Grenz- 
kreis, dessen Achse AB ist, und 
legen dann durch den Pimkt B' 
auf ihm die Parallele zu AB, 
die wir rückwärts verlängern, 
bis sie den durch A gehenden 
Grenzkreis schneidet, dessen 
Achse AB ist. Durch A, A x , . . ., A n _ x legen wir ferner lauter 
Grenzkreise mit der Achse AB, welche die Strecke A B' in den 
Punkten A', A\, . . ., A' n _ x treffen mögen. Bezeichnen wir die 
Längen der Grenzbogenstücke mit s, s x , Sj, . . ., s n _ lf 1 ( B ' kann 
immer so angenommen werden, daß der Bogen BB' = 1 ist), so ist 1 ) 



also 


s : s. 


^ 


Sm 


= S 


n — 1 




Hieraus sieht man: Um die Strecke AB in n gleiche Teile zerlegen 
zu können, muß man die nte Wurzel aus einem Gretizkreisbogen ziehen. 

2. Zurückführung auf Konstruktionen der Euklidischen Geometrie. 

Auf der Grenzfläche gilt die Euklidische Geometrie*), wobei an 
Stelle der geraden Linien der Euklidischen Geometrie die Grenzkreis- 
bogen auf der Grenzfläche treten, imd man kann alle Konstruktionen, 
die sich in der Euklidischen Geometrie mit Zirkel und Lineal aus- 


l) „L". S. 189. 2) „L“. S. 12. 
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fuhren lassen, wie sich leicht einsehen läßt, daher auch auf der Grenz- 
fläche ausführen: Man kann jeden Winkel bloß mit Benutzung von 
Zirkel und Lineal in 2 n gleiche Teile zerlegen, man kann jedes beliebige 
Grenzbogenstück in n gleiche Teile zerlegen usw. (Genauer gesagt: 
Wenn Anfangs- und Endpunkt eines Grenzkreisbogens gegeben sind, 
so kann man die Teilpunkte für eine Teilung in n gleiche Teile angeben.) 

Dagegen kann man einen beliebigen Winkel nicht in n 
gleiche Teile zerlegen, man kann auch nicht die «te Wurzel aus 
einem beliebigen Grenzkreisbogen ziehen (sobald nicht n = 2 m ), usw., 
weil die entsprechenden Konstruktionen der Euklidischen Geometrie 
unmöglich sind. 

3. Streckenteilung und Winkelteilung. 

Nimmt man an, daß man in der hyperbolischen Geometrie eine 
beliebige geradlinige Strecke in n gleiche Teile zerlegen kann, so wäre 
damit die Möglichkeit gegeben, in der Euklidischen Geometrie (auf 
der Grenzfläche) alle Konstruktionen auszuführen, die die beliebig oft 
wiederholte Wurzelziehung aus einer positiven reellen Zahl erfordern. 

Das genügt aber nicht einmal, um einen beliebigen Winkel in 
drei gleiche Teile zu zerlegen. Denn die Gleichung dritten Grades 

— 3 cos j — cos qp = 0 

in der cos 9 bekannt ist, während cos ^9 gesucht ist, führt auf den 
Casus irreducibilis der Cardanischen Formel, da sie die drei reellen 
Wurzeln hat: 

-(!)> «(*£=). - C4 4 ’) • 

In diesem Falle aber versagt nicht nur die Cardanische Formel; 
es läßt sich sogar die Unbekannte überhaupt nicht durch reelles 
Wurzelziehen bestimmen. 1 ) 

Es ist also, selbst wenn die Teilung geradliniger Strecken in der 
hyperbolischen Ebene möglich wäre, schon die Dreiteilung des Winkels 
und umsomehr die «-Teilung unter dieser Voraussetzung noch nicht 
ausführbar. 

Leipzig, 25. Februar 1902. 

1) Vgl. 0. Hölder: Über den Casus irreducibilis bei der Gleichung dritten 
Grades. Math. Annalen Ä8, 8. 307 ff. 
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Über neuere Fortschritte 

in der Konstruktion stark auflösender Spektralapparate. 

Von E. Gehrcke in Berlin. 

Zeeman entdeckte, daß die von einer Lichtquelle emittierten 
Wellen eine eigentümliche Veränderung erfahren, wenn die Licht- 
quelle in ein magnetisches Kraftfeld versetzt wird. Durch die Auf- 
findung dieser fundamentalen Erscheinung im Verein mit ihrer von 
Lorentz gegebenen theoretischen Erklärung ist der Forschung ein 
bedeutender Anstoß gegeben worden. Während man vordem, unter 
dem dominierenden Einfluß der Maxwellschen Theorie, bei der Be- 
handlung der optischen Phänomene besonders den im „Äther“ statt- 
findenden Prozeß der Wellenbewegung und Weilenfortpflanzung ins 
Auge gefaßt hatte, ist in neuerer Zeit und vor allem im Anschluß an 
die Entdeckung Zeeman s die Aufmerksamkeit wieder intensiv auf den 
eigentlichen Leuchtmechanismus, auf die Vorgänge im Emissionszentrum 
des Lichtes selbst hingelenkt worden. 

Es erscheint heute als sehr aussichtsreich, diesen lange Zeit 
weniger beachteten Vorgang der Lichtemission zu bearbeiten, umsomehr 
als wir im Besitz einer Theorie sind, welche offenbar geeignet ist, für 
die weitere Forschung brauchbare Fingerzeige an die Hand zu geben. 
Doch stellen sich hier nicht unbedeutende experimentelle Schwierigkeiten 
in den Weg. Die in Betracht kommenden Erscheinungen sind ziemlich 
diffizil, und die Änderungen der Wellenlängen, um die es sich hier 
handelt, sind recht klein im Vergleich zu dem, was mit den vorzüg- 
lichsten Apparaten bis vor kurzem beobachtet werden konnte. 

Diese außerordentliche Feinheit der auf den Leuchtmechanismus 
bezüglichen Phänomene, welche teils, wie die oben genannte von Zee- 
man gefundene Erscheinung, bereits bekannt sind, teils sich aus ge- 
wissen theoretischen Überlegungen erwarten lassen, rückt das Problem 
in den Vordergrund, die zur Trennung der Wellenlängen bisher vor- 
handenen Apparate zu verbessern. Die Lösung dieser Aufgabe soll uns 
im folgenden beschäftigen. 

Man kannte bis vor kurzem zwei Typen von Spektralapparaten; 
die einen beruhen auf der Dispersion durch Prismen, die andern auf 
der Beugung an engen Spalten. Beide Typen, die Prismenapparate so- 
wohl wie die Beugungsgitter, scheinen jedoch mit den heutigen Mitteln 
der Technik schwerlich einer bedeutenden Verbesserung fähig zu sein. 
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Wenn man hier weiter kommen will, muß man zu einem neuen Prinzip 
übergehen. 

Das neue Prinzip besteht in der Anwendung von Interferenzen bei 
hohem Gangunterschied der interferierenden Strahlen. Es ist nicht 
schwer, einzusehen, daß solche Interferenzen, wenn sie sich erzeugen lassen , 
vorzüglich geeignet erscheinen, sehr kleine Wellenlängendifferenzen zur 
Wahrnehmung zu bringen, resp. winzige Änderungen der Wellenlänge 
merklich zu machen. Angenommen etwa, wir hätten zwei Wellen A 
und A', welche sich von einander nur um yöoöö d® r Wellenlänge unter- 
scheiden, und wir könnten durch geeignete Apparate bewirken, daß 
beide im Raume Interferenzstreifen hohen Gangunterschieds hervorrufen. 
Dann wird jede einzelne Welle ihre besonderen Interferenzstreifen er- 
zeugen, und die beiden Interferenzsysteme werden sich überlagern. Ist 
etwa A die kürzere Welle, so wird das Streifensystem dieser etwas enger 
sein als dasjenige von A', so zwar, daß immer auf 10000 Streifen von A', 
entsprechend einem Gangunterschied von 10000 längeren Wellen A', 
10001 Streifen von A, entsprechend 10 001 kürzeren Wellen A kommen. 
Dies heißt nichts anderes, als daß nach jedesmal 10000 Wellenlängen 
von A und A' Interferenzstreifen gezeichnet werden, welche genau auf 
einander liegen; die beiden Interferenzsysteme sind in „Konsonanz“. 
Nach der Hälfte dieses Weges, also nach 5000 Wellenlängen, wird die 
eine Welle A' der andern A erst um eine halbe Länge vorausgeeilt 
sein, das Interferenzbild ist hier ein anderes, die Streifen beider 
Wellen liegen zwischen einander ; sie sind in „Dissonanz“. Um- 
gekehrt kann man nun, und darin besteht die neue Methode, aus der 
beobachteten Lage der Interferenzstreifen auf das Vorhandensein der 
Wellen A und A' schließen. Man würde in unserm Fall z. B. bei An- 
wendung von 5000 Wellenlängen Gangunterschied, d. i. bei einer Weg- 
strecke von ungefähr 2,5 mm Luft, aus der Beobachtung eines in Disso- 
nanz befindlichen, doppelten Streifensystems den Schluß ziehen können, 
daß zwei Wellen vorhanden sind, welche sich um der Wellenlänge 
von einander unterscheiden. Dieser Differenz würde in einem Prismen- 
oder Gitterapparat schon ein Linienabstand entsprechen, der etwa = 
des Abstandes der beiden Natriumlinien oder der beiden dunklen 
Fraunhoferschen Linien D x imd 7), beträgt, also eine Größe, welche 
nahe an die äußerste Grenze des mit diesen Apparaten noch getrennt 
Wahrnehmbaren herankommt. Es besteht aber in vielen Fällen durch- 
aus die Möglichkeit, Interferenzen noch höheren Gangunterschieds zu 
erzeugen, und so sind denn die Leistungen der Prismen- und Gitter- 
apparate bei weitem überholt; man ist in der Tat, wie wir sehen 
werden, heute im stände, Wellenlängendifferenzen zu beobachten, 
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welche nur ein Milliontel der Wellenlänge und noch weniger be- 
tragen. 

Es soll hier nicht in extenso über die verschiedenen, bisher kon- 
struierten Interferenzapparate berichtet werden, mit denen man eine 
hohe Auflösung der Spektrallinien erzielen kann. 1 2 ) Wir wollen nur 
einen Apparat genauer betrachten, und zwar denjenigen, welcher aus 
verschiedenen Gründen als der zur Zeit brauchbarste und leistungs- 
fähigste angesehen werden darf. Derselbe ist in der Reichsanstalt von 
Herrn Lummer in Gemeinschaft mit dem Verfasser konstruiert worden*) 
und bedient sich der an einer planparallelen Glasplatte bei streifendem 
Austritt der Strahlen entstehenden Lumm ersehen „Interferenzkurven 
gleicher Neigung.“ 

Die gewöhnlich in den Vorlesungen und in vielen Lehrbüchern 
allein behandelten Interferenzen, wie man sie z. B. beim Newton sehen 
Farbenglase oder beim Fresnelschen Spiegel versuch erzeugt, sind für 
unsern Zweck nicht verwendbar. Alle diese Interferenzen sind nämlich 
sogenannte „Kurven gleicher Dicke“ und werden durch Strahlen gebildet, 
welche in einem beliebigen Punkte des Interferenzbildes mit mehr oder 
weniger verschiedenen Phasendifferenzen zugleich interferieren. Dadurch 
aber wird eine Unschärfe des Phänomens hervorgerufen, welche, wie 
sich zeigen läßt, bei hohem Gangunterschied mehr und mehr stört und 
schließlich das vollständige Unsichtbarwerden der Streifen zur Folge hat. 

Die einzigen bekannten Interferenzerscheinungen, welche auch bei 
hohem Gangunterschied unter Voraussetzung einer genügend homogenen 
Lichtquelle noch scharfe, gut beobachtbare Streifen liefern, sind solche, 
bei denen in jedem Punkte des Bildes allein parallele Strahlen inter- 
ferieren. Die dann entstehenden „Interferenzkurven gleicher Neigung“ 
sind zuerst in ihrer Bedeutung von Lummer erkannt worden und 
treten z. B. an jeder planparallelen Platte auf. 

1. — Es falle (vergl. Fig. 1) der Lichtstrahl AB, herrührend von 
einer Welle A, unter dem Einfallswinkel i auf die planparallele Platte PQ. 
Dann wird ein Teil des Lichtes reflektiert, ein anderer dringt in die 
Platte imter dem Brechungswinkel r ein. Verfolgen wir diesen bei C 

1) A. Boulouch, Journ. de phys. (2) 2 , 316 — 320. 1893. A. Perot u 
Ch. Fahry, Ann. de chim. et phys. (7) 12 , 459 — 501. 1897; Compt. rend. 1897, 

1898, 1899 und 1900; Ann. de chim. et phys. (7) 16. 1899 und Bulletin Astron. 
Janvier 1899; vgl. auch M. Hamy, Compt. rend. 125, 1092 — 1094. 1897. A. A. 
Michelson, Astrophys. Journ. 8, 36—47. 1898; Journ. de phys. (3) 8, 305—314 

1899. O. Lummer, Verhandl. d. Deutsch. Physik. Gesellschaft 3, 86—98, 1901 

2) O. Lummer u. E. Gehrcke, Sitzungsberichte d. k. Akad. d. Wissensch. 
zu Berlin p. 11—17. 1902; Ann. d. Phys. (4) 10, 457—477, 1903. 
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nochmals reflektierten, bei D wieder austretenden Strahl weiter, so 
entstehen also aus AB zwei parallele, interferenzfähige Strahlen BG 
tmd DE, welche durch eine Konvexlinse L bei F zur Interferenz ge- 
bracht werden können. Da die Linse L parallele Strahlen in demselben 
Punkte der Brennebene vereinigt, ohne neue Gangunterschiede zu ver- 
anlassen, so werden folglich sämtliche einfallende Strahlen, welche AB 
parallel sind, in demselben Punkte F interferierende Strahlenpaare 
gleicher Phasendifferenz erzeugen; so z. B. werden die aus A' B' deri- 
vierenden Strahlen B'G' und D' E' mit demselben Gangunterschied 
wie BG und DE und an demselben Orte F vereinigt Alle Strahlen 
jedoch, welche unter andern Winkeln als i einfallen, interferieren an 



einem anderen Punkte der Brennebene von L und mit anderem Gang- 
unterschied. Somit folgt, daß die Phasendifferenz in jedem Punkte des 
Interferenzbild es (außer von den Konstanten der Platte) nur vom Ein- 
fallswinkel i abhängt; die Interferenzkurven, d. i. die Kurven gleicher 
Phase, sind also „Kurven gleicher Neigung“ und haben die Form von 
Kreisen, deren Zentrum von solchen Strahlen gebildet wird, welche 
senkrecht auf die Platte auffallen. 

Der Gangunterschied zweier interferierender Strahlen, welcher mit y 
bezeichnet werden möge, ist sehr einfach zu berechnen. Fällt man von 
D auf BG das Lot DH, so ist der Gangunterschied der Strahlen 
BG und DE offenbar gleich dem Weg BC -f CD, zurückgelegt in der 
Platte, vermindert um den Weg BH, zurückgelegt im Außenraum. 
Rechnet man dies aus, so findet man: 

y — 2dn cos r, 
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wenn d die Dicke, n den Brechungsexponenten der planparallelen 
Platte PQ bedeutet. 

Für alle Winkel i, für welche y ein gerades Vielfaches der halben 
Wellenlänge beträgt, verstärken sich die interferierenden Strahlen, für 
diejenigen Winkel, für welche y ein ungerades Vielfaches von A/2, 
schwächen sie sich. Es ist nun von hervorragender Wichtigkeit für 
uns, nach welchem Gesetz der Übergang der Lichtstärke von einem 
Interferenzmaximum zu einem Minimum stattfindet. Was wir haben 
wollen und allein brauchen können, sind scharfe, wohl definierte Inter- 
ferenzstreifen; präziser ausgedrückt, die Breite eines Streifens soll klein 
sein im Vergleich zu seinem Abstand von einem benachbarten Streifen. 
Nur wenn diese Forderung erfüllt ist, sind wir im stände, die durch 
mehrere Wellen erzeugten Interferenzsysteme über einander und doch 
getrennt von einander wahrzunehmen. 

Obgleich diese Tatsache an sich plausibel erscheint, wollen wir 
uns dieselbe im einzelnen noch weiter durch eine graphische Dar- 
stellung der Intensitäts Verteilung verdeutlichen, welche für die folgenden 
Betrachtungen von Wert ist. Wir denken uns in der Interferenzebene 
(Brennebene der Linse L ) eine Gerade gezogen, welche die Interferenz- 
streifen senkrecht schneidet. Senkrecht zu dieser Geraden, welche 
Abscissenachse ist, denken wir ims dann die in jedem Punkte herrschende 
Lichtstärke als Ordinate aufgetragen; so erhalten wir ein anschauliches 
Bild von der Intensitätsverteilung der Interferenzen. 

Angenommen nun, die Intensitätsverteilung eines durch eine 
Welle A erzeugten Streifensystems werde durch die Kurve aa in Fig. 2 



dargestellt, dann wird eine andere Welle A', welche für sich allein ein 
gegen das erste in „Dissonanz“ befindliches, punktiertes Streifen- 
system bh erzeugen möge, zusammen mit diesem eine resultierende 
Intensitätsverteilung hervorrufen, welche erhalten wird, wenn man die 
Ordinaten beider Wellen addiert. Bei unserer, in Fig. 2 gesetzten 
Annahme eines sinusartigen Verlaufs der Kurven ergibt sich so die 
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dick gezeichnete, der Abscissenachse parallele Gerade CC, d. h. wir er- 
halten durch das Zusammenwirken beider Wellen X und X' eine gleich- 
mäßige Helligkeit oder eine Auslöschung des Interferenzsystems! 

Ganz anders gestaltet sich die Sache, wenn, wie in Fig. «3, die 
Intensitätsverteilung eine steilere ist, sodaß schmale Maxima auf breitem, 
dunklen Grund entstehen. Hier resultiert aus den beiden Kurven aa 



and bb eine Verdoppelung CCC der Maxima auf nur unbedeutend er- 
helltem Grund, und man wird hier also die von den Wellen X und X' 
gezeichneten Interferenzen Ober einander deutlich beobachten können. 

Wollen wir also einen für Spektraluntersuchungen brauchbaren 
Interferenzapparat konstruieren, so müssen wir dafür Sorge tragen, daß 
die Intensitätsverteilung zwischen den Interferenzen eine möglichst steile 
wird, so daß schmale, intensive Maxima auf dunklem Grund gezeichnet 
werden. Es ist nun eine fundamentale Tatsache, welche wir sogleich 
beweisen wollen, daß durch Interferenz von nur zwei parallelen Strahlen 
wie in Fig. 1 von BG und DE, niemals ein steiler Intensitätsabfall 
(entsprechend etwa der Fig. 3), erzeugt werden kann; der Intensitäts- 
abfall ist vielmehr sinusförmig, wie dies der Fig. 2 entsprechen würde. 

Um uns hiervon zu überzeugen, müssen wir auf die Schwingungs- 
verhältnisse der Strahlen im einzelnen näher eingehen. Bekanntlich 
läßt sich der Schwingungszustand 6- in einer Entfernung q vom Emissi- 
onszentrum der (als eben vorausgesetzten) Wellen durch die Gleichung 
darstellen: 

s — a • sin 2;r (f + > 

wo a die Amplitude der Schwingung, 0 die Phase bedeutet Für 
einen zweiten parallelen Strahl von gleicher Amplitude, welcher gegen 
den ersten den Gangunterschied y hat, würde gelten: 

s' — a • sin 2 ic + 0) , 
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sodaß sich die durch Interferenz beider resultierende Schwingung ergibt: 

s -f s' = 2 a cos n | • sin 2n * - y -f- * 

Es resultiert sonach wieder eine Sinusschwingung, aber mit einer vom 
Gangunterschied y abhängigen Amplitude der Größe 2 a cos sr ^ • Da 
die in < jedem Punkte erzeugte Intensität J gleich dem Quadrat der 
Amplitude ist, so folgt mithin: 

(1) J = 4a 2 cos 8 x ~ • 

Ist der Gangunterschied y ein gerades Vielfaches der halben Wellen- 
länge, so folgt hieraus für die Intensität der resultierenden Schwingung 
J x = 4 a*. . 

Ist dagegen y ein ungerades Vielfaches der halben Wellenlänge, so 
wird die Intensität J % — 0. 

Haben wir also, wie bei jedem Interferenzbilde, unendlich viele, 
gegen einander ein wenig geneigte Strahlenpaare, welche in kontinuierlich 
benachbarten Punkten des Interferenzbildes mit kontinuierlich veränder- 
lichen Gangunterschieden interferieren, so nimmt in den Orten zwischen 
einem Interferenzmaximum (wo die Intensität = J t ) bis zu einem Mi- 
nimum (wo die Intensität = — 0) die Lichtstärke alle möglichen, 

durch Formel (1) gegebenen Werte an. 

Aus dieser Formel ersieht man aber, daß die Intensitäts Verteilung 
eine sinusförmige ist, wie sie also etwa in Fig. 2 durch die Kurve aa 
dargestellt wurde. 

Damit haben wir die obige Behauptung bewiesen. Wir wollen 
nun zeigen, daß man durch Interferenz von mehr als 2 Strahlen unter 
gewissen Umständen eine von der Sinusform abweichende, steile Inten- 
sitätsverteilung wie in Fig. 3 erzeugen kann. 

Wir nehmen an, es interferierten p parallele Strahlen 1, 2, 3, . . ., p 
gleicher Amplitude a } welche die Beschaffenheit haben, daß jeder 
Strahl gegen den folgenden den Gangunterschied y besitzt. Dann er- 
halten wir unter Beibehaltung der früheren Bezeichnungen für die 
Schwingungen der einzelnen Strahlen: 

=» a • sin 2*0 + , 

= a • sin 2 n , 

s a = a • sin 2 n + #) , 

s p = a • sin 2 n + <&) > 
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also für die resultierende Schwingung: 

S = a sin 2 n + #) • 

1 i 


Nun gilt aber die trigonometrische Beziehung: 


^»in (« + ß[p - 1J) 

i 


«in Vtßp 

sin */j ß 


sin(« + 


Setzen wir also zur Abkürzung: 

2* (j + <2>) = u, 2n-j = ß, 


so folgt: 


c sin 1 Lßp . / , a 

S = a ■ ——rr£ • sin [a -f ß 
8111 l t ß \ r 


p - 1 


) 


Die resultierende Schwingung hat also die Amplitude und 

die Intensität: 


( 2 ) 


7 n i 8in *'/*ßP 

O — d • — ; — • 

am* y t p 


Für p = 2 geht dieser Ausdruck, wie es ja sein muß, in die Formel (1) 
über. Ist p > 2, so müssen wir die Formel (2) weiter diskutieren. 
Für alle Werte der Phasendifferenz ß, welche gegeben sind durch die 
Gleichung: 

Vs 0P = 2 Ä" 3T (£•=!, S, 3,...), 


verschwindet der Zähler in (2); hier liegen, da der Ausdruck (2) sonst 
stets positiv ist, somit die Minima der Intensität. Zwischen den Mini- 
mis befinden sich verschiedene Maxima, deren Höhe je nach der Größe 
der Phase ß eine verschiedene ist. Ausgezeichnete Maxima entstehen 
da, wo ß ein ganzes Vielfaches von 2n, wo also auch die von zwei 
Strahlen allein erzeugten Maxima liegen. Dann verschwindet in (2) 
der Nenner, und es wird J = o 2 • p 2 . — Wie die weitere Behandlung 
zeigt, überwiegen diese Hauptmaxima und gewinnen mehr und mehr 
an Schmalheit, je größer die Anzahl p der vielfachen, zur Interferenz 
gebrachten Strahlen ist; die folgende Fig. 4 gibt z. B. für den Fall 
p = 15 die Intensitätsverteilung zwischen zwei Hauptmaximis gemäß 
der Formel (2) wieder (o 2 = 1 gesetzt). Hier ist also tatsächlich der 
gewünschte Effekt erzielt, und wir haben, abgesehen von den sehr licht- 
schwachen „Maximis zweiten Grades“, eine steile Intensitätsverteilunsr, 
wie sie schon in Fig. 3 ungefähr angedeutet war. 


224 


E. Gf.hrcke: 


Dasselbe Prinzip der Zusammenwirkung vieler paralleler Strahlen 
von konstantem Gangunterschied y wendet man auch bei den Beugungs- 
gittern an. Die Theorie dieser letzten Apparate ist aber eine kom- 
pliziertere, da hier mit gebeugtem, von der geradlinigen Fortpflanzung 
abweichendem Licht operiert wird. Es ist merkwürdig, daß der viel 
einfachere, von uns oben erörterte Fall der Interferenz regulärer 



Strahlen, welcher sich nach den Regeln der geometrischen Optik in 
einfacher Weise berechnen läßt, so lange unbeachtet bleiben konnte 
und erst in allerneuster Zeit wieder behandelt und experimentell benutzt 
worden ist. 

2. — Wir wenden uns jetzt zur Ausführung des zuletzt behan- 
delten theoretischen Falles in der Wirklichkeit. Die vielen interferieren- 
den Strahlen vom Gangunterschied y erhalten wir, wenn wir das Licht 
auf eine planparallele Platte auffallen lassen, doch so, daß durch viel- 
fache Reflexion im Innern der Platte viele parallele Strahlen zur Ent- 
wicklung kommen, welche man daun interferieren läßt. Im einzelnen 
hat sich so die folgende Anordnung ergeben: 

Das Licht fällt (Fig. 5) nahezu senkrecht auf das kleine, recht- 
winklige Prisma p , welches auf die planparallele Glasplatte PQ auf- 
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gekittet ist. So wird die Plattenoberfläche im Innern nahezu unter dem 
Grenzwinkel der Totalreflexion getroflen, nur ein sehr kleiner Anteil tritt 
nahezu streifend aus; bei weitem das meiste Licht wird somit reflek- 
tiert, trifft wieder die Plattenoberfläche, und dann wiederholt sich das 
Spiel von neuem. Der Endeffekt ist, daß auf jeder Seite der Platte 
eine Reihe paralleler Strahlen von nahezu gleicher, gegen das ursprüng- 
liche Licht sehr kleiner Intensität austritt, welche, von dem auf oo 
akkommodierten Fernrohr vereinigt, Interferenzsysteme von der oben be- 
handelten Schärfe des Intensitätsabfalls in der Brennebene aufzeichnen. 

In einer Beziehung wird durch diese Anordnung aber die durch 
Formel (2) gegebene Verteilung nur angenähert dargestellt. Die Inten- 
sität der interferierenden Strahlen 1, 2, 3, . . ., p ist nämlich in der 
Wirklichkeit nicht für jeden Strahl dieselbe. Bedeutet vielmehr <J 2 den 
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Reflexionskoeffizienten des Lichts an der Glasplatte, so bilden die 
Intensitäten der einzelnen Strahlen 1, 2, 3, . . ., wie leicht abzuleiten, 
eine geometrische Reihe vom Exponenten <r*. 

Die Berechnung dieser so gebildeten Interferenzerscheinung ge- 
staltet sich etwas weniger einfach als diejenige für Strahlen von lauter 
gleichen Intensitäten. Man erhält eine Formel 1 ), deren Diskussion er- 
gibt, daß der durch sie repräsentierte Intensitätsabfall um so steiler 
ist, je mehr a* sich dem größten Werte I nähert, d. h. je mehr der 
ideale Fall von Strahlen gleicher Intensitäten verwirklicht wird. Aus 
dieser Bedingung, dem Koeffizienten o 2 einen recht hohen Wert zu er- 
teilen, erhellt auch der Zweck des kleinen Prismas p in Fig. 5. Würde 
dieses fehlen, so müßte man das Licht, welches ja streifend aus der 
Platte austreten soll, auch streifend einfallen lassen, und damit wäre 
ein enormer Intensitätsverlust verbunden. So hat z. B. für einen Ein- 
fallswinkel von 88° die Größe <J 2 den Wert 0,883; hier würden also 
über 88% der gesamten zur Verfügung stehenden Lichtstärke verloren 
gehen. Diesen Intensitätsverlust verhindert das Prisma p. 


1) vergl. 0. Lummer u. E. Gehrcke, 1. c. 
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Die übrige Montierung des Interferenzspektroskops ist eine sehr 
einfache. Dasselbe wird auf einen Spektrometertisch gesetzt, dessen 
Kollimator abgenommen ist. Man beleuchtet nicht direkt mit der zu 
untersuchenden Lichtquelle, sondern dispergiert erst grob durch ein 
zweites Spektrometer mit Prisma (ein solches genügt meistens). Durch 
ein vor den Interferenzapparat gesetztes Diaphragma kann man dann 
einen beliebigen Anteil aus dem Spektrum ausblenden. 

Eine Eigentümlichkeit des Apparats besteht noch darin, daß man 
den Beleuchtungsspalt, hinter welchem sich die Lichtquelle befindet, 
nicht, wie sonst üblich, vertikal, sondern vorteilhafter schief zur Ebene 
der Apparate stellt. Dadurch wird erreicht, daß man die Interferenz- 
bilder zweier benachbarter Spektrallinien getrennt zu gleicher Zeit be- 
obachten kann. Die genauere Erklärung dieses sehr erwünschten 
Effekts kann aber hier übergangen werden. 

Bisher sind erst wenige Interfereuzspektroskope in Wirklichkeit 
ausgeführt worden. Die Schwierigkeit liegt in der Beschaffung von 
tadellos planparallel geschliffenen, genügend großen Glasplatten. Die 
für unsere Methode erforderliche Güte derselben geht an die Grenze 
der Leistungsfähigkeit der heutigen Technik heran. Immerhin gelingt 
es, Glasplatten von einigen Millimetern Dicke bis auf Bruchteile einer 
Wellenlänge gleich dick und plan herzustellen, und zwar auf eine 
Länge, welche die Dicke um etwa das 40fache übertrifft. So haben 
zur Verfügung des Verfassers bisher Platten von 3 resp. 5 resp. 10 mra 
Dicke und 120 resp. 140 resp. 200 mm Länge gestanden. Die damit 
erzielbare Auflösung ist für die verschiedenen Platten nicht die gleiche; 
sie ist für die zuletzt genannte Platte am größten und beträgt hier 
rund 1 Milliontel der Wellenlänge; dem entspricht also ein Trennungs- 
vermögen von etwa y iooo des Abstandes der beiden D-Linien. 

3. — Die Untersuchung verschiedener Spektrallinien mit dem 
neuen Spektroskop hat bisher vor allem das interessante und neue 
Resultat ergeben, daß keine der mit den gewöhnlichen Prismen- und 
Gitterapparaten homogen erscheinenden „Linien“ von einfacher Zu- 
sammensetzung ist. Vielmehr weist jede Linie eine individuelle Struktur 
von oft bedeutender Kompliziertheit auf. 

Besonders eingehend ist das Quecksilberspektrum untersucht wordeu, 
wie es von einer Vacuumbogenlampe mit Quecksilberelektroden aus- 
gesandt wird. Im sichtbaren Teil besteht das Spektrum aus 2 gelben, 
einer hellgrünen, einer dunkelgrünen, einer blauen und 2 violetten 
Linien. Jede dieser „Linien“ bildet aber, wie sich herausgestellt hat, 
einen Komplex von sehr nahe benachbarten, diskreten Wellen, die sich 
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teilweise nur um 10“ 5 -A und weniger voneinander unterscheiden. 
Man beobachtet meist eine hellere Hauptlinie, welche von weniger 
hellen „Trabanten" begleitet ist; zuweilen jedoch ist man im Zweifel, 
welchen von den vielen „Trabanten" man als Hauptlinie ansprechen 
darf. Betreffs genauerer Einzelheiten muß auf unsere zitierte Abhand- 
lung verwiesen werden; hier sei nur erwähnt, daß die hellgrüne Queck- 
silberlinie nach den neusten Untersuchungen die komplizierteste Zu- 
sammensetzung besitzt und aus 21 Linien besteht. 

Eine ähnliche Kompliziertheit der Struktur wiesen außer den 
Quecksilberlinien auch die Spektren anderer Stoffe auf, wie z. B. Cad- 
mium, Natrium, Wasserstoff. Man muß nur die Bedingungen des 
Leuchtens so wählen, daß die Struktur beobachtbar wird. 

Erzeugt man nämlich die Spektra auf die gewöhnliche Art, etwa 
mittelst einer Salzperle im Bunsenbrenner oder durch Funkeneutladung 
an Elektroden aus den zu untersuchenden Körpern, so gelingt es nicht, 
die individuellen Feinheiten der Linien wahrzunehmen; die Linien erschei- 
nen entweder sehr lichtschwach oder sehr verbreitert und verwaschen. 
Will man scharfe, lichtstarke Linien erhalten, so muß man den zu 
untersuchenden Dampf bei möglichst großer Verdünnung in einem 
Geißlerschen Rohr zum Leuchten bringen. So haben wir z. B., unter 
Benutzung von Erfahrungen des amerikanischen Physikers Michelson, 
ein Vacuumrohr konstruiert, welches, auf 300° C erhitzt, intensives, 
homogenes Cadraiumlicht unter der Einwirkung elektrischer Ent- 
ladungen ausstrahlt. 

Sehr schön beobachtet man an dem Interferenzspektroskop die 
Verbreiterung der Spektrallinien mit zimehmender Dichte des leuch- 
tenden Dampfes. Die rote Wasserstofflinie H a nimmt z. B. bei Drucken, 
die oberhalb von % Atmosphäre liegen, eine solche Breite ein, daß an 
einer Platte von 0,5 cm keine Interferenzen mehr auftreten, da die 
von benachbarten Teilen der „Linie" erzeugten Interferenzmaxima den 
ganzen Raum zwischen 2 aufeinanderfolgenden Interferenzstreifen aus- 
füllen. Noch bedeutender ist die Verbreiterung der blaugrünen Linie Hp. 
Bei fortschreitender Verdünnung des Gases aber werden Interferenzen 
sichtbar, welche mehr und mehr an Schärfe gewinnen, und schließlich 
treten Einzelheiten der Struktur hervor. So z. B. entpuppt sich die 
Linie H a als Doppellinie. 

Das Zeemansche Phänomen ist sehr leicht, schon mit verhältnis- 
mäßig schwachen magnetischen Feldern, wahrnehmbar. Nach der elemen- 
taren Theorie sollte eine Spektrallinie in der Richtung senkrecht zu den 
Kraftlinien in ein Triplet zerspalten werden. Hiernach müßte also die grüne 
Quecksilberlinie, welche 21 fach ist (vergl. oben), in (>3 Komponenten 
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aufgesplittert werden. Von diesen könnte man allerdings durch ein 
Nikolsches Prisma 21 auslöschen, sodaß nur 42 übrig blieben. Immer- 
hin aber ist diese Zahl von Linien viel zu groß, um mit den bisher 
zur Verfügung stehenden, planparallelen Platten wahrgenommen werden 
zu können; man beobachtet bei Erregung des Magneten eine allgemeine 
Erhellung des Gesichtsfeldes, und nur das von der Hauptlinie gebildete 
Triplet hebt sich deutlich ab. 

Es ist interessant, daß sich durch die komplizierte Zusammen- 
setzung der Spektrallinien in gewisser Hinsicht der sogenannte „ano- 
male Zeemaneffekt“ erklärt. Dieser besteht darin, daß manche 
Spektrallinien nicht, wie die elementare Theorie dies fordert, einfache 
Triplets oder Dublets bilden, sondern in eine viel größere Anzahl von 
Komponenten, wie 6, 9 und mehr, zerspalten werden. Die theoretische 
Erklärung dieser Anomalie hat viel Schwierigkeiten bereitet. Da man 
jetzt aber weiß, daß die „Linien“ von vornherein aus einer größeren 
Anzahl von Individuen zusammengesetzt sind, welche nur infolge der 
Mangelhaftigkeit der Apparate nicht wahrgenommen wurden, so er- 
scheint das beobachtete Verhalten der Linien im Magnetfeld nicht 
mehr verwunderlich. Vielmehr wird man umgekehrt mit einiger Wahr- 
scheinlichkeit prophezeien dürfen, daß eine Spektrallinie, die den 
anomalen ZeemanefFekt liefert, sich bei der Untersuchung mit dem 
Interferenzspektroskop als komplex auch ohne Magnetfeld herausstellen 
wird. Freilich ist aber zu beachten, daß keineswegs alle beim 
Zeemaneffekt beobachteten Anomalien sich auf diese einfache Weise 
erklären lassen. 

Man kann erwarten, daß die Vervollkommnung des Interferenz- 
spektroskops, insbesondere die Herstellung immer besserer planparalleler 
Platten, uns zu einem weiteren Eindringen in den Mechanismus des 
Leuchtprozesses verhelfen wird. Auch die Astrophysik wird vielleicht 
aus der Verwendung des neuen Apparates Nutzen ziehen können. 

Charlottenburg, Januar 1903. 
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Uber die Frobeniusschen Kovarianten einer Bilinearform. 

Von J. Wellstein in Straßburg i. E. 

In seiner Arbeit „Über die schiefe Invariante einer bilinearen oder 
quadratischen Form“ 1 ) hat Herr Frobenius gewisse Kovarianten <p 0 (Ä) 
einer Bilinearform A abgeleitet, die später, anscheinend unabhängig 
von Frobenius, Herr Study 2 ) wiedergefunden und genauer untersucht 
hat, wobei sehr interessante Eigenschaften der <^(.4) zutage getreten 
sind. Offenbar unabhängig von beiden Autoren ist dann H. Laurent 3 ) 
auf diese Formen gekommen, die seither in den Frobeniusschen 
Untersuchungen über vertauschbare Matrizen 4 ) und über Gruppen- 
charaktere 5 ) eine nicht unwichtige Rolle spielen. Ich möchte nim im 
folgenden einige Sätze mitteilen, die geeignet scheinen, die Ko- 
varianten (p n (A ) vielleicht in den Mittelpunkt der ganzen Reduktions- 
theorie zu rücken. 

§ 1. Bezeichnungen. 

1. Wir führen die Untersuchung an Matrizen wten Grades. Den 
m 2 einfachsten Bilinearformen x h y k (h } k— 1,2,..., n) entsprechen 
ebenso viel einfachste Matrizen T kk (/*, k = 1, 2, . . ., n), von denen T hk 
in der hien Zeile an fcter Stelle das Element Eins, sonst lauter Nullen 
hat; der Darstellung einer Bilinearform durch die x h y k entspricht die 
Zerlegung einer Matrix: 

0 ) ^ — \ a h t \f a h,i) ' ' '} a h,n) ~ \ a k,k) = ») 

in die Summe: 

(^) A — ^! a h,k^h,k} 

h,k 

und für das Rechnen mit den T h k gelten die Formeln: 

(3) I h k T f () = d k tp T h q . (A. k,p, 9=1,8,..., n) 

Wenn man T ft V A mit Hilfe von (2) und (3) durch die T h k linear und 
homogen ausdrückt, ergibt sich, wie Laurent 6 ) gezeigt hat, durch 

1) Crelles Joum., Bd. 86. § 6. 

2) „Rekurrierende Reihen und bilineare Fonnen“, Monatsh. f. M. u. Ph., 2, 1890. 

3) „Expose d’une thdorie nouvelle des substitutions“, J. de Math. (6) 4, 1898. 

4) „Über vertauschbare Matrizen“, Berl. Ber. 1896, S. 601 ff. 

5) „Über die Primfaktoren der Gruppendeterminante“, 1. c. 1896, S. 1343 ff., § 5(9). 

6) 1. c., S. 82. 
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Elimination der T unmittelbar die „charakteristische“ Gleichung von A, 
die wir uns in ihre verschiedenen linearen Faktoren zerlegt denken: 

(4) F (A, E) = (A — Oj E) r '(A — ... (A — - a t E) r • = 0, 

E = ^i,i + 4 1" T ntH . 

Die Gleichung niedrigsten Grades, der A genügt, sei: 

(5) f(A, E) — (A — a x j E)?' ( A — a^E)^ . . . (A — a t E)$* = 0. 

2. Bezeichnet {#}* eine Matrix, die in der fcten Spalte, von oben 
nach unten genommen, die Elemente x v x i} . . ., x# in den n — 1 übrigen 
Spalten nur Nullen hat, so läßt sich die Substitution: 

(6) = +« a ,j* 8 + = 

zusammenfassen in: 

W \x-\ t = A{x} k , 

wo man nach Belieben k — 1, 2, . . ., n nehmen kann. Das Produkt A { x } „ 
nach den Regeln der Matrizenmultiplikation gebildet, stellt eine Matrix 
vom Typus {#}* dar, welche eben, Element für Element, gleich 
ist. Die {x\ k machen die „Wertsysteme“ (#), auf die Ed. Weyr 1 ) seine 
formentheoretischen Untersuchungen gestützt hat, vollkommen entbehr- 
lich und haben den Vorzug, den Rahmen der Matrizensymbolik nicht 
zu verlassen. — Wir müssen jedoch einige wohlbekannte Sätze über 
Gleichungssysteme erst in die Sprache der Matrizensymbolik über- 
setzen. 


§ 2. Lineare Gleichnngssysteme. 

1. Nennt man, wie üblich, die Matrizen A lf A s , . . ., A linear 
unabhängig, wenn sie einer Gleichung: 

4" Cg A% 4“ • ■ • 4" Cp^ip = 0 

mit numerischen Koeffizienten Cj,...,c p nur dann genügen, wenn 
diese sämtlich verschwinden, so gilt der 

Satz I. Die q <£ n Matrizen { x ’)« {*”>„•••, { xW } k sind nur dann 
linear unabhängig , wenn die Matrix nten Grades : 

X = {x k , x h) . . ., x)*\ 0, 0, . . ., 0} (a = i, s, 

dm Rang q hat , 

1) „Zur Theorie der bilinearen Formen“, Monatshefte für Math. u. Phya., 
Bd. 1, 1890. 
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denn nur in diesem Falle hat das Gleichungssystem: 

+ ••• + c e {asfo>}*-0, 

oder ausgeführt: 

c 1 x h + H h c Q x^ = 0 , [fi — i, 2, ...,n) 

nur die eine Lösung c, — c 3 = • • • = c Q = 0; wie ersichtlich, ist 0 die 
„Matrix Null". 

Satz II. Sind in dem Büschel linear unabhängiger Matrizen 

alle Matrizen {#} enthalten, so ist q = n, 

denn nur für q = n kann man die c so bestimmen, daß bei beliebigen 
x ly x 2 , . . ., x n die Gleichungen: 

x h — c x x h -f c i x k -f- • • • c Q x^ ) (A = 1 . 2 , ") 

bestehen, die symbolisch durch: 

{*)*“ (*"}* + * •* + 

wiedergegeben werden. 

2. Ebenso läßt sich das Gleichungssystem: 

( 1 ) a h,i x i + «*,**> + ’•• + «*,„*„ = 0 

zusammenfassen in: 

( 2 ) 0 

und gibt sich so als Spezialfall der Gleichung: 

(3) AX = 0 

zu erkennen. Damit wenigstens eine Matrix X existiert, die (3) genügt, 
muß A j = 0 sein; sonst folgte aus (3) durch Multiplikation mit A~ l 
sofort X = 0. Zur Lösung von (3) benutzt man am bequemsten ein 
mit A äquivalentes Diagonalsystem: 

(4) i>4<? = 31 = < o,, «„ ..., «„ 0, 0, . . ., 0>, |P|-1, 1^1=1, 

dessen Diagonalelemente a lf a 2 , . . a r sind, wenn r den Rang von A 
bezeichnet. Setzt man Q~ X X = H, so geht (3) über in: 

(5) = 0, 21 = <«!, a,, . . ., a r) 0, 0, . . ., 0>, 

und nun kann man unmittelbar die Lösung angeben. Im Falle 
der allein wegen des Folgenden hier zu besprechen ist, hat man: 

(6) aui 4 -o, wo {j|, -«-■{*)„ 
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oder ausgeführt a,^ = 0, a 2 j 8 = 0, . . a r £ r = 0, während sich für die 
n — r übrigen j keine Einschränkung ergibt. Die Lösung von (2) ist 
demnach { x } k = Q { £ } k mit Ei = £ s = • • • = £ r = 0 und verfügbaren 
?r+i> • • •> Li? °der rea ^ ausgedrückt: 

(7) x k == g A , r + 1 Er + 1 + ft.r+sEr+s + * * * + 2 a, »E» 

Schreibt man q htk =q (k \ so ist Q = {?*, q h) . . ., q[ n ' j und: 

(8) {^h={9 (r+1) }*E r+ i + --*+{9 ( - ) }^. 

Setzt man die Er+i) Er + 2 ) . . £„ bis auf eines gleich Null, dieses gleich 
eins, so erweisen sich {<? (r+1) }*, . . ., {q {n) } t selber als Lösungen von (2), 
und zwar nach Satz I als linear unabhängige, da j Q | =j= 0 ist. So er- 
gibt sich, in etwas fremdartiger Einkleidung, der elementare 

Satz 111. Ist r der Hauff der Matrix A, so hat die Gleichung A { x } k = 0 
genau n — r linear unabhängige Lösungen: 

(9) {*')„ (*<—'»)„ 

aus denen sich jede andere linear und homogen mit numerischen 
Koeffizienten zusammensetzen läßt. 

Wir wollen das S}’stem (9) eine „Basis“ der Lösungen von A\x) k =0 
nennen. 


§ 3. Die Frobeniusschen Matrizen <P 0 (A,E). 

1. Sei zur Abkürzung: 

(1) M 1 — a a U i = h- (• — !.», •••*») 

Dann haben die «Formen: 

9i («i> “s) - * ) 

(2) 9s («i, «s) - l l l * H' • • • fr-Vfr, 

, 9, (m» , «s) = lQ f l P • • • fy-V * > 

keinen von m u « 2 abhängigen größten gemeinschaftlichen Teiler, man 
kann diesen also gleich eins annehmen und in die Form bringen: 

(3) 1 = «ft (m, 1) (m, 1) + 9 3 (m> 1) (m, 1) + • • • + 9 , (a, 1) 1> t (u, 1 ), 

wo die 4>(ti, 1 ) vollkommen bestimmte ganze rationale Funktionen von 
u — — sind. Wenn man (3) wieder homogen macht, 

(4) 9o( M i)Mj) i' a («!,«,) - ^,(«i, « s ) («■=»•* •) 
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setzt und nach Beseitigung der Nenner anstelle von «j, u t die Matrizen 
A, E treten läßt, so folgt die wichtige Gleichung: 

(5) E = <P, (A, E) + (A, E,) + • • • + E). 

Von den Funktionen 4> (u, 1) haben außer 4> a ( ti , 1) alle den Faktor u — a ^ 
also hat Q> 0 (u,l) nach (3) ihn nicht, kann also nicht durch f(u,l) 
teibar sein (§ 1, (5)), und nach einem Satze von Frobenius ist folg- 
lich <& 0 ( A , E) nicht gleich 0. Damit ist die erste Behauptung des 
folgenden Satzes bewiesen: 

Satz I. Die s Matrizen 0 lf 4 genügen folgenden Bedingungen: 

1. keine ist gleich 0, 

2. für o ^ ö' ist 4> a 4> a , — 0, 

3 . = < 2 > 0 , (« = 1 , 2 ,...,«) 

4. sie sind linear unabhängig, 

woraus sich dann leicht ihre Identität mit den von Frobenius 1 ) defi- 
nierten Matrizen (Formen) <p a (A) ergibt. Formel 2. folgt daraus, daß 
0 0 <J> 0 , alle Faktoren von f(A, E) hat; multipliziert man (5) mit 4> a , so 
bleibt wegen 2. gerade E<D n =<Pl, wo E als Einheitsmatrix weg- 
gelassen werden kann. Fänden sich Konstanten c,, c if . . ., c t , sodaß 
fj -f c 2 -f • • • -f e, <f>, = 0 wäre, so hätte man nach Multiplikation 
mit <P n sofort c 0 <P a = 0, also c a = 0. 

2. Die Grundlage für alles Folgende bildet der 
Satz II. Genügen die Matrizen P 0 , Q a den Gleichungen: 

( 6 ) P o( Ä - a «^ m " 0 , ( A - a 0 E ) m Qa = 0 

für irgend einen positiven, ganzzahligen Exponenten m, so ist: 

(?) P.-P,*,, 

und dann natürlich auch: 

(8) r„(A - a„Ef° = 0 , (A - a,Ef° Q, = 0, 

denn (A — a a Ef° = 0. — Da man nämlich den größten gemein- 
schaftlichen Teiler (u — a 0 ) 1 von (u — a a ) m und f(u,l) in die Form: 

(9) (w - a a ) 1 = h(u, 1) (u - a o y + k(u, 1) f(u, 1), (H<> 0 ) 

bringen kann, so ist wegen § 1, (5): 

(10) (A - - h (A, E) (A - *,&>•*, (***,) 

1) Vergl. Fußnote 4) der Einleitung. 
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und aus (6) folgt: 

l\{A-a„E)‘ = 0, (A - a„E) l Q 0 _ 0, 

sodaß, wenn man mit (A — a a Ef a ~ l multipliziert, in der Tat Glei- 
chung (8) besteht. Außer d> 0 haben aber alle <C> den Faktor ( A — ajfy«, 

mithin ist auch P 0 ® a . = 0, ® a , Q a = 0 (a ^ <f'), und nun ergibt sich 
(7) indem man mit Benutzung von (5) die Produkte P a E , EQ a bildet. 

3. Auf Grund des Satzes II kann man ohne jede Rechnung sämt- 
liche Lösungen der Gleichung: 

(11) (A — a c Ef° ( z ) t =* 0 


angeben. Ist nämlich n — r a>Qn der Rang von (A — a a E)Vo , und wählt 
man ^ Matrizen {£'}*, {£")„••• mit vollkommen unbestimmten 
Elementen in der Arten Spalte, so ist: 

( 12 ) {*«**)»- (‘- 1 -* •«.».) 


ein vollständiges System linear unabhängiger Lösungen der Gleichung (11), 
und wenn man diese Systeme für 6 — 1, 2, . . ., s bildet, wobei, soweit 
sie reichen, immer wieder dieselben {jr} t benutzt werden dürfen, so 
sind auch die n = ^ -f- r 2> & + • • • -f r t,g l Systeme \x n ' 1 \ k in ihrer 


Gesamtheit linear unabhängig; denn wäre ^^c at {x a ' r ) k = 0, wofür 

a,t 

man nach II auch c a r 0 { x a> 1 } k = 0 schreiben kann, so bekäme man 

a,t 

durch Multiplikation mit Q gl wegen I: ^\c a . tr O a .[x a ‘ t1 ) k — 0, sodaß 


r 

nun doch die zu demselben <f gehörigen {x a ' r ) k linear abhängig wären. 

Wie auch immer man {#)* wählen mag, ist aber {x } 4 = 0„{x)t 
eine Lösung von (11), also darstellbar in der Form: 


t 


( r “ 1 > 


l 

I 


und nach (5) ergibt die Summation über <j = 1, 2, . . 5 : 

a,t 


d. h.: Jede beliebige Matrix {#}* ist durch die n linear unabhängigen 
Matrizen [x a ' r ) k darstellbar, folglich ist nach § 2, II ihre Anzahl 
gleich n, also: 

( 13 ) r i. e* + T *. e, + ‘ ’ * + r ’, q, “ M - 
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Ganz ebenso ließen sich die allgemeinen Systeme Q 0 des Satzes II be- 
handeln. 


4. Wir denken uns die n Matrizen in irgend eine Reihen- 

folge gebracht, am einfachsten so, daß die zu demselben a gehörigen 
{.r ö * r } t nach wachsenden r geordnet sind; [<J, x\ gebe an, die wievielte 
Matrix in dieser Reihenfolge ist; die n Zahlen |tf, t] bilden 

daher eine Permutation von 1, 2, . . ., w und können wie einzelne 
Summationsindices gebraucht werden. Dann ist: 


(14) 


a, t a,t 



1 , 2 ,.. 

1 , 2 ... 




eine Matrix, deren [u, t] te Spalte von oben nach unten gelesen die 
Elemente xff* , x^ T , . . ., hat. Ihr Rang ist nach § 2, I bei der 
linearen Unabhängigkeit der { x°' T } k gleich w, also |X|=4=0. Mittels 
I, (2), (3) schließt man daraus: 

(15) [ X°' r } {x 0 ’ 1 } 


wo der Faktor in der Summe nach Satz II stehen oder fehlen kann. 
Nun geht aber {x"’ *}[«,*] aus X hervor, indem man alle Elemente 
von X außer denen der [tf, rjten Spalte in Nullen verwandelt; das 
leistet aber gerade die Multiplikation von X mit T [a , T j, [a, t), denn all- 
gemein ist CT h h eine Matrix, die in der Aten Spalte mit G überein- 
stimmt und sonst nur Nullen zu Elementen hat. Daher ist: 

= x X- l( p 0 x — [0,,), 

r t 

d. h. 

Satz III. Die s Matrizen 0 ,, 0 ,,..., 0 , lassen sieh simultan in 
Aggregate n der einfachsten Matrizen T x l , T n n trans- 

formieren: 

(16) i«4. ">*«•»„) 

t 

(17) X-^f^lc^, 

a, i 

Durch diesen schönen Satz werden alle bisher gefundenen Eigenschaften 
der <P n auf das einfachste aufgeklärt, speziell ist Formel (b) eine un- 
mittelbare Folge von E — T tl + T 3 t -| 4- T u n . 
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§ 4. Normalform der Matrizen im Falle s — n. 

1. Auf § 3, III läßt sich sehr leicht die Lehre von der normalen 
oder kanonischen Form der Matrizen gründen. Wir beginnen mit dem 
einfachsten Falle s = n, wo alle n Linearfaktoren der charakteristischen 
Gleichung von einander verschieden sind, r a = q 0 = 1, 6=1,2,..., n. 
Dann sind die in § 3, (2) definierten s = n Formen (» — l)ten Grades 
(p 0 (u v m 8 ) wegen ihrer linearen Unabhängigkeit zur linearen Darstellung 
jeder anderen Form ( n — l)ten Grades geeignet: 

(1) UW 1 -* - + ••• + *,, „<P*(« a ,«,), 

( ,,== o, i, . . 1) 


und es ist zunächst für = a a , u 2 


(*•,!)» 


= 1 : 

1 


oder, wenn man 

( 2 ) 

setzt, 







«i»r‘" = («..«») h — + ««)• 


Hieraus folgt unmittelbar für v = 0, «j = A, u 2 = 1£: 

(4) JE = ( A,E) + @ s (^>^0 + * • • 4- {AE) 


übereinstimmend mit § 3, (5), für v = 1 aber außerdem: 

(5) A = a, 3>j (X, £*) + a 2 <P 2 (A,E) + - ■• + a n <I> n ( A, E). 


Ehe wir diese Formel mit § 3, HI in Verbindung bringen, ist noch die 
Matrix X zu bilden. Läßt man j 2 , . . ., j n völlig unbestimmt, so 
kann man nach § 3, (12), (14) einfach setzen: 

(6) X - MAE ) Uh + *,(4£){|) f + • • • + MAE){i) n , 

und nach § 3, (16) ist: 

( 7 ) X~ 1 <P a X = T a>a 

sodaß aus (5) sich: 

(8) X _1 4X = » 1 ^ 1,1 + «8^8,8 + * * * + a n^'n,n 
ergibt, d. h.: 

Satz I. Hat die charakteristische Gleichung einer Matrix nten Grades A 
lauter verschiedene Linear faktorcn, so werden <P lf <P 2 , . . ., d)„ umi A 
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durch die mit unbestimmten Yariabeln j,, j 2 , . . ., £„ gebildete 
Matrix: v _ . . , _ , . , , _ , , 


transformiert in: 

X- l & a X= T Ot0 , (0 = 1, s,...,») 

X~ l AX = a, T lfl i H + a n T nt »- 

Das ist die bekannte Normalform von A Will man für y 2 , . . ., 
bestimmte Werte einsetzen, so haben sie nur der einen Bedingung zu 
genügen, daß [ X , =$= 0 sein muß. 

2. Will man im Falle s < n für A eine zu (5) analoge Dar- 
stellung haben, so versagt die in 1. angewandte Methode. Zwar hat 

Study 1 ) durch Partialbruchzerlegung von — was wesen ^' 

liehen auf das Verfahren des Artikels 1 hinauskommt — für A eine 
Darstellung: 

(9) A = ( a x + 0j) + («3 + ö 2 ) -f- • • • ( a s <Z>, 0 , ) 

gefunden, wo: 

(10) <M o , = ö o ,* o = 0, 0 a 0 a , — o, ft $* 9 o„0 a = e a , 


aber diese Zerlegung von A erweist sich nicht als vollständig. 

Aus (9) folgt übrigens durch Multiplikation mit <2>„ unmittelbar 

(11) A<t> a = a a * a + 0 a , 

sodaß man die 0 o ganz einfach durch: 

(12) 0 a =» (A — a a E) <X>„ (®=- 1,8 n) 

definieren könnte; in der Tat folgen vermöge § 3, I aus (12) unmittel- 
bar die Formeln (10) sowie O'jo = 0, genau wie bei Study. Die 
Matrizen 9 a sind aber noch weiter zerlegbar. Wir wählen daher einen 
anderen Weg, der über die Matrix X zur Normalform führt; dazu ist 
eine etwas umständliche, aber durchaus elementare Erörterung des 
Lösungssystems von (A — a a E)Vo {#}*= 0 erforderlich. 


§ 5. Normalform der Matrizen im Falle s n. 

1. Wir scheiden die Lösungen {x 0 ’ 1 ] der Gleichung: 

( 1 ) {A- % Ef-{x) k =0 
in Lösungen L a , die der Gleichung: 

(2) (A — a a E)*{x) k = 0, 9 a) 

i) 1. c. § 7. 
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genügen, oder, wie wir sagen wollen, „zum Exponenten p gehören“, 
und in Lösungen 1* 0 die zwar zum Exponenten p, aber zu keinem 
niedrigeren gehören. 

1. Hilfssatz. Die Gleichung (1) hat mindestens eine 

Denn gehörten alle L 0 schon zum Exponenten p« p 0 , so hätte 
die Gleichung: 

J J(A — n a Eyio { x } k = 0 (0 = 1 , 5 ,...,*) 

die n linear unbhängigen Lösungen {#"» r } t des §3, 3, und 

wäre nach § 2, 111 vom Range Null, also gleich 0; dann hätte Jf | ( u — a a y a 

den Faktor f(u } 1), sodaß also p«J nicht kleiner als p a sein kann. 

Wie n — t a g bisher den Rang von ( A — n a E)^a bezeichnete, so 
sei n — r 0 der Rang von (^4 — a a E)v. Dann hat (2) genau t 0( 
linear unabhängige Lösungen, sie bilden eine „Basis“ B 0 ^ der 
Von einer B a ausgehend wird man, um zu einer B a ^ zu gelangen, 
noch eine gewisse Anzahl 0 Ö>V linear unabhängiger hinzunehmen 

müssen, also ist: 

(^) T o,(» T a, — 1> ~ t o, ({ r o,Q — 1> 9 ~ 2, . . p 0 j 

jene noch hinzuzufügenden linear unabhängigen .V 0 konstituieren eine 
„Basis“ » 0|e . 

2. Hilfssatz. Durch die 0„ „ Matrizen einer „ läßt sich keine 
L 0 (i , (p' <T p) linear, homogen und mit nicht durchaus verschwindenden 
konstanten Koeffizienten ausdrücken. 

Befände sich nämlich im Büschel der 5L Ä eine L„ oder 
L 0f e __ g , . . ., so könnte man sie mittels der B 0 x linear und homogen 
darstellen, sodaß zwischen den Matrizen der ? und der B a ,0 >’ die 
doch zusammen eine B a ^ bilden, eine lineare Abhängigkeit bestände. 
Aus demselben Grunde folgt: 

3. Hilfssatz. Aus einer entstehen durch linksseitige Multiplikation 

mit ( A-a a E), (A - a a E ) 2 , . . ., (A — a a E)t~ 1 je 0 fl|(? linear un- 
abhängige £ 0| e _ 2 , . . Ü Utl , und diese p 0 O Q Matrizen — die 

eingeschlossen — sind auch zusammengenommen linear un- 
abhängig. 

Denn könnte man, wenn [x) k} [y) k , ... eine 8 ist, von Null 
verschiedene Konstanten o, b, . . . so bestimmen, daß für p' < p — 1 
die Gleichung: 

(■ a — « o E)q + + = o 
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bestände, so wäre «{£)* + &{#}* + * * ^ Ai, p-i darstellbar durch 
die Z? 0> t , und man hätte wiederum zwischen den Individuen der 
und der B a ly die zusammen die B a bilden, eine lineare Gleichung. 
Hat man aber irgend welche linear unabhängigen ebenso linear 

unabhängige x u. s. w., so sind auch diese e _, , . . . . 

in ihrer Gesamtheit linear unabhängig; denn multipliziert man eine 

zwischen ihnen vorausgesetzte Gleichung mit ( A — a g E) ( f~ l , so fielen 
die ? _ 2 , . . j heraus; die p können aber nicht 

bleiben, sonst erwiesen sie sich als folglich haben sie von 

Anfang an in jener Gleichung gefehlt. Diese hat also nur zwischen 

den p _j, S c 2 , . . ., B 0>1 bestanden, und nun folgt aus demselben 

Grunde, daß die p _j fehlen müssen u. s. w. 

2. Nach dieser Vorbereitung treffen wir folgende 

I. Wahl der Basis . : Die B n „ setzen wir zusammen aus je einer 

°» Ca °> Qa J 

».,U ^o,2> * * ’> (ö = l»2. •••»*) 

und zwar nehmen wir: 

1. die 0 at Q a Matrizen der ganz beliebig; 

2. dagegen bilden wir 6 a ^ der 0 a t Matrizen der _j aus 

denen der 33 0> durch Vorsetzen des Faktors {A — a a E) } die 
0 a — 0 (l ' fehlenden ß a _ t werden willkürlich hinzugefügt, 
(.9 ~ 1 ; • • *> Qo)> 

immer natürlich unter der Einschränkung, daß alle 8 bezw. £ 
linear unabhängig sein müssen. 

Bezeichnet man die Matrizen der 33 0f wie folgt: 

(4) [x a, Q ,0 }i 1,2, e = l, 2,. 6 = 1, 2, . . j 

so wird das Bildungsgesetz der B a t wiedergegeben durch die Formeln: 

(A - a a E){af’’* e \ i — ( e =2,3,..., ?0 ) 

(. A — a a J?) { x a > 1>e } = 0, 
die sich zusammenfassen lassen in: 

(A - a a E){x°^> e \ k = (1 - df.jM«®'* -1 '*)* 
oder für die beabsichtigte Anwendung aufgelöst: 

( 5 ) A{txT>* 9 \ k = a a {&'*' 9 ) i + (1 - 

3. Wie in §3,4. die \oc ?' r ) k , so werden jetzt die n Matrizen 
[x°'Q’ e ) k) die ja nur ein besonders gewähltes System \x n ' r } A bilden, 
in eine gewisse Reihenfolge gebracht, zunächst nach wachsenden <?, 
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dann die zu demselben ö und 0 gehörigen nach abnehmenden p, sodaß 
{ipff.e- *. 0 } t au f folgt. Eine Tabelle mit drei Eingängen gebe 

etwa zu jedem Tripel o, p, 0 die Ordnungszahl [tf, p, 0 ] von {.r°>e> 9 } t 
in dieser Reihenfolge an. Dann ist: 

(6) [ö, p- l,öl = [ö, + 1, 

und für die Matrix X des § 3, 4. hat man den Ausdruck: 

x i ** *• i [«,p, »i { ** i " * i !«,*. »i ■ 

(7) a,Q,e u,Q,0 

n |, 2, . . *; Q = 1, 8, . . p<, ; ö=l, 2, . . . , p.) 

Nach der Bemerkung zu § 3, (15) ist aber 

(3) { a?' ?• 0 } [a, ei = X 1 [ 0) »j, [o, e] , 

und da allgemein die Ate Spalte von C T k k mit der /< ten von C übereinstimmt, 
während alle übrigen Stellen von CT h k mit Nullen besetzt sind, so ist: 

(9) {^ £,,? ~ 1 ’®)[a, P ,fl] — XT[o t[{ - , t a ]t ( 0 ,p,e] = X2’ Kf) a 1 + 1| [p, e> 

Für k =* [er, p, 0] geht dalier (5) über in: 

(10) AXT [(Jt(}t e ], io,e,o)=a a XT [at(!t e), [<>,(., <o + (l— + f«. e» 

wozu wir noch die aus § 3, (15) entspringende Gleichung: 

(11) ^gX = [x 0 ^' 0 } [0,g, fl] = X^?T[ at 0], [ a , *>, 6] 

e» o p, o 

stellen wollen. Wie in § 3, 4. ist [ X j wegen der linearen Unabhängig- 
keit der { x°' ?> 0 } von Null verschieden, und so erhalten wir schließlich, 
mit Rücksicht auf: 

(1^) «]. K e* 0] “ E 

ff.e.ö 

den schönen 

Satz II. Jede Matrix A kann so transformiert wer den , daß sic außerhalb 
der Diagonale T x v jT 12 , .. ., T n n und der ersten dazu parallelen Schräg- 
reihe T 21 , T 82 , ..., T n n _ x nur verschwindende Elemente enthält: 

(13) X l AX= ^\ i a T[„ t ^ e], [a, (»,©] + J^(l — ^u) ^ > »+[ff,?>«Ji[ff*f*« 

a,Q,e a,p,0 

(14) X= V{^^} [ö , e , el . 

<C!p?e 

Zugleich ist: 

(15) X ’^oX =27’[o,p 1 »] 1 [o, fl 9], 

p.0 

WO: 

<y = 1, 2, . . ., 55 q = 1 , 2 , . . ., p 0 ; 0 — 1 , 2 , . . ., 
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Die Formel (13) stellt die bekannte 1 ) Normalform der Matrix A 
dar, aus der anf Grund von (15) mühelos ein zu § 4, (5) analoger 
Ausdruck für A selber abgeleitet werden kann, wobei sich dann zeigt, 
daß die Studyschen 9 a (§ 4, (12)) Summen von Gliedern des Typus: 

X (1 ~ l) ^l + la,(j,e], [a, e, l 

sind. Doch wollen wir uns hierbei nicht auf halten. Der Vollständig- 
keit wegen soll nur noch die Zahl: 

t 0t{ , a = 0 a>i > o - 1 H 1- 9 a> a + 9 a , i 

= ( T °.Co — T «.Ca-0 + ~ T °> fa“ 1 ) H + ( T «. * — r «. 0 + X °> ‘ 

bestimmt werden. Aus (12) und (13) folgt: 

X 1 (Au s E u i) ^ u \ ) ?>•]* Ke,«] 

4" «,2^ l)^ 1 + [«»?»•]. K?i«]* 

«,?.« 

Die Determinante hiervon ist: 

I Aut - Eu } | = JJ(«« M * ~ w,)' 0 ’^, 

0 

andererseits ist nach § 1, (4), da F(A,E) = 0 die charakteristische 
Gleichung von A bedeutet: 

\Aiu- Eu j | = (- l) n F(u lf «,) = JJia.u, - u x ) r o, 

also: 

4. Man konnte die Sätze des § 3 über die Frobeniusschen 
Matrizen 0 a zu einer eleganten Herleitung aller mit A vertausch baren 
Matrizen benutzen, welche die von Ed. Weyr, 1. c., angegebene an 
Einfachheit bedeutend übertrifft; ferner zur Transformation zweier 
Matrizenpaare in einander, wobei man sich im wesentlichen an das von 
Ed. Weyr mitgeteilte Verfahren halten könnte. Doch dürfte die in 
§ 4 und § 5 entwickelte Theorie der Normalform von A die Verwend- 
barkeit der Sätze des § 3 hinreichend dargetan haben. 

Straßburg L E., den 12. Juli 1901. 

1) VergL etwa Schlesinger, Handbuch der Tb, d. lin. Differential#! , 
Bd T S 127 
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Ludwig Hchuksingku: 


Über geodätische Krümmung. 

Von Ludwig Schlesinger in Klausenburg. 


In den folgenden Zeilen erlaube ich mir einen Ausdruck für die 
geodätische Krümmung einer auf einer Fläche gelegenen Kurve mit- 
zuteilen, dessen ich mich schon seit einer Reihe von Jahren in geo- 
metrischen Vorlesungen bediene und dem ich in der Literatur noch 
nirgends begegnet bin. Für die Herleitung ist es ganz gleichgültig, 
von welcher geometrischen Definition der geodätischen Krümmung man 
ausgehen mag; ich stelle die beiden gebräuchlichsten dieser Definitionen 
an die Spitze. 

Will man die geodätischen Linien auf einer Fläche als diejenigen 
Kurven definieren, für welche in jedem Punkte die geodätische Krümmung 
verschwindet, so erklärt man 1 ) gewöhnlich die geodätische Krümmung 
einer Kurve C in einem Punkte P als die zu eben diesem Punkte 
gehörige Krümmung derjenigen ebenen Kurve C\ welche als die ortho- 
gonale Projection von C auf die Tangentialebene der Fläche im Punkte P 
erscheint. — Bezeichnen wir also mit P', P" die dem Punkte P nach 
beiden Seiten hin unendlich benachbarten Punkte der Kurve C, mit w 
den Winkel, den die beiden aufeinander folgenden Tangenten (P', P) = f, 
und (P, P") = / 8 von C miteinander einschließen, mit ©' den Winkel, 
unter welchem sich die orthogonale Projektion t x von t x auf die 
Tangentialebene der Fläche im Punkte P zu U neigt, mit ds das 
Linienelement (P', P) von 6’, so ist: 

1 OJ 

r ds 



die gewöhnliche Krümmung (Flexion), 



l tu 

r g ~ ds 


die geodätische Krümmung von C im Punkte P. 

Setzt man den Begriff der geodätischen Linie als bekannt voraus, 
so wird die geodätische Krümmung definiert 2 ) als der Quotient des 
Neigungswinkels zweier unendlich benachbarter geodätischer Tangenten, 


1) Vgl. z. B. Bianchi-Lukat, Differentialgeometrie. Leipzig 1899. 

2) Minding, Crelles Journal, Bd. 6, S. 160; vgl. auch Liouville, Note II 
zu Monges Applications de f Analyse ä la Geometrie, II. Edition 1860, S. 576. 
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in das Bogenelement der Kurve. Bedeutet also F die durch P', P 
gelegte, F' die durch P, P" gelegte geodätische Linie, nennen wir 
ferner P" den auf P folgenden Punkt von F, so wird der Winkel w, 
unter dem sich die beiden geodätischen Tangenten F, F' in P schneiden, 

durch den Neigungswinkel der beiden Geraden (P, P") und (P, P") = L 
gemessen. Da aber die Ebene (P', P, P"), als Schmiegungsebene der 
geodätischen Linie F, auf der Tangentialebene (P, P", P") senkrecht 
steht, stellt die Gerade (P, P") die orthogonale Projektion von (P', P) = t y 

auf die Tangentialebene dar, es ist also (P, P") = t[ 7 a = co', und 
somit diese Definition der geodätischen Krümmung auf die vorher- 
gehende zurückgeführt. 

In dem längs t[ rechtwinkligen Dreikant {t v t ^ t y ) haben wir nun: 

tg>' = tg (O • cos E , 

wenn e den Neigungswinkel der Tangentialebene (t yf 1 2 ) zur Schmiegungs- 
ebene ( t v U) der Kurve C bedeutet, oder, da m, co' unendlich klein sind, 

a = a ♦ cos £; 


wir finden folglich nach (1) und (2) die Liouvillesche Gleichung: 



l l 

— — COS E. 

r 9 r 


Bezeichnen A, t u, v die Richtungskosinus der Binormalen an die 
Kurve C, ferner X, Y, Z die Richtungskosinus der Flächennormalen 
im Punkte P, so ist: 

cos e =' AX -f pY -\- vZ, 


und indem wir für A, (. t, v ihre bekannten Ausdrücke 1 ): 

A — r (yY' — Yy"), p = r (zx'~ x'Y’) f v = r(xy"—yx") 


einsetzen, wo x, y, z die rechtwinkeligen Koordinaten von P, die Accente 
— wie auch stets im folgenden — die Derivierten nach der Bogen- 
länge s von C bedeuten, ergibt sich aus (3): 


(4) 


1 

*9 


1 x 


x 


Y Z 

f f 

y z 

z 


1) Vgl. z. B. Bi auch i- Lu k a t , a. a. 0. S. 8. 


16 * 
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Bedeuten p , q die krummlinigen Koordinaten von P auf der 
Fläche, also: 


(5) 


rfs» = Edp* + 2 Fdpdq + Gdq *, 

/ r . d ZC t 

x =T f r +^ 2 ' 

, dy , , dy . 

y + 0,«> 


und bedienen wir uns der bekannten Ausdrücke für die zweiten par- 
tiellen Deri vierten der rr, 2 nach den .p, 7 , wie sie z. B. bei Bianchi- 
Lukat 1 ) angegeben sind, so ergibt sich: 

( 6 )x"-af p +b d * i +cX, f=^ p + bg+cY, S'-aii + b^ + cZ, 


WO 


(V 


i.-r 1 v+*i w+jyjs-h-p", 


c = 


_ (Dp* + 2 D'p’q’ + Lrq') 


yEG — F 

gesetzt wurde und D, D’, D" die zweiten Gaußschen Fundamental- 
größen 2 ), {** | die Christoffelschen Drei-Indices-Symbole zweiter Art 3 ) 

für die binäre Differentialform r/s 2 bedeuten. Mit Rücksicht auf die 
Gleichungen (ö), (G) erscheint die Determinante auf der rechten Seite 
der Gleichung (4) in der Form eines Produktes: 




dx 

dy 

dz 

0 0 

1 


cy 

dp 

cp 

p Y 

0 

• 

dx 

dy 

dz 

a b 

c 


dq 

dq 

dq 




X 

Y 

Z 


dessen zweiter Faktor bekanntlich den Wert Y^EG — F‘ besitzt, und 
so finden wir endlich für die geodätische Krümmung den Ausdruck: 

— = YEG - F* x 


rg 




1) a. a. 0. S. 89, Gin. (I). 

2) und zwar in der ursprünglichen Gaußschen Bezeichnung (Disquisitiones 
gen. circa superficies curvas, art. 10), Werke IV, S. 234. 

3) Christoffel, Crelles Journal, Bd. 70, S. 49; vergl. Bianchi-Lukat, 
a. a. 0. S. 43, 67. 
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oder in expliziter Form: 



Dieser Ausdruck, gleich Null gesetzt, liefert die Differentialgleichung 
der geodätischen Linien direkt in der Form, wie sie sich aus den 
Gleichungen am Schlüsse des Art. 18 der Gaußschen „Disquisitiones“ 
nach Elimination von 0 ergibt. 1 ) 

Berichtigungen zu dem Aufsatze: 

„Über die partiellen Differentialgleichungen, denen Hermitesche Formen genügen.“ 

Dieses Archiv, III. Reihe, Bd. I, S. 262 ff. 

S. 265 müssen die Gleichungen Zeile 12 und 17 von oben lauten: 

^ log V = 

beziehungsweise : 

Jr = i cf 1 e~ ie + u . 

S. 266, Fußnote 4) lies „Eins oder Null“ statt „Null oder Eins“. 
Klausenburg, den 19. Dezember 1901. 


Über die zweifachen Punkte von Flächen. 

Von Otto Biekmaxn in Brünn. 

Im Folgenden sollen die analytischen Kennzeichen für die ver- 
schiedenartigen zweifachen Punkte von Flächen abgeleitet werden, wann 
der Punkt ein biplanarer oder ein umplanarer, wann er ein t^elbst- 
berührungspunkt oder ein isolierter Punkt ist, oder wann er ein 
konischer Knotenpunkt oder das Ende eines Domes oder das gemein- 
same Ende eines Doppeldornes ist, welche Begriffe ihre Definition 

1) Werke, IV, S. 243: vergL Biancbi-Lukat a a. 0. S. 154. Gin '10;, (10*). 
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finden werden. Und zwar geschieht das mit Hilfe der Bedingung, 
unter welcher 'eine der Variablen in der Gleichung der Fläche an einer 
singulären Stelle eine (zweideutige) analytische Funktion der beiden 
anderen ist, und der Bedingungen, unter denen eine Form zweiten 
Grades in zwei beziehungsweise drei Veränderlichen definit oder in- 
definit oder keines von beiden ist. 

Diese Ableitung der analytischen Kriterien für die verschieden- 
artigen zweifachen Punkte, mit welchen sich Rohn eingehend im 
22. Bde der Math. Ann. beschäftigte, dürfte einiges Interesse erwecken. 
Die Ausführlichkeit in dem ersten Teile der Untersuchung möchte 
damit hingenommen werden, daß die Aufgabe einheitlich zu ent- 
wickeln ist. 

Ist g (x, y, z) = 0 die Gleichung einer Fläche bezogen auf recht- 
winklige Koordinatenebenen, ist ferner x' 0 , y' Q , z‘ Q ein die Gleichung er- 
füllendes Wertesystem, und soll die Fläche in dem zugeordneten Punkte 
0 untersucht werden, so verschiebe man die Koordinatenebenen so, daß 
der Koordinatenanfangspunkt nach 0 fällt; dann wird die neue Gleichung 
unserer Fläche f {. x , y, z) = 0 durch (0, 0, 0) erfüllt. 

Der Flächenpunkt 0 heißt ein getvöhnlicher Punkt, wenn die 
Fläche ein und nur einmal in stetigem Verlaufe durch ihn hindurch- 
geht, und wenn sich die Stellung der Tangentenebene in ihm stetig 
ändert. 

Wenn die Funktion f(x, y, z) in der Umgebung von 0 nach der 
Maclaurin sehen Reihe entwickelbar ist, was wir voraussetzen, und die 
ersten Ableitungen von f in 0: 



nicht alle verschwinden, insbesondere aber f 3 4* 0 ist, was im gegenteiligen 
Falle immer durch eine Drehung des Koordinatensystem es um 0 zu er- 
reichen ist, dann gibt es eine und nur eine analytische Funktion z von 
x und y, welche die Gleichung f — 0 befriedigt, imd für x = 0, y = 0 
verschwindet: 

* — Cio* + c 01 y + + %c n xy + c^y*) + • • • - 



Die Koeffizienten dieser Reihe sind auf Grund der Forderung 
zu bestimmen, daß die Substitution der Reibe in die Gleichung 
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f{x y y, z) — 0 eine identisch verschwindende Reihe in x und y ergibt. 
Es soll also 



sein u. s. w., wo fi x = f XJL den Wert der zweiten Ableitung von f nach 
der x*“ und A** D der drei Variablen x, y, z an der Stelle (0, 0, 0) bedeutet. 

Man entnimmt aus diesen Gleichungen die verlangten Koeffizienten 
und erhält die geforderte analytische Funktion z. Doch weil die 
analytische Funktion stetig und differenzierbar ist, hat man dann , wenn 
nicht alle drei Größen f x , f tt f s verschwinden , in 0 eitlen gewöhnlichen 
Punkt. 

Wenn aber die drei ersten Ableitungen von f alle an der Stelle 
(0, 0, 0) verschwinden, so sind die ersten zwei der früheren fünf an- 
geschriebenen Gleichungen identisch erfüllt, und aus den drei weiteren 
entfallen die letzten Glieder. 

Sind nicht alle Größen f xl = 0, was wir ein für allemal annehmen, 
um in 0 stets einen zwei fachen Punkt zu behalten, so kann man auch 
voraussetzen, daß f S3 4* 0 sei, denn wenn das nicht der Fall sein sollte, 
so kann man wieder durch eine linear -homogene Substitution dazu 


/ c z\ 

gelangen. Dann aber sind die drei reduzierten Gleichungen für 
und | —j nur mit einander verträglich, wenn dieFunktional-Determinante 
der ersten Ableitungen von f an der Stelle (0, 0, 0): 




fn 

fl 2 

fl* 

fn 

fit 

ft* 

fsi 

fit 

fi* 1 


verschwindet. Wenn aber diese Bedingung erfüllt ist, so ergeben sich 
für alle Ableitungen von z an der Stelle (x = 0, y — 0) je zwei be- 
stimmte Werte. 

Die Koeffizienten der zwei Entwicklungen für z werden gewiß 
reell, wenn von den Unterdeterminanten erster Ordnung von F f die 
mit F xi bezeichnet seien, 

F n < 0 und F„ < 0 
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sind. Doch weil die Hauptunterdeterminanten von F dann, wenn F 
verschwindet, das gleiche Vorzeichen haben, so sagen wir, sobald 

fis + 0, F*= 0 und F MK < 0 (* = i,j,s) 

sind, geht die Fläche in zwei getrennten stetig verlaufenden Zweigen 
durch 0 hindurch. Der Funkt 0 ist ein biplanarer. 

Ein biplanarer Punkt bleibt auch erhalten, wenn die erste oder 
zweite Hauptunterdeterminante verschwindet, oder wenn die erste und 
dritte, oder die zweite und dritte Hauptunterdeterminante Null sind, 
die nicht verschwindenden aber kleiner als Null sind. 

Ist 


0 , Fn 

= 0 , also 

auch F l2 — 

-^13 — 

ferner 

F 22 ^ 0 * 

0 
V 
r « 


oder ist 




•s 

0 

V 

vH 

•s 

0 

II 

fe* 

F„ - 0 , 

also auch 

^21 = 0 , F 23 — 0 

und ferner 

-^33 

A 

0 


so ist nichts zu bemerken. Doch 

wenn 


II 

0 

>• 

0 

II 

^2 < 

= 0 

ist, so hat man 

fn 

fn = 0 ; 


und wenn 




•s. 

0 

II 

►H 

A 

0 

F 22 = 0 , 

F zs “ 0 

ist, so hat man 

H 

II 

O 

f 13 === 


Verschwinden F , JF n 

und F 22f so 

ist auch jF S3 = 0 , weil f aa als von 


Null verschieden vorausgesetzt war. Dann aber verschwinden alle Unter- 


determinanten F. x , 

0(x, y, s) = f n x 2 + 2f ls xy + f n if + 2 f a xe + 2 f a yz + f s3 z- 

wird ein vollständiges Quadrat, und die Tangentenebenen der Fläche 
in 0 fallen zusammen. 

Diese Aussagen ergeben sich auf Grund der Beziehungen 

fil ~ -^22^33 — -^23 > Ff i2 = F n -^83 — -^13? Ff s g = F n F u — F] r 

Denn ist z. B. 

F — 0, F n = 0 , F ri < 0 , . F aa — 0 , 
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so folgt hier zunächst, daß 

^1» “ Fn ~ ^ 

ist. Und weil ferner 

4" /» 3-^23 4" f 33 -^33 = 

= /lX-^18 4* /»2-^SJ 4* f JS ^23 = 0 

ist, 80 muß = 0, /* 83 = 0 sein. Setzte man nämlich .F 83 = 0, so folgte 
aus dieser Annahme und der Gleichung F u — 0 auch die Gleichung 

•^22 = 0 , 

was der Voraussetzung widerspräche. 

Wir beschäftigen uns jetzt mit dem Falle 

/s3 + 0, F= 0, F xx — 0 (*=1,2,8) 

Nun wird 

/^( a: )y^) == 2T^tta a; + /23y + /33 r ) 2 + 4-3/’nj^ 2 y4 1-/333^) + 

+ -R 4 = 0, 

wo /* xi/i die dritten Ableitungen von f nach der x ton , A‘* n , fi** n der drei 
Variablen x , y, <er an der Stelle (0, 0, 0) bedeuten und R t ein Aggregat 
von Gliedern ist, deren Dimensionen größer sind als drei. 

Man setze 

fu x + f»y +/iw* -«i» 

und eliminiere z , so findet man 

277“ + 3» [^in 3 ^ + 4 ü ^333 r il + = 0, 

wobei insbesondere 

An ~ fm - *fJf t + 3 f a , 0’- /•„, (^)* 

ist. Nimmt man hier zuerst A U1 als von Null verschieden an und setzt 

x = s£ 2 , = =.*£*£, 

wo über « = ± 1 noch verfügt werden soll, so geht nach Division 
durch £ 4 die letzte Gleichung in die folgende über: 

2f[y^-6* + ! f All? ! ] 4“ M s + m 4 H 

wo ein Aggregat von Gliedern v tcr Dimension in £, 17, £ bezeichnet. 

Durch die letzte Gleichung ist eine Fläche dargestellt, die in dem 
Punkte 0, darum weil der Koeffizient von £ s von Null verschieden ist, 
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die F , f n , F n , jF 33 und F 2i entsprechenden Größen bis auf die letzte 

• • • 8 A • • M 

verschwinden, diese aber gleich ist und bei passend gewähltem 

Ö /S8 


£ kleiner als Null ausfällt, einen biplanaren Punkt besitzt. Es gibt 
zwei Entwickelungen für £: 


(' =V~ — I + 2 t + a mV >) + ■■■, 


S" _ _ -|/_!ZuS| + 1 + 2b„Sv + W) + ■■■; 


aber weil bei positivem oder negativem e nur positiven, beziehungs- 
weise negativen ^-Werten reelle £ zugehören, so gehen nur bei positiven, 
bez. negativen a;-Werten allein, aber bei positiven und negativen y- 
Werten reelle £- Werte hervor, jenachdem 



ist, und die Fläche f(x, y, z) = 0 verläuft links bez. rechts von der 
Ebene x = 0; aber einem Wertepaare x, y gehören zwei z -Werte zu. 
Die zwei Flächenzweige haben die gemeinsame Tangentenebene 

fiz x + fnV + fzz z = 0, 

und sie treten bis an den Schnitt dieser mit der Ebene x — 0 an diese 
Ebene heran. Die Fläche erfährt somit in 0 eine Rückkehr; denn die 
Flächenzweige verlaufen zu verschiedenen Seiten der Tangentenebene, 
weil die Werte £' und £" von £ und die entsprechenden Werte von Z x 
in genügender Nachbarschaft der Stelle (£ = 0, rj = 0, £ = 0) von ver- 
schiedenem Zeichen sind. 

Ist aber A in == 0, so setze man in der Gleichung 

2T/ + «rr & A ™ x 'y ^333*?] + r a = o 

h = xz m i i = x y t , 


dann erhält man nach Division durch x 8 die Gleichung 

+ 2 + 2^*'. + + «’> + «’« + o, 


wo wieder v r ein Aggregat von Gliedern v*" Dimension in x, y iy z 2 ist 
Hier sind die F f F U) Fn und F Si entsprechenden Größen der 
Reihe nach 


^U2 


*ft 


SS 


. °» und ~ iA ' u 
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Weil wir aber bisher den zweifachen Flächenpunkt nur zu be- 
urteilen verstehen, wenn F verschwindet und mindestens eine der 
Hauptunterdeterminanten F 1V F 22 negativ ist, müssen wir voraussetzen 



* ^nn 

»•4 ft* 



Dann haben wir für die neue Fläche einen biplanaren Punkt, und die 
erste Fläche weist in 0 einen Sdbsfberühru ngspu nkt auf; denn z ist eine 
zweiwertige Funktion in der Umgebung von 0, sowohl für positive, als 
auch für negative x und y, und es besteht nur eine Tangenten- 
ebene. 

Zunächst sind nun die Fälle zu betrachten, wo 4* 0 und F = 0 
ist, und entweder 



F„ 

> 

0, 

F i2 

> 

0, 

Fu 

> 

0 




oder 














F» 

- 

0, 

F 2i 

> 

0, 

F» 

> 

0 




oder 














F u 

— 

0, 

F 

> 

0, 

Fu 

= 

0, 

(/! 22 

~ fit 

= 0) 

oder 














F» 

> 

0, 

F 
x 22 

= 

0, 

Fu 

> 

0 




oder 














Fu 

> 

0, 

F 

22 

= 

0, 

Fu 

= 

0 

(fu- 

= o, f n = 0). 


Das sind Fälle, die wieder zusammengehören, so daß nur der erste 
einer besonderen Erwägung bedarf. 

Es werden nun an der Stelle (x — 0, y = 0), wo z verschwindet, 

&)/>» = -fu±iVF», 

und die Gleichungen der Tangentenebenen in 0 heißen 

/s3? = (— /iS ± + (~ ft 3 db 

Der Schnitt dieser konjugierten Tangentenebenen ist reell. Die Schnitt- 
linie ist aber auch Tangente in 0; es gibt daher in der Nähe von 0 
reelle Punkte, obgleich man aufs erste meinen sollte, daß sich wegen 
der komplexen Werte für die Ableitungen von z an der Stelle ö nur 
ein isolierter Punkt ergibt. Wir kommen später wieder auf diesen 
Fall zurück. 
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Ein isolierter Punkt wird in 0 gewiß dann eintreten, wenn <&(x,y,z) 
eine positive oder eine negative definite Form ist; denn dann wird bei 
genügend kleinen Werten von x , y, z 

Yi 0 ( x > V> *) + 

immer das Zeichen des ersten Summanden haben und nicht verschwinden. 
Indem wir aber bemerken, daß 

Vi z ) = ~j~(fia x "h faalt "F taa z Y f je ~ E \a x Y p - ** 

1 33 / sa-Mi •‘u 

ist, so können wir unmittelbar erschließen, daß der zweifache Punkt 
ein isolierter ist , ivenn 

f&F > 0 und F n > 0 

ist. Wäre f K = 0, aber eine der Größen fii) fa von Null verschieden, 
so daß es am einfachsten wäre, x oder y als Funktion der anderen 
Variablen darzustellen, so würde man ebenso sagen, es gibt in 0 einen 
isolierten Punkt, wenn entweder 

f n F > o, f; 2 >o 

oder 

fnF>0, F ss > 0 
ist. 

Bleiben wir bei dem Falle /jJ3 4 1 0, so ist fernerhin noch zu 
untersuchen, wie die Fläche in dem zweifachen Punkte 0 beschaffen 
ist, wenn entweder 

f»F> 0, F u < 0 

oder 

fs&F < 0, F n =~ 0 

ist. Denn der Fall, /’ 33 F> 0 und jF u = 0 kann wegen der Relation 
f zz F = F n F i2 — F \ 2 nicht Vorkommen. 

Im Falle f ss F> 0, F n < 0 oder in den Fällen f zz F < 0, F u ^ 0 
wird <&(x, y, z) gewiß eine indefinite Form. Es gibt also unendlich 
viele Wertesysteme, für die 0 verschwindet, andere, für die 0 positiv 
oder negativ ist, und darnach gibt es unendlich viele Stellen in der 
Umgebung von 0, wo 

f( x , y,*) = 4r ®( x > y, z ) + E s - 0 

M • 

wird, d. h. in der Nähe des zweifachen Punktes gibt es noch unendlich 
viele andere Flächenpunkte. 
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Ist f is jF < 0, F n — 0, so hat man in y, z) auch eine indefinite 
Form, was zuerst festgestellt werden soll, damit dann alle die Fälle, wo 
<t> indefinit ist, zugleich weiter behandelt werden können. 

Es ist jetzt 

Qfa y* z ) “ 7- (fii x + fi*y + /»*)* +y 1 x*-2 I ^xy = 

»SS »SS »SS 

= j (fi s* + f*y + fn z Y + rV ( F ** x ~ F *vy ~ f F p yt > 

»SS »SS^JJ »ss-*»* 

und man sieht, daß diese Form einmal das Zeichen von i r j J /' 3S , dann 
aber das von — F^f^, also Werte von entgegengesetzten Zeichen an- 
nimmt. 

Ist f Si F < 0, F u = 0 und F i2 = 0, so wird 

y> z ) = 7 (/is x + f n y + f^y ~ *y, 

»SS »SS 

und diese Form ist auch indefinit. 

Sollte auch Fn — 0 sein, so verschwände F } weil f u = 4 = 0 ist; und 
diesen Fall haben wir hier ausgeschlossen. 

Um die Fläche in der Nachbarschaft der Stelle 0 zu mitersuchen, 
wenn f u F =1= 0, legen wir durch G stetige Mannigfaltigkeiten von oc* 
Punkten und sehen nach, ob diese so gewählt werden können, daß sie 
in genügender Nähe von 0 nur diesen Punkt mit der gegebenen Fläche 
gemein haben, und andere solche Mannigfaltigkeiten, welche die Fläche 
in Kurven schneiden, die in 0 einen Doppelpunkt besitzen. Indem 
wir die schneidende Fläche durch ihre Tangentenebene ersetzen, ist 
die erste Frage die, ob es reelle Werte für a und ß gibt, so daß die 
Ebene 

z -f- ux -f- ßy = 0 

die Fläche 

ji y,*) + F 3 = 0 

derart schneidet, daß die Schnittkurve in 0 einen isolierten Punkt be- 
sitzt. Zu diesem Zwecke muß die Form zweiten Grades 

X ( x , 30 — 7 - «As “ «/*»)* + (fn ~ /%•>*)* + f-jr {yF u -xF u y + ~ x* 

eine definite sein, also muß 

ß) - [jr (fn - «fnY + + B ti + Irl - 

• - lk <fn - «r«) (f» - ßf») - Ir J > 0 
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gemacht werden können. Es ist nun aber 

n«. ß) = t fn - - *ßfn + ß'f»\ ~ 

L/l» tt /s3 — ßfli "h «Z^/ssl“ “ 

- cc°-F n + 2«ßF n + ß*F i3 + 2«JP 1S + 2ßF„ + F 5J , 


und wenn wir « und /3 als rechtwinklige Koordinaten eines Punktes 
in einer (a, ß )- Ebene ansehen, so stellt die Gleichung 

eine Kurve zweiter Ordnung dar, die im allgemeinen ein Gebiet von 
Punkten (a, /3), wo ^(a, /3) < 0 ist, von einem solchen trennt, wo 
x F{u, ß) > 0 ist, und dann wird die gegebene Fläche in 0 auch die 
beiderlei genannten Besonderheiten aufweisen; dann heiße der t lachen- 
punkt ein konischer Knotenpunkt. 

Die Determinante der Gleichung *P*(ß, ß) = 0 ist 

B=F\ 

und die Unterdeterminante des letzten Gliedes ist 



Wenn nun ^(ß, ß) = 0 eine imaginäre Ellipse darstellte, d. b. 


£=H0, B si > 0, F n B> 0 


wäre, 

Fläche 


aber auch die auf die rechtwinkligen Achsen a, ß, y bezogene 


r = n«, ß) 


unter der uß - Ebene läge, wäre niemals ^(ß, ß) > 0; es gäbe in 0 
keinen konischen Knotenpunkt. Das kann aber nicht eintreten; denn 
damit die Fläche y — *P*(ß, ß) einen höchsten Punkt besitzt, muß 
< 0 sein, und jetzt müßte auch B < 0 sein, was nicht zutrifft, 
weil B = F* ist. 

Wenn F+0, kann die Gleichung* ^(ß, ß) = 0 auch nicht ein 
Paar imaginärer Geraden mit einem reellen Schnittpunkte, sie kann 
nicht ein imaginäres Parallelenpaar oder eine • Doppelgerade darstellen, 
in welchen Fällen ^(ß, ß) von negativem Zeichen bleiben könnte. 
Die Kurve W(cc, ß) = 0 trennt also stets Gebiete von Punkten (c, 
wie sie früher genannt waren, und wir haben im Punkte 0 immer einen 
konischen Knotenpunkt, sobald 

fssF> 0, F n < 0 

oder 

f„F<0, 

ist. 
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Im Falle 

fsS F < -^11 = ^ 

ist auch 

B = F\ 

aber 

n = _ /T2 

JJ 33 x IS ) 

und darum kann auch hier die Gleichung 7 F(u, ß) = 0 nicht am Ende 
eine Kurve darstellen, welche nicht ein Gebiet von Funkten, wo 
W(a, ß) < 0 ist, von solchen trennt, wo ^(a, ß) > 0 ist. Wir haben 
daher auch in diesem Falle in 0 einen konischen Knotenpunkt. 

Jedesmal kann man durch 0 oo 1 Ebenen legen, welche die ge- 
gebene Fläche in Kurven schneiden, die in 0 eine höhere Singularität 
aufweisen als einen einfachen Doppelpunkt; denn es gibt oc 1 Werte- 
paare, welche die Gleichung *P(u, ß) = 0 befriedigen; und nach deren 
Natur können die konischen Knotenpunkte unterschieden werden. 

Und nun könnten wir in der Beschreibung der Flächenpunkte 
weitergehen, die bei Betrachtung des uniplanaren Punktes auftreten, 
könnten also 

Ai is + 0 

voraussetzen. 

Darauf aber sind die einzigen noch zu behandelnden Fälle die, wo 

/'s 3 + 0, F — 0, F n oder F n !> 0 

ist, oder beide der genannten Hauptunterdeterminanten positiv sind, 
aber nicht beide verschwinden. 

Ist 

F u > 0, 

so wird 

0, y, z) = -p f n y -f f„zy + 7~~p~ (F n y - F^x)*, 

/ IS /SS x II 

und diese Form ist weder definit noch indefinit; sie bewahrt das Zeichen 
von f 33 , und es gibt in der Nähe von 0 noch unendlich viele weitere 
Flächenpunkte. 

Um über die Beschaffenheit der Fläche an der Stelle 0 etwas 
aussagen zu können, legen wir wieder durch 0 Ebenen z-\- ux + ßy = O y 
und sehen nach, ob man a und ß so wählen könne, daß 

X (x, y) — J- [(/is - “/is)* + (/is - ßf^Y + ( F nV ~ F u x Y 

I SS /ss -* 11 
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eine definite Form wird; denn dann gibt es Ebenen durch 0 , welche 
die Fläche in 0, aber in der Nähe von 0 nicht treffen. Damit X(x, tj) 
definit werde, muß, wie man mit Rücksicht auf die Beziehung 

f\\F\\ "F fi*F 12 /is-^13 = 0 

direkt findet, wieder die frühere Beziehung erfüllt sein 

*(*, ß) > o. 

Die Gleichung ? F(a, ß) — 0 hat aber jetzt die Determinante B = 0, 
und es ist B xi = 0, weil B u = f {i F = 0 ist. Darum aber gilt 

a > ß) = \F u a + Fuß + 

und weil F u > 0 ist, gibt es wirklich Ebenen durch ö der verlangten 
Art, aber keine Ebenen, welche die gegebene Fläche in Kurven 
schneiden, die in 0 einen Doppelpunkt haben, wohl aber oo 1 Ebenen, 
welche die Fläche im allgemeinen in einer Kurve mit einem Rückkehr- 
punkt in 0 schneiden. 

Wir sagen jetzt, wo 

F—O t F n > 0 

ist, wir hätten in 0 das Ende eines Dot'nes oder das gemeinsame Ende 
eines Doppeldomes , je nachdem die reellen Schnittkurven von einer 
Seite oder von zwei entgegengesetzten Seiten an 0 herantreten; wie 
dies zum Beispiel der Fall ist, wenn die Schnittkurven in 0 einen 
Selbstberührungspunkt haben. (Die analytische Unterscheidung der 
hier genannten Fälle erfordert nur die Anwendung bekannter Kriterien 
für die Singularitäten ebener Kurven.) 

Im Falle 

F- 0, F n = 0, F n > 0 


ist, wird auch F 13 = 0 und F ls — 0, und es ist 


V> e) = i- \j n x -f f n y + / 33 *] 2 + P x* 

Iss Iss 

eine weder definite, noch indefinite P'orm. Man setze wieder 
z = — ux — ßy, bilde 

») = (/•„ - 2af u + **f a )x' + 

+ ^ (fa ~ *f„) if« ~ ßfn) x » + (f - W , a + ß%,)» s 
und beachte, daß wegen F n = 0, beziehungsweise F lt = 0 


fh 

fss 


f f \sfss f 

/ 8JJ ? “ f / 18 

Iss 
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ist, und hierauf 

V(a, ß) - ß* F*> + 2ßF a + F a 

wird. Wenn ^(a, ß) für ein Gebiet von Werten a, ß größer als Null, 
aber nie kleiner als Null wird, so haben wir in 0 wieder ein Dornende 
oder das gemeinsame Ende eines Doppeldomes. 

Das ist aber der Fall; denn wegen der Beziehung F n F^ — F^ =- 0 
und wegen F*. >0 wird 

V(a, ß) = ~ (F„ß + F a y 5 0. 

Ist 

F — 0, F u = 0, Fj* > 0, F u = 0, 

so wird 

^(«, ß) = F^ß* > 0, 

und wir haben abermals ein Domende oder das gemeinsame Ende eines 
Doppddornes. 

So sind die verschiedenartigen Falle der zweifachen Flächenpunkte 
behandelt. 

Ist G ein Är-facher Punkt, so wird man die Natur der Fläche in ö 
ebenso erledigen mit Hilfe der Bedingungen, unter denen z als 
Funktion von x und y im singulären Punkte eine analytische Funktion 
ist, und mit Hilfe der Kriterien, unter denen eine Form k l * D Grades in 
zwei beziehungsweise drei Variablen definit oder indefinit ist, und wann 
sie weder das eine noch das andere ist. 

Brünn, den 23. Januar 1902. 


Zur Gruppentheorie. 

Von Alfred Loewy in Freiburg i. B. 

Unsere Kenntnisse über Gruppen linearer homogener Substitutionen, 
von denen außer dem Gruppencharakter nichts Näheres bekannt ist, 
sind sehr geringe; daher wird, wie ich hoffen darf, die Vorlegung eines 
allgemeinen Fundamentalsatzes über Gruppen linearer homogener Sub- 
stitutionen vielleicht nicht unwillkommen sein. In Bezug auf die 
nähere Ausführung sei auf eine in den Transactions of the American 
Mathematical Society erscheinende Arbeit verwiesen. 1 ) 

Eine Gruppe linearer homogener Substitutionen in n Variablen 
heißt reduzibel, wenn man m < n lineare homogene F\mktioneu der 

1) Dieselbe ist inzwischen in Bd. 4 der Transactions erschienen. 

Archiv der Mathematik und Pbyaik III. Beihe. V. 17 
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Variablen mit konstanten Koeffizienten finden kann, welche durch 
jede Substitution der vorgelegten Gruppe nur unter sich transformiert 
werden. Z. B. ist eine jede Permutationsgruppe, als Gruppe linearer 
homogener Substitutionen betrachtet, stets reduzibel; denn bei ihr wird 
die Summe der Variablen in sich transformiert. Eine jede reduzible 
Gruppe G linearer homogener Substitutionen läßt sich durch Einführung 
linearer homogener Funktionen der Variablen in eine ähnliche Gruppe 
G transformieren, die symbolisch in der Form: 


«11 

0 

0 

0 

...0 

0 

Qj,, 

flog 

0 

0 

...0 

0 


Ü32 

fl 33 

0 

...0 

ü 


a /-12 


Q 4 — 14 

• • • - 1 1 - 

i0 

«21 


a /3 

Q/4 

• • • * bi;.-i 

«22 


geschrieben werden kann; dabei bedeutet a ki eine Gesamtheit 

von Matrices mit Zeilen und f,. Kolonnen. fl <f (i = 1 , 2, . . ., A) bedeutet 
eine Gesamtheit von Matrices, die eine irreduzible , mit G isomorphe 
Gruppe darstellen. Es ist natürlich f, f s + • • • ~h fa *=* wenn G 
eine Gruppe in n Variablen ist. Hat man eine reduzible Gruppe G 
in eine ähnliche Gruppe G transformiert, daß diese die Form (a) hat 
und, worauf besonders Gewicht zu legen ist, alle in der Diagonale 
stehenden Matrices a ti ( i =1, 2, . . ., A) irreduzible Gruppen sind, so 
sagen wir: G ist unter Hervorhebung der irreduziblen Bestandteile oder 
Teilgruppen in eine ähnliche Gruppe transformiert norden. Die in der 
Diagonale stehenden irreduziblen Gruppen a,. f (» = 1,2,..., A) nennen 
wir die irreduziblen Bestandteile oder Teilgruppen von G. 

Es gilt nun folgender Satz: 

Wie auch immer eine Grupjie G linearer homogener Sidistitutioncn 
unter Hervorhebung ihrer ineduziblen Bestandteile in eine ähnliche Gruppe 
transformiert wird , so kann man die irreduziblen Bestandteile, die sich 
irgend einmal ergeben, den irreduziblen Bestandteilen, die irgend ein anderes 
Mal auftreten, so eineindeutig zuordnen, daß zwei zugeordnete irreduzible 
Teilgruppen gleich viele Variablen haben und ähnliche Gruppen sind. 

Dieser Satz ist recht anwendungsfähig; er läßt sich z. B. mit Vorteil 
für die Theorie der Reduzibilität der linearen homogenen Differential- 
gleichungen verwerten; denn die Reduzibilität der linearen homogenen 
Differentialgleichungen ist ein rein gruppentheoretisches Problem. (Vgl. 
meine Arbeit über die irreduziblen Faktoren eines linearen homogenen 
Differentialausdruckes. Berichte der math.-phys. Klasse der K. sTicks. 
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Gesellsch. der Wiss. 13. Jan. 1902.) Wendet man den obigen Satz 
auf jene Gattung von Gruppen linearer homogener Substitutionen an, 
die so beschaffen sind, daß die charakteristischen Gleichungen, welche 
zu sämtlichen Substitutionen der Gruppe gehören, nur eine endliche 
Anzahl von unter einander verschiedenen Wurzeln besitzen, und welche 
ich, da sie die Gruppen einer endlichen Anzahl linearer homogener 
Substitutionen als Spezialfall enthalten, als Gruppen vom Typus einer 
endlichen Gruppe bezeichnet habe (Math. Annalen, Bd. 53 S. 225), so 
erhält man folgendes Resultat: 

Wie man auch immer eine Gruppe G linearer homogener Sub- 
stitutionen vom Typus einer endlichen Grujtpe unter Hervorhebung ihrer 
irreduziblen BestarulUile in eine ähnliche Gruppe transformiert , so werden 
auf diese Art, icenn man ähnliche Gruppen nicht als verschieden ansieht 
(und voraussetzt, daß die vorgelegte Gruppe, falls sie nicht endlich ist, 
wenigstens eine Substitution besitzt, deren charakteristische Gleichung 
lauter unter einander verschiedene Wurzeln hat), l irreduzible endliche 
Teilgruppen a n , a^, . . a^, die jedoch nicht alle verschieden zu sein 
brauchen , eindeutig bestimmt. Notwendig und hinreichend, damit G im 
besonderen eine endliche Gruppe ist, erweist sich die Ähnlichkeit von G 
mit der zerlegbaren Gruppe: 

a n 0 0 0 ... 0 0 

0 QjjO 0...0 0 

0 0 a 33 0 . . 0 0 

0 0 0 o . . . 0 

0 0 0 0 ... 0 a i2 . 

Die oben eingeführte Voraussetzung, daß die vorgelegte Gruppe vom 
Typus einer endlichen Gruppe, wenn sie nicht endlich ist, wenigstens 
eine Substitution besitzen soll, deren charakteristische Gleichung lauter 
unter einander verschiedene Wurzeln haben soll, ist vermutlich über- 
flüssig. Leider ist es mir bisher jedoch nicht gelungen, meine früher 
über die Gruppen vom Typus einer endlichen Gruppe angestellten 
Untersuchungen, auf die ich mich für den Beweis des letzten Satzes 
stützte, von dieser Voraussetzung zu befreien. Die Beseitigung jener 
Voraussetzung wäre auch deswegen erwünscht, weil dann eine andere, 
für die Theorie der Gruppen linearer homogener Substitutionen, von 
denen nichts weiter als der Gruppencharakter bekannt ist, fundamentale 
Frage entschieden wäre, nämlich ob eine jede unendliche Gruppe linearer 
homogener Substitutionen eine Substitution unendlich hoher Ordnung 
besitzen muß. Ich darf mir erlauben, bei dieser Gelegenheit darauf 
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hinzuweisen, daß ich diesen Satz unter der Voraussetzung, die Gruppe 
besitze wenigstens eine Substitution, deren charakteristische Gleichung 
lauter unter einander verschiedene Wurzeln hat, früher bejahend ent- 
schieden habe. 

Man kann auch den Begriff der Irreduzibilität einer Gruppe linearer 
homogener Substitutionen bezüglich eines Zahlkörpers oder Rationali- 
tätsbereiches fl definieren. Ist fl ein Zahlkörper oder Rationalitäts- 
bereich, d. h. ein System von unendlich vielen Zahlen, das von der 
Vollständigkeit ist, daß die Addition, Subtraktion, Multiplikation und 
Division (mit Ausnahme der Division durch Null) irgend welcher 
Zahlen des Systemes nur zu Zahlen desselben Systemes führt, und G 
eine Gruppe linearer homogener Substitutionen in n Variablen, deren 
Substitutionskoeffizienten ausnahmslos dem Körper fl angehören, so 
sagen wir: G ist bezüglich des Körpers fl reduzibel, wenn man m < n 
lineare homogene Funktionen der Variablen mit konstanten Koeffi- 
zienten finden kann, welche durch eine jede Substitution der Gruppe 
nur unter sich transformiert werden und dabei nur Transformationen 
mit Koeffizienten aus fl erleiden. 

Der zuerst mitgeteilte Satz läßt sich auch auf die Gruppen linearer 
homogener Substitutionen mit Koeffizienten aus fl derartig ausdehnen, 
daß man statt der Irreduzibilität schlechtweg diejenige bezüglich & an- 
wendet. Man kann ferner beweisen: Eine jede Gruppe einer endlichen 
Anzahl linearer homogener Substitutionen mit Koeffizienten aus einem 
Zahlkör per fl ist einer Gruppe ähnlich , die in bezüglich fl irreduzible 
endliche Gruppen zerlegbar ist. 

Für die Theorie der endlichen Gruppen linearer homogener Sub- 
stitutionen mit Koeffizienten aus einem Körper fl kann man sich daher, 
wenn man ähnliche Gruppen nicht als verschieden ansieht, auf die 
Aufsuchung der bezüglich fl irreduziblen endlichen Gruppen be 
schränken. Dieses Resultat ist vielleicht auch deswegen wertvoll, weil 
höchst wahrscheinlich durch die Gruppen einer endlichen Anzahl line- 
arer homogener Substitutionen mit Koeffizienten aus den speziellen 
Zahlkörpern, die aus dem absoluten Rationalitätsbereiche durch Ad- 
junktion von Einheitswurzeln hervorgehen, sämtliche endliche Gruppen 
erschöpft werden, wenn man ähnliche Gruppen als nicht verschieden 
ansieht (Maschke: Über den arithmetischen Charakter der Koeffizienten 
der Substitutionen endlicher linearer Substitutionsgruppen, Math. Annalen, 
Bd. 50, S. 492). 

Frei bürg, August 1902. 
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Analytische Sphärik in homogenen Koordinaten. 

Von Fr. Daniels in Freiburg (Schweiz). 

Erster Teil. 

Es werden in nachstehender Untersuchung die folgenden Sätze der 
Vektorenrechnung benutzt: 

1. Die Summe der Vektoren A, B, C, . . . (geometrische Summe) 
ist denselben Rechengesetzen unterworfen wie die algebraische. Ist A 
der Tensor von A, und sind A v A iy A a die Längen seiner Komponenten 
nach drei rechtwinkligen Achsen, so ist A «=» A x i + A t j -f- A a k, wenn 
i,j f k Einheitsvektoren in den drei Achsen sind. Von diesen sei 
vorausgesetzt, daß sie ein Uechtssystem bilden: l nach vorn, j nach 
rechts, k nach oben. 

2. Die skalare Größe: 

(1) A t By + AJi 2 + A 5 B 3 = AB cos (AB) 

wird AB geschrieben und skalares Produkt genannt. Aus dieser 
Definition geht hervor: 

AB = BA t A(B + C +•••) = AB + AC + • • ■; 

(2) A* = AA = Al + AI + Al = ,4 8 

und 

(3) AB = 0, 
falls A AB ist. 

3. Der neue Vektor: 

( 4 ) (A,B, - A t B,)i + (A.B, - A t B,)j + (A t B, - A, B,) k 

wird V AB geschrieben und Vektcn'produkt genannt. Er ist nach 
§ 2, (3) senkrecht zu A und zu B und hat nach § 2, (2) den Tensor 
AB sin (AB). Es bilden A, B und V AB ein Rechtssystem: nimmt 
man für die beiden ersten Vektoren i und j, so findet sich der dritte 
gleich k. Aus der Definition (4) geht hervor: \BA — ~\aB\ 
VAB + NAC+ VA(B+C+ ■■■);¥ AA = 0; V«=fc; Vjk = l-, 

Vfcf-i. 
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4. Das skalare Produkt cVah der Vektoren C und V AB ist 
nach § 2, (1 ) C i (A i B 3 — A 3 B s ) 4- C 2 (A s B l — A t B 3 ) + C 3 (A x B a — A s B x ) 
oder |6\v4 2 jß 3 j: folglich wird: 

(5) aVbc= bMca = cVab 

sein. Es verschwindet dieses Produkt, sobald die drei Vektoren 
koplanar sind. 

Für das Vektorprodukt VcVAB der Vektoren C und V AB 
findet sich nach § 3, (4): 

\C 2 {A l B t - A t B t ) - C 9 (A 3 B X - A t B t )] 1 + [ -]j + [-] k = 
[{B l C l + B 2 (\-{- B 3 Cg) A y — - (C l A 1 4- C s A a 4- G 3 A 3 ) B x \ i 4- \—\j 4- [ — ]fc= 
(BiC'i+Bi C a -\-B 3 G 3 )(A x i -\-A i j+A 3 k)—{C l A l -\- G 2 A i -\-C 3 A 3 ).(B l i -\-B % j J rB i k)\ 

folglich ist: 

(6) VcNab = a.bc-b. ca. 

Bildet nnin von den hier vorkommenden Vektoren das skalare Produkt 

mit 1), so bekommt man dVcVaB = AJJ . BC - Bl) . CA , oder 
mit Gebrauchmachung von § 4, (5): 

(7) VabVdC= AD . BC- AC.BD. 

5. Sind r,, r 2 , r 3 drei von 0 ausgehende, nicht koplanare Einheits- 
vektoren, so ist ax t 4* bx a -f cr 3 die von 0 ausgehende Hauptdiagonale 
im Parallelepipedum, dessen in 0 zusammenstoßende Kanten ax v bt a , cx 3 
sind. Es ist klar, daß umgekehrt jeder beliebige Vektor auf diese 
Form gebracht werden kann. 

6. Bas sphärische Dreieck. — Jeder vom Zentrum 0 ausgehende 
Vektor r bestimmt auf der Kugelfläche (Radius = 1) einen Punkt R; 
wir nennen r den Vektor des Punktes R. Jedes positive Vielfache 
dieses Einheitsvektors X bestimmt denselben Punkt. Ein großer Kreis 
oder eine sphärische Gerade ( L ) wird bestimmt durch den von O aus- 
gehenden zu seiner Ebene senkrechten Vektor (1); wir nennen (I) den 
Vektor der sphärischen Geraden. Jedes positive oder negative Viel- 
fache dieses Einheitsvektors (1) bestimmt dieselbe Gerade. 

7. Das sphärische Dreieck habe (Fig. 1) die äußeren Winkel 

A l A 2 A 3 oder A s3 , A 3l} A i2 , die Seiten a lt a 3 , a 3 oder a 23 , a 3v a Jf und 
die Höhen h lf h i} h 3 . Nimmt man beim Durchlaufen der Seiten im 
angegebenen Sinn die Vektoren dieser sphärischen Geraden links, so 
entsteht das Polardreieck, dessen Spitzen, äußere Winkel und Seiten 
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resp. Ij, 1 2 , I 3 , rt J3 , « 31 , rt ls und A nt A 3i , A xi sind. Die Eigenschaften 
des skalaren Produktes (§ 2) liefern nun die Beziehungen: 



r £ r 4 = cos a ik , I,l 4 — cos A ik , 

r? = cos a ti — 1 , ff = cos A i{ = 1 , 

— sin h if ^* = 0, 


und ebenso ergeben die Eigenschaften des Vektorproduktes (§ 3): 


(») 

sin =Vr 8 r 3 , 

sin a 8 1 2 =Vr 3 r 1 , 

sin ft 3 hj = V Tj r 8 y 

(10) 

sin A x fj == V ^ 

sin^4 2 r 2 = V f 3 , 

sin ^4 3 r 3 = V l x f 8 . 



8. Aus (9) und (10) findet man durch Bildung skalarer Produkte 
und Anwendung der Gleichungen (8) und (7): 

sinajsinögljlg =Vr 8 r s . Vts^, sin^sin.dor,^ -VW-W, ' 

sin sin f? 8 (j lg — Tg . tg tj . tg y sin jSin Aq r 2 — t 8 l 3 . tg(| ,, ~lgl|i 

sin a x sin a 8 cos A s = cosa 4 cos&j — cosa 3 , sin J^sin A s cos a 3 — cos A x cos A*— o,o*A 

also die Grundgleichungen der sphärischen Trigonometrie. Durch 
skalare Multiplikation mit r 1; r 2 , r 3 resp. I 2 , I 3 ergeben die Gleichungen (9) 
und (10): 

I sin a x fj r 4 — sin a x si nh x = tj Vr 8 r 3 , sin A x r 4 f 4 = sin A x sin \ = 1 4 V U 3 , 

sin n 2 ( 8 r 2 = sin o 2 sin /> 2 — r 2 Vr 3 r 4 , sin A 2 r 2 ^ = sin A, sin /i t = ^ V ( S I „ 

sin a 3 t 3 r 3 = sin a 3 sin h 8 — r 3 V r t r 8 , sin A a r 3 1 3 = sin >4 8 sin h 8 = 1 3 V IJ,, 
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woraus nach § 4, (5) hervorgeht, daß: 

(12) sin^sin/^, sin sin h { und sin^rsina-* 

unabhängig sind von i. 

9. Homogene sphärische Koordinaten. 

Der Vektor r eines Kugel- Der Vektor (l) einer Kugel- 


punktes kann (§ 5) auf die Form: 

(Id) ox = ft } -{- [i% x* r 2 4" %% 

gebracht werden, wenn beliebige 
gegebene Konstanten, 6 ein Pro- 
portionalitätsfaktor, TjTjrg das Fun- 
damentaldreieck und x l} x i} x 3 die 
Koordinaten des Punktes sind. 


geraden kann auf die Form: 

(13) ;r 1 = v t + v 2 u ä lg 4 - v 3 m s Ij 

gebracht werden, wenn v i beliebige 
gegebene Konstanten, % ein Pro- 
portionalitätsfaktor, lj 1 2 1 3 das Polar- 
dreieck und , m 2 , w 3 die Koordinaten 
der Geraden sind. 


Werden die Gleichungen (13) skalar multipliziert mit l x und r 1? so 

bekommt man, weil senkrecht ist zu !* 1111 j !* : 

1 1, und I, 


O.tl^ faXy . X i lj 

oder (Fig. 1): 

0 sin = /tj x t sin h x , 

allgemein : 


7t . Irj = VjlWj . IjTj 


7t sin d\ = v l u t sin h , , 


(14) 


X, = 


0 sin 


fl, sin hf 


und w, = 


7t Bin «J ( . 
v. sin h. 


Die Punkt- und Linienkoordinaten sind also proportional den 
sin | f . sin d. 

Größen ^ und , wenn £,• die sphärische Entfernung des 

Punktes von der Seite a t und diejenige der Geraden von dem Eck- 
punkte A { des Fundamentaldreiccks ist. 

10. Der Punkt r (^^g^g) liegt Die Gerade 1 (ttjMjtij) geht 

nur dann in der Geraden 1 (t^ttjtig), nur dann durch den Punkt r (^a;^), 
wenn das skalare Produkt wenn das skalare Produkt 

1 r = (,«! x t rj 4- • • ■) ( v t w A l t 4 - • • •) = v x x l I, r t 4- g 2 v 2 ^ l 2 r 2 4- ,« 3 ^3 *5 u z U x s 

^^toViXiUimnht 

Null ist. Es wird also die Glei- 
chung der Geraden in Punkt- 
koordinaten 


Null ist. Es wird folglich die 
Gleichung des Punktes x { in Linien- 
koordinaten 


(15) u t x t sin \ = 0 , (15) ^v^x^ sin h t = 0, 
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oder wenn und v { so gewählt werden, daß p i v i sin h { konstant ist 
|was der Fall sein wird (§ 8), wenn wir fi ( = 1, v i = 8inA t nehmen]: 

^1*^1 "F tt^X^ d - ^3*^*3 ~ 4" ~ 0. 

11 . Umgekehrt, ist b x x t + b 3 x 2 -\- b 3 x 3 — 0 eine Kugelgerade, deren 
Koordinaten den b i proportional, und dessen Vektor n 1 — sin A x . b x 1, 

-f sin A 2 . b 2 t 3 4- sin A a . b 3 l s ist. Ebenso ist ß 1 tt 1 4- ß 2 ii 3 4- ß 3 u 3 — 0 die 
Gleichung des Punktes a r = + ß 2 U + ß 3 x 3 . Die Faktoren jr und a 

findet man durch Quadrierung: 

ar = ^sin A i sin A k .b i b k . cos A ik («-,*=1,1,8) 0 * =^?ß i ß k coa a ik . 

12. Die Geraden L'", deren Vektoren sind (f), (1"), (f -f AI"), 

gehen durch einen Punkt; denn ist r 0 der Schnittpunkt der beiden 
ersten, also l'r 0 = 0 , l"r 0 =0, so wird (f 4* A 1 ") r 0 = 0 , folglich der 
Punkt auch der dritten angehören. Außerdem werden, weil zu V, 1", 1' -f A I" 
der Vektor r 0 senkrecht ist, die Produkte V X (T + AI") und Vl" (t'4- A l") 
die Richtung mit r 0 gemein haben; sind 1, 1, r, die Tensoren der 
drei genannten Vektoren, so sind r sin (L'L") und r sin (L"L"') die- 
jenigen der Produkte, und es ist: 

Vl'(l'+U")=*8m(ir") . r 0 =aVl't"; V ["(!'+ Al") - tsin(tT")-t, V l'l' 

folglich das Teilverhältnis *= sin (L'L" ) :sin (L''L'") = — ^- Ebenso 

ist für die Punkte r', r", r' + Ar" das Teilverhältnis (R'R"R"') 

= sin (R'R'") : sin(R" R'") = — A. Bestehen drei Koeffizienten k { derart, 
daß k l i' + A 2 r"-f- k 3 r'"= 0 oder k x V -f- k 2 1" -f k 3 X" — 0 ist, so liegen die 
drei Punkte in einer Geraden, resp. gehen die drei Geraden durch 
einen Punkt. 


1 3. Offenbar ist A : fi das Doppelverhältnis der Geraden (!'), (I"), 
(f -f Al"), (f 4- jtl"), sowie das der Punkte r', r", r'4- Ar", r'4- f*r". 


Werden die Seiten eines sphä- 
rischen w-Ecks tj r s . . . r„ von einer 
Geraden (l) geschnitten in den 
Punkten r x — A'r 2 , r 3 — A"r 3 , . . ., 
r n — A (n) r„ so haben wir: 

l (r t — A'r s ) = 0, l (r s — A"r 3 ) = 0, . . . 


Werden die Ecken eines sphä- 
rischen M-Seits (li)(lj) . • • (l„) mit 
einem Punkte r verbunden durch 
die Geraden (l t — A' l 2 ), (L — A" l 3 ), . . ., 
(l n — A (n llj), so haben wir: 

r(l 1 -A'ü=0, r&-A"l,) = 0,... 


oder 

y 3" 3(«>) 

' Ir,’ A “Ir,’ ‘ A ~ Ir, * 

folglich: 

A'A"A'". . . A (n) = 1 (Satz von Carnot). 


oder: 


/ r 1, .,/ rt, 

A rt. 



folglich: 

A'A"A'" . . . A (,,) = l (Satz von Ceva). 
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Für n — 3 sind beide Sätze umkehrbar. 

Werden die Strahlen (f), (I"), (f + AI"), (1'+ ftl") von einer Trans 
versalen geschnitten in r\ r", r' + A 0 r", r' + so ist I'r' = 0, l"r" = 0, 

(r4-Ar , )(r'+A 0 0=o, (r +#»r)(^+#*oO- 0 » also auch Afv+yv'-o 

und fi {' Y + ,u 0 1'r" = 0 oder ^ — (Satz von Pappus). 


14. Der Punkt i u 1 x 1 r t + fi i x g r g 
-f ^ 3 * 3*3 liegt in der Verbindungs- 
geraden von r t und g 2 x 2 r 2 -f /* 3 x 3 r 3 , 
ebenso in der von r 2 und fi 1 x x r t 

+ “3*3*3 u - 8 - w - 


Die Gerade (vjtijlj -f- v 2 « 2 l. 
+ VgMjls) geht durch den Schnitt- 
punkt von ((,) und (v 2 tt 8 l 8 + iV*sU> 
ebenso durch den von (4) und 

( v iVi + *V<A) u - s - w - 


Für den Punkt fi x r, -f ^ 8 r ä + “ 3*3 wie für die Gerade (rilj-FvjU+rjt,) 
sind die allgemeinen Koordinaten alle Eins: Einheitspunkt und Einheits- 
gerade. Es ist die Einheitsgerade die Hannonikale des Einheitspunktes, 
wenn g-v, sinÄ, konstant ist, wie die folgende Überlegung zeigt. 

Die Ecktransversalen durch den Punkt + p 2 .r 3 r 2 -f p 3 x s r, 

bestimmen in den Seiten die Punkte JV 2 r 8 -f ft 3 £ 3 r 8 , /*s a; s r #+ 

deren harmonisch konjugierte p 2 :r 2 r 2 — g 3 x 3 r a , u 3 .r 3 r 3 — u^rj, 
i n einer Geraden — Harmonikale von x\ — liegen, 
weil (§ 12) ihre Summe Null ist. Der Gleichung dieser Geraden 
X», Wt . sin /<• = 0 genügen (0, — # 3 ) und (— x[, 0, Xjj); die 

Elimination von u.v.u, sin A, ergibt also % -f- % -f % = 0 für die Har- 

Xj x 8 x 3 

monikale von x\ und in analoger Weise ^7 -f- ^7 + “t = 0 für den Pol 

«1 « 8 « 3 

von u'i, was auch und v { sein mögen. 

Die Gleichung der Einheitsgeraden v, sin h ■ . x i — 0 wird 
x i + *2 + # 3 = 0, d. i. die Harmonikale des Einheitspunktes, wenn 
sin h i konstant ist. 


15. Werden durch den Schnitt- 
punkt der Seiten x s = 0, x g = 0 
Geraden gezogen, welche die Punkte 
(x[, x a , x 3 ) und (1, 1, 1) enthalten, 
so ist das Doppelverhältnis dieser 
x' 

vier Strahlen denn sie bestimmen 
in der Seite x x = 0 die Punkte r 2 , 

*3 7 1*2 *3 *3 *F ^3*3*3} ^2*2 “F l l 3*3> 

• »Is' 

deren Doppelverhältnis s , nach dem 

Satze von Pappus dem der Strahlen 
gleich ist. 


Wird die Verbindungsgerade 
der Punkte w 3 = 0, u g = 0 zum 
Schnitt gebracht mit den Geraden 
(tij, w 2 , m 3 ) und (1, 1, 1), so ist das 
Doppelverhältnis dieser vier Punkte 

f4 1 

-v ; denn ihre Verbindungsgeraden 
« 8 

mit dem Eckpunkte w, == 0 sind 

4> v 2 w 24"b “F 

und diese haben nach dem Satze 
von Pappus dasselbe Doppel- 
verhältnis ~7 wie die vier Punkte 
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16 . Merkwürdige Punkte im sphärischen Dreieck , in der Voraus- 
setzung u i = 1, v i =‘8\nA i . a) Der Medianenschnittpunkt G ist: 

(ftg— fj -f- -f- t 3 , ($* ~ C08 (l - ^ ; (»\*=1>2,3) 

denn er liegt in den Verbindungsgeraden von ^ mit r s + r„ von r 2 
mit r 3 4- u. s. w. Er ist offenbar Einheitspunkt (1,1, 1); seine Har- 
monikale — zugleich Einheitsgerade — hat die Gleichung x t -f # 2 -f x z = 0 
und den Vektor orr 0 = sin^^-f sin ^4 2 l 2 -f sin./i 3 l 3 . 

b) Der zuletzt gefundene Vektor r 0 gehört zum Umkreiszentrum 0, 
denn r 0 rj = r 0 r 2 = r 0 r 3 . Um seine Koordinaten x t , x i} x s zu finden, multi- 
plizieren wir sin A x l t -f- sin A s \ -f sin ^4 3 1 3 == x x r 2 + r 2 -f x 3 r 3 skalar 

mit (j ; wir bekommen dadurch sin^-f-sin J 2 cos^4 3 -j-8in^4 3 cosyl 2 =a: 1 8inÄ 1 
oder 2 sin S cos (S — Af) = x t sin h t ; folglich 

x \ • x i : = cos iß — ^i) sin A x : cos ( S — yi 2 ) sin A^ : cos ( S — A^) sin A z 

und 

<yr 0 = cos ( S — A t ) sin A l v l -f cos ( S — Af) sin ylgtj -f cos (S — yl 3 ) sin J 3 r 3 

= »s ( S — A f ) sin^r^, 


wenn S die halbe Summe der äußeren Winkel A x ist. 

c) Nebenbei sei bemerkt, daß man genau in derselben Weise für 
findet: 

<y(i = sin A j cos A il v l -f sin A 2 cos A i2 r, -f sin A^ cos -4 i3 v 3 . 


d) Offenbar ist — Vr 3 r 3 -f Vr^ -f V^r., oder — sin A^ -f sinnig 
4-sinyljIj oderj^cos (S — A x .) sin Afa, weil gleichweit entfernt von 
— r u r 2 , r 3 , Umkreiszentrum 0 l für das erste Nebendreieck u. s. w. 

e) Wie sin yij lj -f sin^4 2 1 2 -f sin J 3 1 3 gleich weit von r,, r 2 , r 3 , 
ebenso ist sin r t -f sin « 2 r s -f sin a 3 r 3 gleich weit von 1,, I 2 , 1 3 , also 
von den Seiten entfernt, und or { = sina^ -f sina 2 r 2 -f sin a 3 r 3 , dem- 
nach Inkreiszentrum I, ebenso — sin a x r x -f sin a % r 2 -f sin a 3 r 3 Inkreis- 
zentrum Jj für das erste Nebendreieck — - r u r 2 , r 3 . 

f) Weil die erste Höhenlinie durch r t (1, 0, 0) und l t (sin^ cosyl u , 


sin A t cos A lä , 


sin A 3 cos A iB ) geht, ist ihre Gleichung 


_ 3 _ 


tg A 


= 0 . 


Den drei Höhengleichungen genügt offenbar (tgA lf tg^d 2 , tg A s ), und 
6 r A = tang r t + tang A 2 u + tang yl 3 r 3 ist demnach der Höhenpimkt H. 


g) Von der ersten Ecktransversalen durch (x IX 2 X 3 ) ist -* — x * — 0 

• x 2 x 3 

die Gleichung und 8 * n lg — 8 * n 1 3 der Vektor; von der symmetrischen 
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oder isogonalen Ecktransversalen ist folglich 


*2 


sin A t 




sin .4, 3 


L der 


Vektor und 


X, 


ein* A t 


X« — 




sin 1 


nalen Eck transversalen genügt ^ 


r 3 = 0 die Gleichung. Den drei isogo- 
sin s A t sin* A, sin* A s 


** 7 *s 


). 


welcher also 


der mit x\ isogonal verwandte Punkt ist. Mit dem Medianen Schnittpunkt 
(1, 1, 1) ist (sinMj, sin 2 .<4 2 , sin 2 A^) isogonal verwandt ( Punkt von Lemoine 

oder Graebc ). Führt, man (§ 9) statt der Ko- 
ordinaten x'i die Entfernungen ^ ein, so findet man 
für den letztgenannten Punkt sin : sin | 2 : sin 
= sin.4 1 :8in.4 2 :8inu4g, was für die Ebene wird 
• £2 : £3 = 8 in A t : sin : sin A s . 

h) In ähnlicher Weise findet man für den 

Punkt mit {x'i) isotomisch verwandten (— , , - 1 ,). 

VTj X 3 / 

Man sieht leicht ein, daß von zwei isogonalen 
Geraden die Vektoren in Bezug auf das Polar- 
dreieck isotomisch sind. 

17. Fläche des sphärischen Dreiecks. — 
a) Ist (Fig. 2) r 01 Umkreiszentrum für das erste 
Nebendreieck (§ 16 d) und sind «, ß 7 y die inneren 
Winkel, so wird n — y — <p = 0, x — ß — tl> = 0 7 

* ig . 2 . 2% — (a + ß + y) = 20 und ^ — i. = 0, wenn 



€ der sphärische Exzeß ist; es ist aber 0 auch 
der Winkel zwischen den Vektoren der Geraden (r 2 r 0l ) und (r 2 r 3 ), 
welche Vr 2 (— Vr 2 r 3 + Vt^ + Vtjr s ) und Vr 2 r 3 sind. Das skalare 
Produkt liefert uns folglich (§ 4, 7): 

aä". sin *=V r 2 r 3 .Vr 2 (Vi^ d-Vr^ -Vr 2 r 3 ) = (r| - r 2 r 3 ) . x Y Vx % x % 
= (1 — cosa 23 ) . r x V r 2 r 3 = 2 sin 2 ^ ■ x^x^. 



Nun ist aber der Tensor ä des ersten Vektors sinß 23 , und der des 
zweiten 0" findet sich aus der für drei Einheitsvektoren leicht beweis- 
baren Identität: 

(17) [ Vr< ( Vr x r 2 -f Vr 2 r 3 -f Vr 3 rj] 2 ^ 2 . r 1 (r x - r 2 ) . r 2 (r 2 - r 3 ) . r 3 (r 3 - r,), 
wenn man das Zeichen von r, ändert. Es wird dann die rechte Seite: 
2(1 + r^g) . (1 - r 2 r 3 ) . (1 + r 8 rj s 16 cos 8 • sin 2 ^ • cos 2 , 
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also: 


ff 


4 cos sin a ” • cos , 


wodurch (IG) übergeht in 

(18) 


sin - = 
2 




a., a.. 

4 cos * * • cos ~ • cos 
2 2 2 


Es vereinfacht sich diese Formel noch durch die Einführung der 
Seitenmitten M v (r, J, M s ( r 2 J, Jf s (r Sm ): 

ö i r i m ■" r * + r,, <f, -2 cob®«, 

+ == 2 COS , 

= h +r„ o 8 = 2 cos ; 

denn es ist offenbar: 

<, i tf s <T » r i«.Vr i „rj„ - (r, + r,)V(r, + r,) (t, + r,) - 2t,Vt,t„ 
folglich : 

l 19 ) sin >« = r 1>fl Vr 2w r Sm , 


d, h. der Sinus des halben sphärischen Exzesses ist gleich dem Inhalte 
des auf OM lf OM i} OM z als Kanten konstruierten Parallelepipeds , 
nenn P das Kugelzentrum und M lf M>>, il/ 3 die Mitten der Seiten auf 
der Einheitskugel sind. 

Für das Dreieck — x x x x -f- xlx» -f a; 3 r., x 2 = x‘ l x l -f sjr 2 +^ # 'r 3 , . . . 

sind: 


*lm (*1+0 r i+ ( J i+*s)*2+ 0* 3+ 3 3+3 7 

u. s. w. 




(a-V + x'i) (#1 + xf) cos a . 


ik 


die Mitten der Seiten und ist: 


( 20 ) 


sin 


8 COS 1 • C08 - 13 C09 -Ji- 1 „ 

2 2 2 X, 


X, 


tt 

x 2 

»!• 


X 

**3 


X, 

Xu 


3 1 


sin 


b) Aus (§ 4, 7) geht, wenn A = D, B = C ist, hervor (AB) 9 
= A* .B'-QJaB)*, folglich ist 1 ): 

(2 1 )P*=( r i V r J r 3 ) ,s== (V Vs) 8- (V r i V r » r 3) s=er ! • r I — ( r a r ») Ä — ( r 2 • r 3 r i— r 8 . r ir 2 )* 

”l-(rir3 8 -(r a r3 8 -(r 1 r 2 ) 2 d-2r 1 r 2 .r 2 r 8 .r 8 r 1 =l-c| s -6| 1 -cf # +2c 12 c 2 5c, 1 . 


1) Wir werden künftighin oft statt co8n |A , cos A ik , sina^ und sin A ik 
schreiben c (Jt , C ik , 8 ik und S ik . 
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c) Es läßt sieh die Dreiecksfläche auch folgenderweise finden 
(Fig. 2): Gehört ax = r, + Ar* -f px z zu P, so sind — — r~) 

und ^r 3 — r | die unendlichkleinen Vektoren PQ und Pi?, 

und das Flächenelement PQ . PR . sin ( QPR ) ist gleich dem Tensor 
von (r, — r ^r 3 — r Dieser Vektor ist aber senkrecht 

zu PQ und PR, hat also die Richtung r; setzen wir dann: 


dldu, 

c* 





dldp 

c* 


vi r, 


so ist m das gesuchte Flächeneleraent, wofür wir durch skalare 
Multiplikation mit r finden: 


dld(i ^ dldfi ^ ~ ^ dl dp 

— -j— m = t r v r 2 r 3 =» . 


r,Vr ; 




Die Dreiecksfläche ist nun offenbar: 


(22) £ = tl VT 


dl dp 


[1 -J- i 8 -f- + 2ic,, -f 2fic st -f- 2 ^ f* c *sD 


oder 


und 


* = arc tang — -- 1 * — arc tang -- — “ ? ~* 



P 


4 cos —— cos 
2 



cos 


«51 

2 


18. Koordinatentransformntion. — Sind (b ilt h iif b iS ) die Koordinaten 
der Ecken des neuen Koordinatendreiecks wobei wir die 

Proportionalitätsfaktoren der Einfachheit wegen schon gleich Eins ge 
macht voraussetzen, so ist: 

r i = f*Ai r i + ^2^i2 r 2 d" • Pi L = L d~ ^ 21*2 -®3iL- 

Tj = fhä^22^2 d - Po^23^3> Und I> . U o Tg — R^X^ -|- j d~ ^33^V 

*3 “ f*l^SlL d“ ^2^32*2 d" ^3^33^3» ^3^3 == -®13*1 d - -^23^2 d - 

Aus dem Punkte ^ l x 1 x l -{-fL i .t 2 t i +(i z x s x^ wird dann (^r^P^rg-f P s A^id*” 
oder -f- R^x^ -f- R^x^j tj -f- (JR^x^ -f* Ra«x^ -j- d- ' ’> und 

sind y i und v t die Punkt- und Linienkoordinaten, 4 u} und v\ die Kon- 
stanten im neuen System, so bestehen die Gleichungen: 

(23j R il x 1 -\- R i ^x i -f- P l3 3’ 3 P i^nVi d - d~ ft 3 ^ 3 ,.Vj 
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Die Gleichung der Geraden y i u i x i = 0 wird dadurch: 

^ u i (Pi b i iVi + pihtüt + ( b n u i + K u z + b n u s) ■ Vi 

4 ^2 (^21 M 1 d" fy»2 ?, 2 "t" ^23 U s) • .V« + * ' * ~ 

so daß i\ fi'i(b n u x -|- fc.jWj-f & f3 u 3 ) ist; falls aber im neuen System 
wieder pWi sin h] konstant ist, folgt hieraus: 

v'i sin/<- . i\ b it u x 4 l>iz u z + b a u s und 

U t v'i sin h \ . B x { v x 4 v, 8 * n K ■ ^u v % + v a s ‘ n K ■ ^a v y 


(24) 


19. Ül>ergang zur Ebim?. — Für ein auf der Kugel mit unendlich 
großem Radius verzeichnetes Koordinatendreieck liefert (14): 


(25) 


9 


* d i 

v.h. 


Die allgemeine Gleichung (15) einer Geraden in Punkt-, oder eines 
Punktes in Linienkoordinateu wird: 


(26) 

oder 


^ l ii i v i h,u i x i = 0 
u l x l + « 2 :r 2 -f n 3 x z = 0, 


wenn g-tvfa konstant ist. 

Für die Entfernungen Ö { einer Geraden von den Ecken A. und die 
Entfernungen eines Punktes in der Geraden von den Seiten a. des 
ebenen Dreiecks liefern (25) und (26) die Gleichung: 

»' fc + v «. + i fc - »• 

f», rt s 


Die analoge Gleichung für die Sphäre lautet: 

x— « sin d- 

y sin l = 0. 

jiZj sin h. ‘ 


Unsere sphärischen Punktkoordinaten geben (25) für die Ebene, 
wenn ft, = /* 2 = g z ist: 

: r 3 - : j* : J* = fea, : fea* : l 3 « 3 , 

also die baryzentrischen Koordinaten. 

20. Es mögen hier die folgenden Anwendungen Platz finden: 


a) Von den Punkten: 

<7 r = g, x x x x x 4 lh x 2 x i + ^s r 3 x s? 
o r === g x x x T x + u«a 2 r 2 4 


Von den Geraden 
f = Vi u x 4 *V< 2 f s 4 
* l = V x u x \ x 4 v s M.l 2 4 «VVs 
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genügt die sphärische Entfernung d genügt der Winkel <p der Glei- 
der Gleichung: chung: 


tangrf= 


TensorYr'r" (ji, x/ r, + • •) x”x x -}-••) 


rVn" — )(-.«Vi.+ 


/ •» 

r r 


(ft 


tang 1)0 rr ” (*,<!,+•••) (»,«!' I, 


1 / / t ff ff tr i i» ii / » n\ tu t9 r 

oder wenn und lalls (u,ujt) = U/U* 


tongrf Mt, +■■■)(?, ■■) tang ® 


Hftiftt (*iX'a) Bina^-j ] 

0 i*;t, 4 ) 4 ) 


r[ y ,r t («m>in4r,-f--] 


) / Kfof(gJxgO»sf+ • • +2fi, ^§ii s (.rja:ä)(j-^C 3 > s », cosA t + • • __ V ff »§(»^' ^1+ • • 2 »W“! “») (“»“aÄS , cosa » ~ 
/*? xi Xj + • •+/!, ji, («i a*2+ *'1*2) cos «,. + •• vf «i «1 + («i mV + «i'Mjj cos J,, 


Beim Übergang zur Ebene wird - . , 

g & b FürdieEbene wird v,M f :.d, sin 

M ••• *' ••• l.o„ «« “ 1, und _ 1( demnach 


tg d : sin s x : sin 3 « 2 : sin s 3 = ^ : a x : er 2 : a 8 , 






folglich 


tg<J> = 


a;«;v 

«Ui. 


) > -K€afe») > -Kg5 ^ # iO s +2(€^ €>X^ ä)C,+- ] 


/fifi* , ajay ,a;a? , ** 4- *i a;* 

v *f + "Är f /if 4 ' m. 


Der Nenner ist aber offenbar 1G.F 4 


Sind + ojls + « 3 I 3 = 0 und 


und = I?, also: 


4F 


aj^ + « 2^2 + a sl = 0 zwei Geraden 
in der Ebene, so ist in vorgehender 
S' : <r. 


+«;«';)• For,nel I - oi ,,nd x - a ‘ *» 


+ 2 (l^s) (l,IQ cos ^2 + ' * *]• setzen. 

b) Ist q der sphärische Radius des Umkreises und ox 0 = \x y i 2 
+Vr 3 r 3 4- Vr 3 r x sein Zentrum, so ist offenbar: 

*1 Ws 


COt Q = — = 


^'V r i r o rVt 1 (V***b+V*s*i+V*i*i) 

oder bei Benutzung der Identität (17): 


cot q — 


P 


• (t * <, . g,- * a sl 

4 sin sin y sin - 

M Art 


2 


c) Von der sphärischen Geraden L (wj ist h x sin Ij 4- sin -4, l« 
4- sin ^4 3 1 3 oder (§ lGc): 

sin ^4 X ^t( { sin A i cos A {1 . r x + sin A 2 ^u^sin A { co8^4 t . s . r 2 

4- sin A^^^Ui sin A i cos^4, s . r 8 
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der Pol, wenn — l t v { = sin A- ist. Durch diesen Pol muß jede zu i 
senkrechte sphärische Gerade gehen, und soll diese noch den Punkt (x\) 
enthalten, so ist ihre Gleichung: 




x% 

x' 


X. 


X , 


s^AC» iZuAC» s, y,«AG„ 


0, 


«in g , 

sin h x 
sin ^ 
sin h x 


sin 4, 
sin h 3 

sin 
sin h t 


sin A^uAC» BmA^u { S { C ix 


sin /», 

sin lä 
sin Ä 3 


= 0 


1 3 


oder 


sin 

sin 


sin 
sin j* ' 


und es wird: 


V .9,. Q , sin d, 2 S x C <2 sin d s 


£1 

£; 


£2 

£s 


sin | 3 

9111 £3 = 0 , 

^ S As sin d 3 


£3 

£3 =0 


ÄW. »Äd, 






die Gleichung sein von einer durch (§■) gehenden ebenen Geraden, 
senkrecht zu L (d,). 

d) Sind F, F\ e } t die Flächen und sphärischen Exzesse zweier 
Kugeldreiecke, und R der Kugelradius, so ist e — F : R i und e = F’:R*. 
Die Substitution in (20) ergibt, da beim Übergang <r t — ö 2 = tf 3 = 2 
wird, für zwei ebene Dreiecke: 

„ 11 ; a vi 


r = »xr e g 

1X3 LMf 

£l £ 2 

PV ei bürg (Schweiz), 0. Januar 1902. 


g 

g 


Archiv der Mathematik und Physik. UI. Reihe. V. 


18 


274 


Mich abt. Bacbr: 


Zur Theorie der arithmetischen Progression. 

Von Michael Bauer in Budapest. 

1. Der elementare Beweis der Tatsache, daß die Progression ay + \ 
unendlich viele Primzahlen enthält, ist sehr leicht zu führen; z. B. als 
eine Anwendung des Ferm ätschen Satzes. Mit der Progression ay— 1, 
in dem speziellen Falle a = p a , haben sich gleichzeitig beschäftigt Herr 
Daublebsky v. Sterneck 1 ) und der Verfasser dieser Note. 8 ) Die Be- 
weisführung geht von den Ausdrücken 3 ): 

Q + y'ty-Qc-^)'- 

a 2 yb 


aus und gewinnt den Satz durch die Anwendung des quadratischen 
Reziprozitätssatzes. In dieser Note beschäftige ich mich mit derselben 
Frage in einer anderen Weise. Ich hebe hervor, daß die Beweisführung 
ausschließlich im Bereiche der rationalen ZaJUen geschieht und der 
Reziprozitätssatz auch nicht angeic endet urird. 


2. Sei p eine ungerade Primzahl und führen wir die Bezeich- 
nung ein: 


*■(*)- 


11 + x’’" 'ly-fl-i '+i 

p« — l(p— i) 


X 


I. Die ganzen rationalen Zahlen : 



-^0 > -^ 1 ? • • * ) ~ i 


(P-D 


können eindeutig so bestimmt werden, daß eine Identität von der Form : 

p a ~ x (p — *) p g ~ 1 (i>— 0 _ j 


1) Über einige spezifische zahlentheoretiache Funktionen. Wiener Monats- 
hefte Bd. vn. 

2) In einer ungarischen Zeitschrift: „Mathematikai <5b Physikai Lapok“ Bd. IV 

• 3) Für den Fall a — p von Dirichlet untersucht: De formis linearibus in 

quibus etc. Der allgemeine Fall findet sich bei: Lucas, Theorie des fonctions 
numeriques etc. (American Journal of Math. I). 
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besteht. 

Es ist ferner: 




0 

II 

h-* 

'o 

1 

»-* 

•a 

1 

III 

1 (mod 2), 

(2) 

( 

2 

fr“ (p - 1)\ 




U -(-!)'( ! ) 

2* (mod />), 

so daß: 


p« — l(p— 1) pa— l(p_i) 

| 


<£(*) = z 

2 +A x z 2 

+ --- + A 

( 3 ) 




P a - , (P-i) 



=(■ 

1 

to 

w 

S 

o 

c- 

Kk 

w 


wird. 





3, Die Zahlen (A) können fürs erste aus dem linearen Gleichungs- 
system : 

tP~ *(/> — i) 


p a l (p— i) 


(i) 


- 1 « (* + i) +j 4 i( i + l) 

(*=».* £=%=B +.), 


_ 1 

+ ..=F(k) 


dessen Determinante von Null verschieden ist, rational und eindeutig 
bestimmt werden. Es leuchtet ein, daß die Gleichungen auch für: 



bestehen bleiben, und somit sind die Ausdrücke: 

yg-l(p-l) 

F( x )> (* + ") “I f A p «-i (p -i) 

für gewisse Werte von x, deren Anzahl jf‘~ l (p — 1) -j- 2 ist, gleich; 
und folglich identisch gleich. 

y a ~‘ I (p— i) 

Wenn man die Identität (1) mit x 2 multipliziert, sieht man, 

daß Aq—1, A- ganz, und wenn x — 1 gesetzt wird, daß: 

A p a-x (p _ x) = 1 (mod 2) 
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4. Aus der identischen Kongruenz: 

p a ~ 1 ip— *) 

x p a ~ l (p- 1>+ orP®— 1 <p— 2)_| 1 = ^ 0 (t 2 4- 1) * 

pCT -l(p-l) ^ p a-l(p-i) 

+ A l x(a? + i) 2 + • • • + A^ l(p _ l} x 2 (mod p) 

s 

sieht man, daß die Zahlen >t f .(modp) eindeutig bestimmt sind. Nun 
kann man die Formeln (2) verifizieren. Es ist nämlich: 

x p a -~ l {p—i) _j_ x p°‘— 1 (p—i) 4 . . . . -j- 1 = (x — 1 )p 0 — 1 (p— *) ( modjj), 
und wenn man (2) für A i einsetzt, wird: 

p a ~ ~ 1 ( p— i) p a ~ 1 (p— i) _ 

(** + 1) 2 2 H 

p g ~ 1 (p— *) 

= [(^ 2 + 1 ) — 2x] 2 = (# — l ) pa— 1 (p— ( mod p). 

5. Nun legen wir der Untersuchung den Ausdruck O (z) zu 
Grunde. 

II. Ist q ^ p eitle beliebige Primzahl, für welche die Kongruenz: 

p tt— t( p_!) p“— t(p— i) _ j 

(4) 0> (fr) = z 2 + A x e 2 f ^4 |>a _ 1(p _ 1) = 0 (mod//) 

eine Lösung besitzt, so ist: 

( 5 ) (f = 1 (mod/) a ). 

Nehmen wir an, es sei r eine Wurzel von (4), dann ist: 

4>(z) — (z — r) f(z) + qg(z) t 

wo f\z), g{z) ganze rationale Ausdrücke mit ganzen Koeffizienten sind. 
Es ist ferner: 

0 (* + 1) “ * (*) ' =(*-»• + { )/■(*+ ‘ ) + 99 (* + i) , 

d. h. 

( 0 ) #p“ - 1 (p— n 4 #p“ _ 1 (p— *) 4 - . . . -f I = (a : 2 — rx 4 - 1 ) /’(;r)(modg); 

also hat der Ausdruck: 

(?) *>+...+ i 

x P — 1 

(mod q) einen quadratischen Faktor. 
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6. Nun berufen wir uns auf zwei Sätze der Zahlentheorie, deren 
Beweise rational geführt werden können. 1 ) 

A) Die Ausdrücke: 

x ~ i , ( mod $?) 

x — 1 

(# ^ Pf Qy Pf ungerade Primzahlen j 


sind entweder relativ prim, oder im Falle 

q n — 1=0 (mod^)“) 


ist 




— l. 


1 teilbar durch 


x 


,,ur — 1 


(mod q). 


B) Das Produkt der irreduziblen Funktionen (mod<?), deren Grad 
ein Teiler von n ist, ist: 

= x (z*" -1 — l) (mod q). 

Der Ausdruck (7) hat (modg) einen quadratischen Faktor, folg- 
lich ist nach A) und B): 

q* — 1 = 0 (mod^®). 


7. Nun kann der Beweis leicht geliefert werden. 

Setzen wir für z einen hinreichend großen, positiven geraden Wert 
ein, für welchen noch 

p a ~ *(p— i) 

(z — 2) 2 — — 1 (mod p) 

ist. Sei z — ß ein solcher Wert, dann ist: 

(8) 0 (ß) >0, O (ß) = 1 (mod 2), 0 (ß) = - 1 (mod p) 

Die Primfaktoren von 0(ß) sind nach (5) von der Form: 

P a V ± 1 , 

und so befindet sich unter ihnen nach (8) sicher eine von der Form: 

P a V ~ 1 , 

q. e. d. 


Budapest, 23. März 1902. 


1) Man siehe z. B. 


Dedekind: Abriß einer Theorie etc. 


Crelles Journ. 54. 
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M. W. Haskell: 


Generalization of a fundamental 
theorem in the geometry of the triangle. 

By M. VV. Haskell in Berkeley, California. 

The theorem in question is of fundamental importance in the 
geometry of the triangle 1 ), and raay he stated as follows: 

If A', B', C be points taken arbitrarüy on the sides BC, CA, 
AB of any triangle ABC, the circles AB'C', BC'A ', CA'B' joass 
through one and the same point 0. 

In a communication presented to the Chicago Section of the 
American Mathematical Society Jan. 2, 1902 I extended this theorem 
to the tetrahedron in the following form: 

Lct F, G, H y P, Q, R be any points on the edges AD, BD, CD, 
BC, CA, AB, respcctivdy, of any tetrahedron ABCD; the four spheres 
AFQR, BGRP, CHPQ, DFGH pass through one and the same 
point 0. 

The theorem is, however, capable of generalization to space ot 
any nuinber of dimensions without any difflculty. I will therefore state 
and prove it at once for space of n dimensions, — understanding by 
a spherical space of three dimensions, S 9 , a space every section of 
which by a flat space, R s , is an ordinary sphere, and, generally, by 
a spherical S n —i situated in a flat R n as a space every section of 
which by a flat jßn-i is a spherical S n —z . The general theorem may 
then be stated as follows: — 

Consider the fgure fonned by n A 1 points An, A 2 s, Am, . . ., 
A„ + 1 , „+i in a flat space R n , and select arbitrarüy on each edge of this 
fgure Au Akk o point A ik - A spherical S „— i is determined by n + 1 
points. The n 4- 1 spherical $„_i determined by the n + 1 groups of 
points (An, A i2 , . . ., A it „+ 1 ) wül all pass through one and. the same 
point 0. 

We shall use barycentric Coordinates ct [1 \ a 121 , . . ., «1"+^ where 
cd 1 ! + « f21 4- • • * + = K. 


1) McClelland, Geometry of the Circle, p. 40; see also Rouch6 et de 
Comberousse, Traitd de G^omötrie, 7 th edition, vol. 1, p. 486. 
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In the plane K is the area of the triangle A n A n A Si \ in ordi- 
nary space of three dimensions it is the volume of the tetrahedron 
A n A ii A 3i A ii . The equation of the infinite R n —\ is then 

-f . • . -f + = 0 ; 

and, if we denote by a ik the length of the edge A.-.Akk the equation 
of the spherical S„—i circumscribing the fundamental ( n -f 1 )- point 
■^11^22 ••• - 4 j» + i,it + i will be 

a - °, 


while the equation of any spherical i will then be of the form 





[/] t*] 

a ct 


0 . 


The Coordinates of any vertex An of the fundamental n - point are 
of course all zero except which is equal to K\ and the Coordinates 
of any one of the intermediate points A ik are all zero except two, 
u [ 'l and a^ 1 , whose sum 

i k i* ' 



= K. 


The equation of the spherical S„_i through the points AnA,^. .. 
A if „ +1 is readily found to be 

/ 2 mm , 2 „[ 1 ] 12] , , 2 „w 'S 1 „o KO n 

( a n a ii a + a ,2 a ,2 a + r a. H+X u in+X a ) u 


or denoting the quantity in parenthesis by o,: 


tOi'Sa.W - K&-0. 

But, we find that 

KSl = VaWffl, 


identically, and consequently that every one of the <S„_i passes through 
the point for which 

CJl = Os = 0l>s • • • = o„ + i, 


and the theorem is thereby proved. 
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Corollary I. If the points An are the middle points of the 
edges, then 


o, — 


K ( 2 
2 (®1« Ä 


m + <4« l3] + 


. 2 - 
+ a l»+l a )- 


K c& 
2 


and the point 0 is the centre of the circumscribing S n — i of the funda- 
mental »- point. 

Corollary II. If the flat spaces gJj = 0, gj s = 0, gj 3 = 0, • • •, 
= 0 have a point in common, that point will he the point 0, 
and it will then lie on the circumscribing £*_i of the fundamental 
n- point. Now this will be the case, for example, if n is even and the 
points A it are determined by the intersection of a flat R n —i, whose 
equation is 

A'ct' + A ” a" -f b A n + 1 «"+ 1 = 0. 


For the Coordinates of An will then be 



— X W K 

lin'-im 


and 



X [i] K 

A« - xü ’ 


and the determinant of the equations gj, = 0 will be 


0 


a\ a X’"k 

2 l[M-f lj TT j 

X" — X’ 

X — X' 

* tn + 1] _ y 

« 81 >l ’k 

0 

4> v " k 

a 2, n + l A A 

V - X" 

X'" — X" 

X lH+ 1] — X " 

l, i* k 

2 i >> |. 

“* + 1,2 k 

a u + l, ^ 

0 

i 

X' — ll" + U 

X" — x [n + 1] 

X’"— x [n + l] 


If we here divide the successive columns by A'Ä-, A "k, etc., the quo- 
tient is a zero-axial skew- Symmetrie determinant of odd order, which 
therefore vanishes; the flat spaces = 0, gj 8 = 0, • • •, gj„+i = 0 havo 
a point in common, which is the point 0, and it lies on the circum- 
scribing i. For the plane, if A 2S , A al , A 1S are collinear, the point 
0 lies on the circumscribing circle, a known theorem. 

If, however, n is odd, the above determinant does not vanish. In 
this case, the point 0 is a point of the intersecting R„—i. For, since 
the point 0 is determined by gjj (o* — • • • — gj„_|_i, we may write 

(Ot — Q = 0 , 
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and the resnltant of these (« -f l)eqnations and of the equation of the 
given R n+1 is 


0 

a^X-k 



- 1 

X” — X' 

X'" - X' 


aj s r* 

0 

a\ a X’"k 


- 1 

x' — r 

x”' — T" *’* 

ilt + i] _ y 

a* 3 X' k 

nl s l"k 

0 


- 1 

X' — V" 

X"—X"’ 

X [n + 1] - X'" 

°i, « + 1 * * 


Ji i <« i. 

a 3, n + 1 * ^ 

0 

- 1 

X' — + 

X" — 

X"’ — x [n + 11 

A' 

A" 

A'" 

Af» + 1] 

o 1 


If we now divide the first (n -f- 1) columns respectively by A', A", 
. . ., A t "+ I| J, the quotient is a zero-axial skew-symmetric determinant 
of odd Order, and must vanish. In ordinary space of three dinunsions, 
then, if the jtoints An lie on a jlanc, the point 0 lies on the same 
plane. The relation is however not uniquely reversible, as in the 
case of the ordinary null-system, but to every point 0 correspond six 
planes. 

If we consider the 5„_i in sets of », each set will have a second 
point of intersection besides the point 0, and these will be situated in 
the respective faces of the (n -f- 1)- point (meaning by faees the » -f 1 
flat R„ + i detennined by any n of the vertices). It is evident that, if 
n be odd, these points will lie on the circumscribing S „— j of the 
(« -f l)-point; and that if n be even, they will lie on the intersecting 
R n —\ which determines the Aik . 

Rome, Jan. 1903. 
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W. Fb. Meveb: 


Zu der vorstehenden Mitteilung des Herrn M. W. Haskell 
über die Verallgemeinerung 1 * * ) eines St einer sehen Satzes, 

Von W. Fr. Meyer. 

Der nachfolgende Beweis der Verallgemeinerung des St ei ne rechen 
Satzes auf den Raum R n von n Dimensionen beruht auf einer einzigen 
Identität , und ist so durchsichtig, daß es in der Hauptsache genügt, 
den Fall n = 3 in Betracht zu ziehen. 

Anstatt der Kugeln empfiehlt es sich, in jrrojektiver Verallgemeine- 
rung die Flächen 2. Grades F durch einen festen Kegelschnitt K zu 
Grunde zu legen. 

Ein festes Tetraeder A l A 2 A 3 A 4 diene als Koordinatentetraeder. 

Ein beliebiger Kegelschnitt K kann als bestimmt gedacht werden durch 
seine Ebene: 

u x = u i x x -f u 2 x 2 -f m 3 ^s + u 4 x * = 0 
und die Fläche 2. Grades: 

; 

A~a xx ~ a l2 x l x 2 + a n x 4 x^ + <hi x i x i + « 23 * 2^3 + ^i x i x i + 034 ^ 3*4 = 

die ihn mit den Ecken A { des Tetraeders verbindet. Hierbei wird fest- 
gesetzt, daß K von keiner Kante des Tetraeders getroffen werden soll, 
d. h. es soll keiner der Koeffizienten a ik verschwinden. 

Durch den Kegelschnitt K geht eine oo 4 - Schar von Flachen 
2. Grades F: 

(1) F=u x v x ~ a xx ^0, 

wo die Koeffizienten v t von v x die vier willkürlichen Parameter der 
Schar repräsentieren. 

Soll F durch die Ecke A ( gehen — F sei dann mit 2^ bezeichnet — 
so ist das Kriterium dafür das Verschwinden von v if sodaß die Glei- 
chung von F, lautet: 

(2) F { (x) = u x V t — a xx = 0, ; 

wo zur Abkürzung gesetzt ist: 

(3) V t — X k V ki -f- X l V l J -f- X m V mi . (», *. I, rn = 1. 2. 1 4 

1) Herr Haskell hat mir die in Rede stehende Verallgemeinerung in Karls- 

bad (Sept. 1902) ohne Beweis mitgeteilt; eine Einsicht in seine vorstehende Mit- 

teilung habe ich erst genommen, als die meinige bereits redigiert war. 
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Die drei in F t noch verbleibenden Parameter sind jetzt genauer 
durch v ti , v lif v mi angegeben. 

Der Schnitt von F t mit der Kante :r t =0, liefert: 

x I# ■( u x ) — <h #.1 = 0, 

also außer der Ecke A ( noch einen Punkt 

( 4 ) • Bu = “ «I J + = °* 


Analog schneidet eine Fläche F m durch A m aus derselben Kante 
jr t = 0, ar,= 0 noch einen Punkt B ^ aus: 

( 4 0 K? = X i U A\m + X m (Vi,n ~ O - °- 


Sollen beide Punkte (4), (4*) in einen einzigen B kl zusammenfallen, 
so ist dazu notwendig und hinreichend (da das gleichzeitige Verschwinden 
von x i und x m ausgeschlossen ist), daß: 

a im) - a im ) - «<«»»,„«*<=- «im + J = °> 

also, da a im 0: 

( 5 ) U i V ,ni+ U ,n V i,n= a inr 


Auf diese Weise erhält man vier Flächen Fi (,- _ i, s, 3 , 4 ), (2) die 
jeweils außer der Ecke A { noch drei Punkte B ilf B im) B lm auf den 
drei von A i ausgehenden Kanten enthalten. Die 12 Parameter v der 
vier Flächen F { sind dabei an die sechs Bedingungen (5) geknüpft. 

Denkt man sich umgekehrt die sechs Punkte B auf den Kanten 


Vi 


(ki) 


Xj 


des Tetraeders gegeben, und bezeichnet die Koordinate — des 


V 


Punktes B kl auf der Kante x k = 0, x t = 0, so ergibt sich aus (4) oder 
(4'), in Verbindung mit (5): 


(«) 


(k l) 

y. 


y, 


,( k l) 


m 


mt 


V- 

tm 


oder, wenn x einen Proportionalitätsfaktor bedeutet: 

(6*) 

Alsdann bestimmt sich x aus (5) durch: 


(kl) (kl) 

v mi — r y) > V im— r y m • 


a. 

IW 


(ki) . (A- /) > 

U iVi 
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W. Fb. Meyer: 


und es resultiert für v im der Wert: 





(k /) 

1 / «. 

i rn 

(*0 , (* /) 
»iV\ + U m'Jm 


I 

I 


I. Nimmt man auf jeder Kante (x k = 0, x x = 0) des Koordinaten- 

x { 

tetraeders einen Punkt B kl an , dessen Koordinate — durch den Wert 

(i 0 

y: 

“?Tn 0 c gd> m sei, ist ferner ein Kegelschnitt K vorgelegt als Schnitt einer 

V ’ 

* m 

Ebene u x = 0 und der ihn mit den Ecken des Tetraeders verbindenden 
Fläche 2. G-radcs a xx = 0, so sind die vier Flächen 2. Grades F if wo F. 
durch K, soivie durch die Punkte B kv B kmf B lm hindurchgeht dargestellt 
durch die Gleichungen (2), wo die zwölf Koeffizienten v vermöge der 
Relationen (7) bestimmt sind. 

Läßt man dagegen die Lage der sechs Punkte B willkürlich , so sind 
die zwölf Koeffizienten v der vier Flächen F t nur an die sechs Heia - 
timen (5) gebunden. 

Multipliziert man jetzt die Relationen (5) je mit dem Faktor x { x a 
und addiert, so gewinnt man mit Rücksicht auf die Abkürzung (3) 
die Identität: 

(I) a„=^x,«,r,. 


Hieraus fließt ohne weiteres der gewünschte Satz. Bestimmt man 
nämlich einen Pimkt ( y ) durch die Forderung: 

(8) Fi-r t -r,-r 4 -*, 

wo 6 ein zunächst von Null verschiedener Proportionalitätsfaktor sei, 
so reduziert sich die Identität (I) auf die Gleichung: 

(9) a vv ~6u 9 , 

während anderseits hierdurch die Gleichungen F { — 0 (2) durch den 
Punkt (y) erfüllt werden. Somit gilt der Satz: 

II. Es schneiden sich die vier Flächen F { in dem durch die 
Gleichungen (8) festgelegten Punkte (y). 

Das Resultat bleibt indessen auch gültig, wenn die in (8) auf- 
tretende Größe er im besondern verschwindet, was dann und nur dann 
der Fall ist, wenn die Determinante der vier, in den x linearen Formen 
V i (3) verschwindet. Alsdann folgt aus (9) das Verschwinden von a , 
und damit auch vermöge (2) dasjenige der vier Ausdrücke F ( (y). In 


i 


I 


I 
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diesem Spezialfalle, und nur dann, liegt der gemeinsame Schnittpunkt (?/) 
gleichzeitig auf der Fläche A (s. das zweite Korollar von Herrn 
Haskell). Offenbar sagt das Verschwinden der vier Ausdrücke V. (?/) 
aus, daß die Ebenen der vier Kegelschnitte, in denen die Flächen F t 
die Fläche A außer K noch schneiden, durch einen und denselben 
Punkt gehen. 

Der Fall der Ebene ( n = 2) weist eine eigenartige Besonderheit 
auf. Verschwindet nämlich hier die Größe 6 in den bezüglichen Glei- 
chungen (8): V x = F 2 =* V 3 = 0, also auch die Determinante A der drei 
Formen V: 

(10) A = v is v s8 v 31 + v sl v 13 v 3S = 0, 

so sagt das offenbar im Hinblick auf die Relationen (t>) aus, daß die 
drei Punkte B auf den Seiten des zu Grunde gelegten Dreiecks in einer 
Geraden liegen und umgekehrt. Daraus fließt unmittelbar das Korollar, 
daß die vier den vier Dreiseiten eines Vierseits umschriebenen, gleich- 
zeitig durch zwei feste Punkte K { , K 3 gehenden Kegelschnitte sich 
in einem und demselben Punkte schneiden. Im Falle, daß man K lt K ä 
als die beiden Kreispunkte der Ebene wählt, ist das das Steine rsche 
Korollar, daß die vier Umkreise der vier Dreiseite eines Vierseits sich 
in einem Punkte schneiden. 

Hieraus aber läßt sich sofort schließen, daß der entsprechende 
Satz im Raume li n (» ^ 3) nicht mehr gilt. Gesetzt, es liegen die 
sechs Punkte B auf den Kanten des Tetraeders zugleich auf einer 
Ebene E, so schneidet diese aus dem Tetraeder ein Vierseit aus, und 
die vier Flächen F { (2) schneiden E in den vier Kegelschnitten, die 
den vier Dreiseiten des Vierseits umbeschrieben sind und zugleich durch 
die beiden Punkte K if K 2 gehen, in denen E dem Kegelschnitt K be- 
gegnet. Diese vier Kegelschnitte, und damit die vier Flächen F { selbst 
schneiden sich also in einem auf E gelegenen Punkte. 

Wiederholt man diese Betrachtung für die fünf Tetraeder, die von 
je vier der fünf Ebenen, die sich aus E und den Ebenen des ursprüng- 
lichen Tetraeders zusammensetzen, so schneiden sich immer vier der 
fünf Flächen 2. Grades, die durch K gehen und je einem der fünf 
Tetraeder umbeschrieben sind, in einem Punkte der fünften Ebene, und 
ersichtlich können diese fünf Punkte niemals in einen einzigen zusammen- 
faUen. Aber auch die Vermutung, daß diese fünf Punkte selbst auf 
einer durch K gehenden Fläche 2. Grades liegen, erweist sich als hin- 
fällig. Denn wäre G diese Fläche, so müßte entweder G mit den fünf 
obigen Flächen in eine einzige zusammenfallen, was offenbar nicht 
stattfinden kann, oder aber es müßten sich sämtliche sechs Flächen 
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(außer K) in einem Kegelschnitte C schneiden, der durch die 
fünf obigen Punkte ginge. Da aber irgend zwei der obigen fünf 
Flächen durch eine Ecke A des ursprünglichen Tetraeders gehen, so 
müßten auch die vier Ecken A auf C liegen, was wiederum un- 
möglich ist. 

Offenbar gilt der Beweis des Hauptsatzes 11 unmittelbar auch für 
den R n , man hat nur in den Formeln (2) bis (9) die Indices die 
Werte 1 bis n durchlaufen zu lassen. 

Wählt man im besondern für n — 3 den Kegelschnitt K als den 
Kugelkreis (und entsprechend im R n ), so ergibt sich der Haskell 9che 
Satz, resp. sein zweites Korollar. 

Es ist wohl kaum erforderlich hinzuzufügen, daß mit dem Satze 11 
auch der dualistische gilt. 

Wählt man im besondern die sechs Punkte B kl als die Punkte, 
die auf jeder Kante A { A m bezüglich der Ecken A { , A m harmonisch liegen 
zu dem Schnittpunkt der Kante mit der Ebene u des Kegelschnitts, 

l) u 

so ist in (6) der Quotient zu ersetzen durch wodurch (7) 

t/ ’ U i 

* m 

übergeht in: 



= a im 

V{m 2 "u. 


Alsdann sind aber die zur Bestimmung des Punktes ( y ) dienenden 
Gleichungen (8) V t = V s = V 3 = V 4 = o dieselben , wie die zur Bestimmung 
des Poles der Ebene u bez. der Fläche A erforderlichen Gleichungen. 
Ist im besondern wiederum K der Kugelkreis, so ergibt sich das 
erste Has keil sehe Korollar. 1 ) Bleibt man aber bei einem be- 
liebigen Kegelschnitt K f so tritt noch ein weiterer bemerkenswerter 
Spezialfall ein. 

Läßt man nämlich bei der Annahme, die zu den Relationen (7*) 
führte, auch noch die Determinante der Formen V verschwinden, sodaß 
also die Größe 6 in (8) den Wert Null hat, so zieht das Verschwinden 
jener Determinante auch das der Determinante | A | der Form A 
nach sich. 

Somit artet die Mache A in einen Kegel aus, und der Schnitt- 
punkt (t/) der vier Flächen F { ( 2) fällt in die Spitze des Kegel s. 

1) Dieses ergibt sich übrigens unmittelbar (worauf mich Herr Vahlen hin- 
wies) auf elementarem Wege. Denn sei Y der Mittelpunkt der Umkugel des 
Tetraeders A,A a A 4 , so schneidet die Kugel Ff, die die Strecke TJ, aD 
Durchmesser besitzt, die drei von A t ausgehenden Kanten in deren Mittel- 
punkten B k . 
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Es sei noch bemerkt, daß bei der Annahme (7 Ä ) die Bechs Kanten 
von T in den sechs Punkten B kl von einer Fläche 2. Ordnung berührt 
werden, deren Gleichung lautet: 

(ii) Yi^ + — o ; 

und umgekehrt, unterliegen die sechs Punkte B kl dieser Bedingung, so 
ist u x = 0 die Ebene, die aus jeder Kante jeweils den vierten har- 
monischen Punkt ausschneidet. 

Königsberg i. Pr., Januar 1903. 


Über eine Eigenschaft des Kettenbruchs x — | _ i_ t 

X 

X 

Von Herrn E. Meyer in Charlottenburg. 


et X I CI , 

Ist <p(x) wo a l} a 3 , a a , a 4 konstante Größen, für die 

«S* -t- «4 

0\ a i ~ a * a s = 1, ^ e * ne unbestimmte Variable bedeuten, und setzt man 
<Pi (x) = < p(<p(x ) ), (p a (x) = <p(<p*(x)) u. s. w., so ist, wie Babbage 1820 

kn 

zuerst gezeigt hat 1 ), a x -f- a 4 = 2 cos — (k = 1, 2, • • •, n — 1) notwendige 

und hinreichende Bedingung dafür, daß identisch <p n (#) = x wird. 
Hieraus folgt, daß, wenn durch die Gleichungen 

(1) ( d -f Xk)Xt+i -f- 1 = 0 (Je = 1, 2, • • •, n) 


die Größen x i} # 3 , • • •, x n +\ definiert sind, dann und nur dann #»+i = X\ 

kn 

bei jedem Werte von X\ wird, wenn d — 2 cos — (Je = 1, 2, • • •, n — 1) 
ist. Aus (1) ergibt sich die Ketten bruchentwicklung: 



— = d - *- 

+ l d 


1 


d - 



1 


1 


X \ 


7 


worin die Anzahl der Größen d auf der rechten Seite gleich n ist. 

Bezeichnen für den Ketten bruch d — -j _ £ Z* und JV* Zähler und 

d — 

Nenner des Je ten Näherungsbruchs, so daß Z x — — d , Z a — N s — d?— 1 

u. s. w., so ergibt der Schluß von n auf n + 1 Z„ = N a +i > 


1) Vgl. Laurent, Trait^ d’Analvse VI, 243, ferner: Netto, Vorlesungen über 
Algebra § 272. 
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Aua (2) folgt: 


( 3 ) 


X 


» + 1 


5 L +f L ^_ L 

/j n- 1 + X l /j n 


also muß, wenn x n +\ = x x sein soll, die Gleichung 

x\Z n — i -f- X\ {/. T n _« + Z*) “t* Z n —\ — 0 

erfüllt sein, die sich wegen 

(4) Z n — d • Z n — i — Z n — * 

auch in der Form 

Z n — x [( d x,) X\ + 1] = 0 


schreiben läßt. Wäre (d -f- x r ) Xj -}- 1=0, so würde schon x» = x, 
sein, so daß also die notwendige Bedingung dafür, daß Xa+i = x x («> 1) 
wird, Z„_t = 0 ist. Diese Bedingung ist aber auch hinreichend, da, 
wenn sie erfüllt ist, wegen (4) sich aus (3) x n -f-i == x x ergibt Weiter 
folgt, daß, wenn x„+\ — x x für irgend einen bestimmten Wert von x x 
(« > 1) ist, diese Gleichung für jeden beliebigen Wert von x, gilt. 

Vergleicht man dies Ergebnis mit dem obigen, so folgt, da Z n - X 

• • • • Ic 7t r 

eine ganze Funktion (» — l)ten Grades ist und die cos — (k= 1, 2, •••, 
n — 1 ) sämtlich verschiedene Werte haben, daß, wenn % n (x) den Zähler 
des nten Näherungsbnichcs für den Kettenbruch x l bedeutet , die 

CC ' — 

X . 


• Je 7t 

Gleichung %„ (x) == 0 die Wurzeln x = 2 cos — 7— (k — 1,2, n) be- 
sitzt. Dasselbe Ergebnis habe ich auch direkt aus der Itekursions- 
formel (4) abgeleitet. 

Betrachtet man (1) als Verwandtschaftsgleichung zweier projektiver 
Punktreihen auf demselben Träger, die x k als Abscissen von dem einen 
der Gegenpunkte aus, so ist d der Abstand der letzteren, — 1 die 
Potenz der projektiven Beziehung, deren absoluten Betrag man, ohne 
der Allgemeingültigkeit Eintrag zu tim, als Maßeinheit für die Streckeu 
benutzeu kann. Unser Ergebnis besagt dann, daß jene Projektivität 

dann und nur dann cyklisch von wter Ordnung ist, wenn bei Benutzung 

kn 

jener Maßeinheit der Abstand der Gegenpunkte d = 2 cos — (k relativ 

prim zu w) ist. 1 ) Der negative Wert — 1 für jene Potenz entspricht 
dabei der bekannten Bedingung, daß einförmige nicht involutorische 
cyklisch projektive Grundgebilde gleichlaufend sein müssen. 

Frankfurt a/M., den 19. August 1902. 


1) Vgl. Steiners Vorlesungen über synthetische Geometrie LI. 3. Aufl. S. 606 
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Znr Note des Herrn J. Knoblauch: 

Ein einfaches System flächentheoretischer Grundformeln. 

Von R. v. Lilienthal in Münster i/W. 

In den Sitzungsberichten der Berliner Mathematischen Gesellschaft 
(II. Jahrgang, S. 1, Sitzung vom 26. November 1902) ist eine Note 
des Herrn Knoblauch „Ein einfaches System flächentheoretischer 
Grundformeln“ erschienen, die mich zur folgenden Erklärung nötigt. 

1. Die von mir in der Differentialgeometrie angewandten Operationen, 
die ich 1896 in meiner Schrift „Grundlagen einer Krümmungslehre der 
Kurvenscharen“ (vgl. Encyklopädie der mathematischen Wissenschaften 
III D 3, S. 125) mit dem Namen „Ableitungen nach der Bogenlänge 
einer Kurve“ belegt habe, setzen zu ihrer Benutzung in der Flächen- 
theorie keinerlei Spezialisierung der krummlinigen Koordinaten voraus 

• und fallen, wenn sie mit Hilfe der Bogenlängen der Krümmungslinien 
gebildet werden, mit den von Herrn J. Knoblauch mit 0 v tp be- 
zeichnten Operationen zusammen. 

2. Das von Herrn Knoblauch in der fraglichen Note angegebene 
System flächentheoretischer Grundformeln ist ein besonderer FaU des 
allgemeineren Systems, das ich in der genannten Encyklopädie (IH D 3, 
S. 161) skizziert habe. Man braucht bloß die Krümmungslinien in 
dem dort gebrauchten Sinn zu Koordinatenlinien zu nehmen, um die 
fraglichen Formeln zu erhalten, von denen die unter (1), (2), (3) von 
Herrn Knoblauch angeführten a. a. 0. S. 164 sogar verzeichnet sind. 
Die von Herrn Knoblauch unter (I), (II), (III) angeführten Formeln 
besonders zu erwähnen, lag kein Grund vor, einmal, weil sie bei ihrer 
Veröffentlichung im Jahre 1893 nach meinen Arbeiten über die 
Krümmungslehre der Kurvenscharen (Math. Ann. 32 (1888), 38 (1891)) 
nicht mehr neu waren, und dann, weil auf die betreffenden Arbeiten 
des Herrn Knoblauch aus den Jahren 1893, 1895 bereits in der 
Encyklopädie (I B 2, S. 384, Fußnote 547) hingewiesen war. 

Münster i/W., 11. März 1903. 
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Auszug aus einem Briefe an Herrn E. Jahnke. 

Von J. Knoblauch in Berlin. 

. . . Sie haben mir vor kurzem von einer Erklärung Kenntnis ge- 
geben, zu der sich Herr R. v. Lilienthal auf Grund meiner Mitteilung 
in den Sitzungsberichten der Berliner Mathematischen Gesellschaft, 
II. Jahrg. (1903), S. 6 — 10 veranlaßt sieht. Nunmehr beabsichtigen 
Sie diese Erklärung im nächsten Hefte des Archivs ftir Mathematik 
und Physik abzudrucken und ersuchen mich um eine Äußerung dazu, 
mit dem Bemerken, daß den Lesern des Archivs eine solche erwünscht 
sein werde. So bitte ich Sie denn, folgendes zum Abdruck zu bringen. 

Die Richtigkeit der ersten Behauptung des Herrn v. Lilienthal 
liegt auf der Hand, und ich vermag deshalb nicht einzusehen, was er 
mit diesem Punkte seiner Erklärung bezweckt. Sollte er geglaubt haben, 
an einer Stelle, wo der Natur der ganzen Auseinandersetzung nach von 
der flächen theoretischen Literatur nach 1893 gar nicht die Rede ist — 
die Bemerkung zur Theorie der Raumkurven, a. a. 0. S. 8, Schluß des 
ersten Absatzes, steht für sich allein — , dennoch eine Erwähnung seiner 
„Krümmungslehre der Curvenscharen“ von 1896 erwarten zu sollen, 
so habe ich darauf zu envidern, daß umgekehrt in Herrn v. Lilien- 
thals Schrift eine Nennung derjenigen Mathematiker vermißt wird, 
von denen die dort von ihm angewendete Methode der Differentiation 
nach Bogenlängen herrührt. 

Auf der Hand liegend ist ebenfalls die Richtigkeit der zweiten 
Behauptung. Nur scheint Herr v. Lilienthal verkannt zu haben, daß 
seine Formeln nicht inhaltlich allgemeiner, sondern nur äußerlich kom- 
plizierter sind als die in meiner Mitteilung mit (I, U, III) bezeichneten, 
indem sie eine Anzahl von Größen mit sich führen, die sich bei der 
Anwendung lediglich als Ballast erweisen. Zu dem ersten der beiden 
Gründe, durch die Herr v. Lilienthal die Nichterwähnung der ein- 
fachen und allgemeinen Gleichungen (I, II, HI) zu stützen sucht, ist 
zu bemerken, daß diese Gleichungen in den beiden von ihm citierteu 
Abhandlungen gar nicht Vorkommen. In den Formeln, auf die Herr 
v. Lilienthal sich offenbar bezieht, fehlt, von anderen notwendigen 
Veränderungen abgesehen, gerade das Entscheidende, nämlich der Über- 
gang von den Differentiationen zu kovarianten Operationen*, sieht man 
aber hiervon ab, so liegen die Formeln bereits lange vor 1888 in der 
flächentheoretischen Literatur vor. 
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Im übrigen verzichte ich auf eine Kritik des Versuches, die Weg- 
lassung gewisser Ergebnisse aus einem encyklopädischen Werke dadurch 
zu rechtfertigen, daß sie zu einer bestimmten Zeit nicht mehr neu 
waren, ebenso wie auf eine Beurteilung des zweiten von Herrn v. Lilien - 
thal hierfür noch aufgeführten Grundes, und überlasse jedem, aus der 
Fußnote 347 des Berichtes über Invariantentheorie von den in Rede 
stehenden Formeln Kenntnis zu erlangen. 

Was endlich die in meiner Mitteilung mit (1, 2, 3) bezeichneten 
Formeln betrifft, die Herr v. Lilienthal in seine Erklärung einbezogen 
hat, obgleich ich nirgends behauptet habe, daß auch diese fundamen- 
talen Relationen in der Encyklopädie fehlten, so gestatte ich mir bei 
dieser Gelegenheit zu bemerken, daß auf der von Herrn v. Lilien thal 
citierten Seite eine Angabe darüber, wer diese Formeln zuerst auf- 
gestellt hat, wohl an ihrer Stelle gewesen sein würde. 

Berlin, den 23. Mai 1903. 
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R. Fricke und F. Klein. Vorlesungen über die Theorie der auto- 
morphen Funktionen. Zweiter Band: Die funktionentheoretischen 
Ausführungen und die Anwendungen. 1. Lieferung: Engere Theorie der 
automorphen Funktionen. Leipzig. B. G. Teubner. 1901. 

War der erste Band (1897) [siehe die Besprechung von Herrn 
Wirtinger in der „Zeitschrift für Math.“ 44, 1899, p. 63 und auch die des 
Referenten in den „Fortschritten der Math.“ 28, 1897 [1899], p. 334} der 
allgemeinen Grundlegung der Theorie der automorphen Funktionen gewidmet, 
so bringt die vorliegende erste Lieferung des zweiten Bandes, die zugleich 
dessen ersten Abschnitt bildet, die Ausführungen im einzelnen. Beginnen 
wir mit einer kurzen Übersicht. Der Stoff wird in vier Kapitel gegliedert. 

Im ersten Kapitel werden die Begriffsdefinitionen, die Existenz- und 
Eindeutigkeitstheoreme der automorphen Funktionen nebst deren wirklicher 
Herstellung behandelt, sowie ihre Grundeigenschaften entwickelt, überdies 
werden die zu jenen Funktionen inversen „ polymorphen “ Funktionen be- 
grifflich festgelegt und deren Differentialgleichungen untersucht. Das zweite 
Kapitel studiert entsprechend, vermöge konsequenter Benützung homogener 
Variabein, die automorphen Formen , insbesondere für das Geschlecht Null. 
Ein besonderes Interesse nehmen hierbei die eindeutigen Formen in Anspruch. 

Das dritte Kapitel beschäftigt sich mit der expliziten Darstellung der 
automorphen Gebilde des Geschlechtes Null durch die Poincareschen 
Reihen, wobei deren Konvergenz eingehend erforscht wird, nebst ihrem Ver- 
halten in singulären Punkten. Es gelingt die Konstruktion solcher Reihen, 
die nur einen Pol besitzen. Vermöge dieser Poincareschen Reihen und 
der „Elementar formen“ wird die Darstellung beliebiger automorpher Formen 
des Geschlechtes Null ermöglicht. 

Erweiterungen auf ein beliebiges Geschlecht p werden im vierten Kapitel 
gegeben. Eine zur vorgelegten Gruppe J P gehörige unverzweigte automorphe 
Form wird durch die , r Prim-“ und „ Grundformen “ dargestellt. Die Existenz 
der eindeutigen Formen bei gegebenem „Multiplikator System“ wird nach- 
gewiesen. Die Poincareschen Reihen und Elementarformen werden soweit 
untersucht, daü sie zur Darstellung einer beliebigen automorphen Form 
dienen können. 

Wenn wir nunmehr ausführlich auf den Gegenstand eingeben und 
nach Möglichkeit versuchen, dem Leser ein Bild der leitenden Gedanken- 
gäuge zu entrollen, so bedarf das, ganz abgesehen von der Bedeutung der 
entwickelten Theorien, gerade bei der Eigenart des vorliegenden Werkes 
(ebeuso wie der voraufgehenden) kaum einer Rechtfertigung. 
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Wie ein moderner Feldzug unter sorgfältiger Benützung aller Errungen- 
schaften der Technik und der Naturwissenschaften geführt wird, so lag es 
den Verfassern daran, beim Aufbau ihrer Theorie alle Hilfsmittel, mögen 
sie der Analysis, Geometrie, Algebra und Zahlentheorie, Analysis situs und 
mathematischen Physik angehören, heranzuziehen, die sich irgendwie als 
fordernd erwiesen, und sie in ihrer gegenseitigen Durchdringung zu verfolgen. 
Es ist dabei durchaus anzuerkennen, daß sie auch die Darstellung so ge- 
wählt haben, daß die Gedankenentwicklungen, von denen sie bei Auffindung 
der neuen Sätze geleitet waren, auf das deutlichste hervortreten. So darf 
das Werk als ein in seiner Art ganz einheitliches gelten. Andererseits soll 
keineswegs geleugnet werden, daß eine zweite ergänzende Darstellung, die 
sich ausschließlich analytischer Methoden bediente, für die Wissenschaft von 
höchstem Nutzen sein würde. 

Sei dem, wie es wolle, jedenfalls hat sich der Leser des Werkes einer 
nicht unbedeutenden, wenn auch überaus lohnenden Anstrengung zu be- 
fleißigen, um die Hauptwege, die durch das vielfach verschlungene Ganze 
hindurchführen, im Auge zu behalten. Wir sehen es daher als eine Haupt- 
aufgabe an, dem Leser dieser Besprechung jene Arbeit zu erleichtern, um 
ihn so zum Studium des Werkes selbst anzuregen. 

Der erste Band wurde beherrscht durch den Begriff einer „ eigentlich 
diskontinuierlichen “ Gruppe r linearer Substitutionen einer komplexen 
Variabcln £ und deren „Polygon-“ resp. ., Polyedernetzen Ist jetzt eine 
solche Gruppe T vorgelegt, so fragt man nach (linear) automorphen Funktionen 
z — qp(£), d. h. nach solchen Funktionen, die ihren Wert nicht ändern, falls 
man £ einer Substitution von r unterwirft. Umgekehrt geht dann die inverse 
Funktion £ = f(z ) bei geschlossenen Umläufen von z in lineare Funktionen 


P' a £ ~ b ß 
& y£> * 


ihrer selbst über und wird daher als (linear) polymorphe 


Funktion bezeichnet. Hierbei findet die Beschränkung auf „ Polygongruppen 11 
statt, d. h. es werden solche Gruppen r ausgeschlossen, die erst im Innern 
des £- Halbraumes (und nicht schon in der £- Ebene) eigentlich diskon- 
tinuierlich sind. 

Sei N ein „Netz“ von Polygonen P 0 , P 1} ...von jT; jT wird gebildet 
durch die Substitutionen F 0 , V,, . . ., die P 0 in P 0 , P p . . . überführen. Das 
Polygon P 0 soll jedoch nur endlich viele Seiten haben, d. h. es soll r aus 
endlich vielen „ Erzeugenden “ hergestellt werden können. Die Seiten von 
P 0 sind Kreisbögen. P 0 besitze n „ Cyklen “ „ fester ** Ecken, und die aus P 0 
durch Zusammenbiegung entsprechender Randkurven entstehende geschlossene 
Fläche besitze das Geschlecht p. P 0 und JP erhalten damit den „ Charakter “ 


( p , n). P 0 heißt „ Fundamentalbereich “ von T. Ist jetzt V k 



irgend eine Substitution von U, so ist des näheren die oben eingeführte, 
zu r resp. P 0 gehörige automorphe Funktion cp (£) eine analytische Funktion 

«t£ -f- ßk 

derart, daß für £ t = — . ■ , : 

* ?*£+<** 


v(Zk) — <p(t) 


(* = 0 , 1 , 2 ...) 


wird, d. h. es soll cp (£), von irgend einem Punkte £ von P 0 bis zum 
homologen Punkte £ t von P k analytisch fortgesetzt, seinen Anfangswert 
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wieder erreichen. Übrigens soll <p(£) in P 0 keinen wesentlich singulären 
Punkt besitzen und daselbst unverzweigt und eindeutig sein, Forderungen, 
die durch die Natur der zugehörigen Potenzreihenentwickelungen festgelegt 
werden (§ l). Die festen Eckpunkte f 0 von P 0 dürfen als „elliptische“ oder 
„parabolische!“ gewählt werden; ein bei £o durch einen hinreichend kleinen 
dreieckigen Sektor S ausgeschnittenes Stück von P 0 stellt die Umgebung 
von f 0 dar, die auf die Fläche eines einfach und vollständig bedeckten Kreises 
abgebildet wird. 

Die Existenz der Funktionen gründete Klein auf die allgemeinen 
Riemannschen Existenztheoreme , die durch H. A. Schwarz und 
C. Neu mann sicher gestellt waren. Es werden die reellen Teile von 
Funktionen von f = | + it] auf Grund der Lösung der „ Randwertaufgabe “ 
als „logarithmische Potentiale“ u (g, rf) konstruiert, zuvörderst für kreis- 
förmige Bereiche, sodann vermöge des „Grenzüberganges durch alternierendes 
Verfahren “ auf zusammengesetzte. 


So wird das Innere von P 0 „dachziegelartig“ mit endlichvielen Kreis- 
scheiben überdeckt. Auf P 0 und u werden sodann alle V ausgeübt. Die 
analytische Fortsetzung eines u über den Rand in ein benachbartes Polygon 
führt dann von selbst zu dem dort erklärten Potential. Die Funktion u 
ist dann ein „auiotnorphes Potential ", das als ein zu P 0 gehöriges „Elementar- 
potential 2. Gattung “ bezeichnet wird (§ 2). Man bilde nunmehr das zu 


u (£, rj) konjugierte“ Potential v 



wo die feste 


untere Grenze in P 0 liege, und die Integrationsbahn im Innern von N verlaufe. 
Das Differential dv hat ebenfalls automorphen Charakter, v dagegen wird 
sich bei Fortsetzung bis zu einer äquivalenten Stelle nur erst bis auf eine 
reelle additive Konstante reproduzieren. Ein auf F geschlossener Umlauf, 
der sich auf einen Punkt zusammenziehen läßt, liefert in N einen Weg mit 
verschwindendem v = J'dv, wenn die Rolle der den festen Ecken in P 0 ent- 
sprechenden Stellen e n . . ., e„ genügend berücksichtigt wird. Für p =■ 0 
läßt sich jeder Umlauf auf F stetig auf einen Punkt zusammenziehen; dann 
ist auch v automorph und damit auch cp (f) = u -f- tt>, wo cp noch an einer 
willkürlich gewühlten Stelle in P 0 einen Pol erster Ordnung besitzt, sonst 
aber daselbst stetig ist. 

Für p > 0 gibt es aber Umläufe auf P, die sich nicht auf Punkte 
zusammenziehen lassen; ein solcher läßt sich aus 2p elementaren Umläufen 
herstellen. Der Ausdruck Z = u + *v hat dann auf F den Charakter eines 
„Elementar inte.gr als 2. Gattung ", das einen Pol 1. Ordnung und im übrigen 
rein imaginäre Perioden aufweist. In einem linearen Aggregat der Form 
c i Z l -f • ■ • 4* c fl Z H lassen sich, falls g. > 2p, die Konstanten c so bestimmen, 
daß dasselbe wiederum eine automorphe Funktion cp liefert (die mindestens 
zwei einfache Pole in P 0 besitzt). 

Damit ist für jede Gruppe P die Existenz automorpher Formen er- 
wiesen (§ 3). 

Indem P 0 auf eine geschlossene Riemannsche Fläche abgebildet wird, 
ergibt sich in bekannter Weise die Anzahl ft der einfachen Pole von 
gleich der der Nullpunkte; cp nimmt daher jeden vorgegebenen Wert an 
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fi Stellen in P 0 an. Die Zahl fi heißt Wertigkeit von cp. Somit wird P 0 
durch die Funktion z = q p(f) auf eine gewöhnliche jtt-blättrige Riemannsche 
Fläche F der Variabein z vom Geschlecht p abgebildet (§ 4). 

Dabei erweist sich cp [£(*)] als eine zu F gehörende algebraische 
Funktion (§ 5), und umgekehrt, bedeutet w(z) eine algebraische Funk- 
tion auf F, so ist tc [z (£)] eine automorphe Funktion in P„ ( Existenz - 
theorem). 

Für p = 0 gibt es oo 3 einwertige Funktionen, die „Hauptfunktioneu“, in 

der Gestalt — bc 4= 0). 

ccp -f- « v ' 

Zwischen zwei Funktionen cp v , qr 2 von r mit den Wertigkeiten fi ly 
herrscht eine algebraische Relation Gr^»). (/<i ) («jPj, cp 3 ) — 0. Bei gegebenem rp t 
ist (p 3 so bestimmbar, daß G irreduzibel wird, dann läßt sich jede Funktion 
cp von r rational durch g>,, cp 3 darstellen, und umgekehrt (im besondern für 
p = 0 durch eine Hauptfunktion cp x ). 

Da sich in der Umgebung eines Grenzpunktes von N unendlich viele 
Polygone P* zusammendrängen, so ist jeder Grenzpunkt von N ein wesent- 
lich singulärer Punkt und die Grenzkurven von N bilden eine natürliche 
Grenze von cp. Innerhalb P 0 und überhaupt N ist cp eine eindeutige 

Funktion von f, sodaß eine algebraische Funktion von z auf F eine ein- 
deutige Funktion von f wird (§ 5). 

Für die Klassifikation (§ 6) der Funktionen cp ist, außer funktionen- 
theoretischen Gesichtspunkten, die früher durchgefiihrte Klassifikation der 
Gruppen P maßgebend. Die Klasse der elementaren Funktionen cp umfaßt 
die rationalen, dio eleraentartranscendenten und die doppeltperiodischen 
nebst verwandten Funktionen. Es werden drei Unterklassen unterschieden: 
die cyklischen (zu cyklisclien Gruppen P gehörigen) Funktionen, die der 
regulären Körper und die doppeltperiodischen Funktionen. Die ersteren 
sind wiederum wesentlich verschieden, je nachdem die Gruppen P aus ellip- 
tischen resp. parabolischen, oder aber aus hyperbolischen resp. loxodromischen 
Substitutionen bestehen. Die doppeltperiodischen Funktionen zerfallen in 
solche mit additiven und solche mit multiplikativen Perioden, die sich 
übrigens durch eine logarithmische Transformation auf einander zurück- 
führen lassen. 

Die Klassifikation der höheren cp stützt sich auf eine im Sinne der 
Analysis situs durchgeführte Untersuchung der hyperbolischen Rotation s-“, oder 
„ Hauptkreisgruppen “ (§ 7). Die höheren cp zerfallen zunächst in zwei Haupt- 
klassen, jenachdem sie einen Hauptkreis besitzen oder nicht. Die Haupt- 
kreisfunktionen sind entweder solche mit „Grenzkreis“ (die wiederum nach 
G> schlechtem , Gattungen und Familien getrennt werden), oder aber solche 
mit isoliert liegenden Grenzpunkten (die analog eingeteilt werden). Die cp 
ohne Hauptkreis haben entweder unendlich viele isolierte Grenzpunkte, oder 
aber eine (nicht analytische) Grenzkurve , oder schließlich unendlich viele 
Grenzkurven (§ 8). 

Nunmehr werden (§ 9) die Integrale der automorphen Gebilde heran- 
gezogen: «/(f) =J Kilo, z)dz, wo R eine rationale Funktion bedeutet. Wie 
nun ein elliptisches Integral 2. Gattung eine eindeutige Funktion vom zu- 
gehörigen Integral 1. Gattung ist, so sind im Falle einer einzigen Grenz- 
kurve von N, die automorphen Integrale 1. und 2. Gattung eindeutige 
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Funktionen von f; ein solches lindert sich nicht gegenüber den elliptischen 
und parabolischen Erzeugenden V und nimmt bei einer der übrigen einen 
additiven Periodenzuwachs an (§ 9). 

Komplizierter verhalten sich die Integrale 3. Gattung, wo die Fälle 
eines einfachen und mehrfachen Zusammenhanges von N zu unterscheiden sind. 

Der Satz von der Eindeutigkeit der Integrale J (f) liiBt sich noch 
weiter ausdehnen. Im Falle einer einzigen Grenzkurve ist eine Funktion 
von f, die auf F — abgesehen von den Stellen c — höchstens polar un- 
stetig ist, in N eindeutig, wenn sie sich in jeder, einer elliptischen Ecke 
der Periode l t entsprechenden Stelle nach 7 f -fachem Umlauf reproduziert 
(§ 10). Hierher gehören u. a. die Lösungen linearer homogener Differential- 
gleichungen, deren Koeffizienten auf F algebraisch sind. Die zu einem 
„Fundamentalsystem“ gehörigen eindeutigen Funktionen substituieren sich 
linear homogen gegenüber F 

Nunmehr werden die polymorphen Funktionen £(z) = f(z) auf F in 
Betracht gezogen (§ 11). 

Aus f geht vermöge S(£) = e ^ ne analytische Funktion = S(£) 

hervor, die derselben Klasse zugewiesen wird, so daß es (bei komplexen 
Parametern a : b : c : d) oo 6 polymorphe Funktionen f einer Klasse gibt. 
J ist nur in den Ecken c { verzweigt. Das Hauptproblem ist, ob auf jeder 
Riemannschen Fläche polymorphe Funktionen bei willkürlich gegebenen 
Verzweigungsstellen c existieren? Hier sind die Fälle zu trennen, wo P 0 
einen Grenzkreis besitzt oder nicht. 

Zuvörderst wird festgestellt — auf Grund der Invarianz des Schwarz- 

sehen Differentialausdrucks [ = w — — ^ T J — daß die f einer und 

derselben Klasse Integrale einer Differentialgleichung 3. Ordnung [ f ]. = R(tc, z) 
sind, wo R eine gewisse algebraische Funktion der Fläche ist. 

Am Schlüsse des ersten Kapitels wird betont, daß die meisten oben 
aufgestellten Begriffsbestimmungen und Methoden auch für mehrdeutige 
Funktionen gültig sind. 

Das zweite Kapitel bringt die formentheoretischen Ausführungen im Falle 
p = 0, wie sie durch den ersten Band und die „Modulfunktionen“ vor- 
bereitet waren. 

Historisch ist ja auch das Studium polymorpher Formen bei Riemann 
und Schwarz das frühere gewesen. Es werden automorphe und polymorphe 
Formen eingeführt — nicht, wie bei Poincare durch Reihen (Kap. III) — 
sondern direkt aus den automorphen Funktionen durch einen gewissen 
Differentiationsprozeß gebildet. 

Voran geht eine Orientierung über die zugehörigen Fundamentalbereiche 
(§ l) und eine Zusammenstellung von Hilfssätzen über homogene Variable, 
Substitutionen und Gruppen (§ 2). Für : g 2 =* £ werden so gewählt, 

daß £ auf N beschränkt bleibt („erlaubte Wertepaare“ £„ £ 2 ). Die homogenen 
^-Substitutionen U : £ = «?, + = yfj + df 2 sind unimodular gedacht; 

die nicht homogene Gruppe F ist dann zur homogenen 1-2-deutig homomorph. 
Die „primäre!“ Relation V x V, . . . V n = 1 zwischen den Erzeugenden V er- 
hält jetzt die Gestalt: U l ü i ...U n ={ — 1)", wo — 1 der Substitution 
= — £ 2 = — entspricht. 
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Eine automorphe Form (§ 3) tp d (J n J s ) = cp ist eine homogene Funktion 
der ., Dimension “ d (wo d rational); cp soll für alle erlaubten f,, erklärt 
und unverzweigt sein. <p heißt an einer Stelle unverzweigt, wenn 

(fjdfj — ?2 Cf i)~ rf 9 > » wo tt i : a i 4* £i' : f”'» eine unverzweigte Funktion von 
f ist. Längs eines Weges von einem Ausgangswert (f lt f 8 ) zu einem bez. 
U äquivalenten ist cp eindeutig fortsetzbar und soll daselbst bis auf eine 
multiplikative Konstante p den Anfangswert wieder annchmen: 

+ y?i + — pp (?i» &)• 


Die Verallgemeinerung gegenüber den automorphen Funktionen 9 >(f) liegt 
einmal in dem „ Multiplikator ** p, sodann aber darin, daß von der Forderung 
der Eindeutigkeit der Formen cp d (J 1? f 2 ) zunächst ganz abgesehen wird. 
Bei gebrochenem d ist sogar cp (l stets mehrdeutig. 

Der Quotient zweier Formen cp mit demselben d und p ist eine auto- 
morphe Funktion des Gebildes. Der Forderung der automorphen Funktion, 
in P 0 nicht wesentlich singulär zu sein, entspricht bei den Formen eine 
solche, die durch analoge Reihenentwicklungen, zugleich mit den Begriffen 
„Nullpunkt resp. Pol m' er Ordnung“ festgelegt wird. 

Die Bildung automorpher Formen (§4) geht nun so vor sich. Die 
„Differential form“ = — f 8 dt war gegenüber den 

unimodularen U von P absolut invariant. Folglich entsteht aus einer auto- 
morphen Funktion <p(£) eine ebenfalls absolut invariante automorphe Form 

in <jp_ 2 (£«, L) = = — A Für p = 0 entsteht so aus der Haupt - 

(bi wf) > r# d £ 


funktion z = <p(£) die Hauptform des Gebildes, die — abgesehen von n Null- 
punkten in den festen Ecken e k von den Ordnungen — j~\ und einem 

Pole 2. Ordnung — überall in P 0 endlich und von Null verschieden ist. 

* _ _ _L\ 

Daher ist das Produkt cp — 2 (?u £ s )Jf ^ (z — e k ) * ' k A abgesehen von 

1 

einem einzigen Pole (von qp(f)), in P 0 überall endlich und von Null 
verschieden. Für das Verhalten des Produktes im Pole ist die Ordnung 


2 

v 


9 



j maßgebend; die Zahl v beherrschte schon die Theorie 


1 

des Ikosaeders und besaß für die Gruppen der regulären Körper die 
Werte 2 n, 12, 24, 60. Bei unendlich vielen Grenzpunkten fällt v nega- 
tiv aus. 

Die ^ ■ -0 Potenz r 8 (f n f 8 ) jenes Produktes hat nur noch einen 


Nullpunkt 1. Ordnung, und ist eine unverzweigte Form der Dimension v, 
die „ Prim form “ heißt (§ 5). Mit z 2 ist auch z 1 — zz 2 eine solche, und 
damit die ganze Schar az x -f — (ur -f- b)z% mit dem beweglichen Null- 
punkt a : b; umgekehrt ist der Quotient zweier Primformen mit verschiedenen 
Nullpunkten eine Hauptfunktion. 

Für e k = e'*' : c'*' ist (z, e k ) — z x c'J 1 — r 2 e'J* eine Form der Schar, die 
in der Ecke e k einfach verschwindet, bei einer elliptischen Ecke e k jedoch einen 


Nullpunkt der Ordnung l k hat, sodaß auch Z k 



eine unverzweigte 
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Form ist, die „Grundform" heißt. Zwischen drei Grundformen Z h , Z Z k be- 
steht die Relation: (e 4 , cj) Z' h h -f- e h ) Z \ * + («*, e f ) = 0 (§ 5). Nunmehr 

kommt das Verhalten der cp d , insbesondere der Prim- und Grundformen, 
gegenüber den U in Betracht, wobei die Mehrdeutigkeit der Formen die 
genaue Angabe des Weges verlangt, der von einem Wertepaar (f t , £j) zu 
einem äquivalenten (£', fg) führt. Da cp d das Produkt von ^ und einer 
Funktion ^(f) von f allein ist, so genügt es, den Übergang von f zu 
und den von zu £, festzulegen. Die einfachsten Übergänge dieser Art 
werden als „primitive" Wege bezeichnet. Zu diesen tritt nur noch eine be- 
liebige Anzahl er von Umläufen um den Nullpunkt, = 0 hinzu. Damit 
ändert sich <p d gegenüber U um den Multiplikator: 


(i = e 


nid ( Unm 
i i 


- 4 - 2 1 na 


0 l 


2 inm 

ii nda 


resp. u = e 


jenachdem U elliptisch oder parabolisch ist, falls cp in e k (in P 0 ) einen 

j auf weist. 

Das wird (§ 7) angewandt u. a. auf die drei Grundformen der 
„ Kreisbogendreiecke “, d. h. solche mit der „ Signatur “ (0,3; l k , / 2 , / 3 ). Bei 
den Gruppen der regulären Körper gelangt man zu den damaligen Ergeb- 
nissen bez. der mit den Fuchsschen Primformen übereinstimmenden Grund- 
formen Z l , Z s , Z 3 . 

Trotzdem die Prim- und Grundformen im allgemeinen mehrdeutige 
automorphe Formen sind, dienen sie doch als Grundlage der eindeutigen 
Formen. 

cp d heißt, für p = 0 und ein ganzzahliges <7, eindeutig, wenn der zu 
einer U gehörige Wert von g. von der Wahl des Weges der Argumente Jj, 
unabhängig ist. Besitzt N eine Grenzkurve, ist also einfach zusammen- 
hängend, so ist sogar jede unverzweigte automorphe Form (bei ganzzahligem d) 
eine eindeutige, und solche werden zunächst betrachtet. Einem Produkt 
von U gehört als Multiplikator das Produkt der einzelnen Multiplikatoren zu. 
Bilden das „Multiplikatorsystem" der n Erzeugenden TJ l , 77 s , ..., U n , 

so gelten die Relationen: ■ = (— l) rf , g t . . . . g n = (— l)" d , wobei Mul- 

tiplikatorsysteme für gerade und ungerade Dimension d zu trennen sind. 
Die g k erweisen sich also als gewisse Einheitswurzeln. 

Ein die obigen Relationen erfüllendes System M von g ist zunächst 
nur ein „theoretisch mögliches"; es bleibt unentschieden, ob zu ihm auto- 
morphe Formen gehören oder nicht. Die bei P möglichen Systeme M 
bilden eine Abel sehe Gruppe, d. h. mit g { und ja, ist auch g t g, ein solches (§ 8). 
Hierauf löfst sich die Anzahl der M bei gegebener Gruppe P bestimmen (§ 9 ). 
Kommen l) unter den U k , . . ., U n n'^> 2 parabolische vor, so giebt es oo " _1 
Systeme Af; 2) ist n — 1, und ist U n diese parabolische Substitution, so 
giebt es 2 / 2 . . . k Systeme. Komplizierter ist der dritte Fall, wo die 

r k 

U alle elliptisch sind. Zuerst sei d gerade. Wird = gesetzt, so 


Nullpunkt der Ordnung 


ist 


die diophantische Gleichung 


^ Y — 0 zu erfüllen. 


Bezeichnet d a den 


gr. gern. Teiler von 7, und l k , ö ikl den von l { , l k , /, etc., so erhält man nach 
Sätzen über Abelsche Gruppen durch vollständige Induktion als Anzahl 
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der möglichen ü/- Systeme: i,„ *,'*..*, etc . . . 

B J ,2 ’ <*.»3 


1 34 134 


Bei ungeradem d resultiert entweder die nämliche Anzahl, oder aber 
(wofür ein einfaches Kriterium aufgestellt wird) gar kein System. § 10 bringt 
Beispiele. 

Die Anzahl der 3f-Systeme reduziert sich beim Hinzutreten „ sekundärer “ 
Relationen zwischen den U. 

Die Frage nach der Existenz zugehöriger automorpher Formen wird 
beantwortet durch direkte Darstellung aller unver/weigten <p 4 , (für p «= 0) 
durch die Primformen z v r 2 und die Grundformen Z k (§ 11). Für v als 


die Dimension von r 2 war 


— — 2 — ^^1 — ; andererseits ist ip für 


<p d = z^ifs von der Dimension Null. Hieraus folgt, daß bei einer <p d die 
Gesamtordnung des Verschwindens in P 0 die der Pole um — übertrifft, und 


hieraus wiederum, daß eine unverzweigte tp d von F durch ihre Nullpunkte 
und Pole bis auf einen konstanten Faktor C eindeutig bestimmt ist. 

Damit gelingt die Darstellung von cp d in den Prim- und Grundformen: 


Vh (fl ' Ü) = 



--•(*, Sr) 
...z, y a ) 



m k 

x-TIbti*- 


Hier ist d 


(-+2S)* 


die r Stellen x resp. die a Stellen y 


sind die Nullpunkte resp. Pole ganzzahliger Ordnung von (p d , während in e k 


w . 

ein Nullpunkt der Ordnung liegt (§ 11). Durch Spezialisierung für 

eindeutige Formen cp d (mit ganzzahligem d) wird die Frage nach der Existenz 
von Formen qp d bei gegebenem M entschieden (§ 12). 

9 ' n 

Es wird p k — e *, wo = d (mod. 2) ist. 

„Für jedes mögliche Multiplikatorsystem (i k und jede Dimension d — 
mit den Bedingungen X k = d (mod. 2) — existieren eindeutige automorphe 
Formen. Hierbei ist R m als rationale homogene Form der z x , z % von der 
Dimension m noch frei wählbar. Im besonderen existieren für jedes ge- 
rade d „eigentliche“ <p d , d. h. zum System p k = 1 gehörige, die also gegen- 
über allen U absolut invariant sind.“ 

Besondere Beachtung verdienen die Beziehungen zwischen inversen 

Systemen p k , p k , wo nämlich p k p k = 1. Mit Rücksicht auf die späteren 
Reihendarstellungen werden zwei solche zugehörige Dimensionen d, d heran- 
gezogen, daß rf -|- d + 2 = 0 wird. Dann lehrt eine arithmetische Hilfs- 
betrachtung, daß zwischen den bez. Anzahlen »», m die Relation m -f- m 
4 -l = q besteht, wo q die Anzahl der parabolischen Multiplikatoren = 1 
ist (§ 13). Die Anzahl m der Pole einer tp d bei gegebenen p k und d ge- 
nügt der Ungleichung ^ m ^ — J^^l — j-j , aus der sich eine Reihe 

von Folgerungen ziehen läßt (§ 14). 

Insbesondere ist für die ganzen , d. i. polfreien cp d die Dimension d 
negativ. Für d <C — 2 sind Formen cp d mit der Minimalzahl von Null- 
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punkten und Polen entweder einpolig oder ganz; nur die eigentlichen 
<p d mit d = — 2 ohne parabolische Erzeugende sind mindestens 
zweipolig. > 

Die in der obigen Produktdarstellung von <p d auftretende Form R m 
hat einen Zähler von der Dimension t = m -J- 0. Sind also die fi t , d und 
o Pole 1. Ordnung beliebig vorgegeben, so muß m -f- a 0 sein, und die 
allgemeinste Form (p d läßt sich dann aus i -}- 1 = »i + 6 + 1 partikulären 
Formen linear und homogen mit konstanten Koeffizienten aufbauen (§ 14). 
Jetzt werden auch die polymorphen Funktionen f = /’(/), zunächst für 
Hauptfunktionen z = gp(J) mittels binärer („erlaubter“) Variabein z ll z t 
homogen gemacht (§ 15). 

Der obige Ausdruck für die Primform z 2 liefert sofort die Spaltung 
von £ = f(z) in Z t = f x {z v z % ), Z s = f 2 (z i z s ), nämlich: 



k = — 

V 


und zwar erhält man so die allgemeinsten £,, f g . Ihre Dimension ist 
1 w0 1 — A <| 1 — Dabei entsprechen 

stets erlaubten Wertepaaren z v z 2 erlaubte £ lt £ g . 

Die f 2 sind in der g-Ebene nur an den n Stellen e k verzweigt. 

Bei einem geschlossenen Umlaufe von z XJ z 2 gehen die £ n £ g über in 
£i = afj -f ßZ 2 , Z» = yZ x + wo aö — ßy eine Einheitswurzel ist. Bei 
Umläufen um die e t finden Besonderheiten statt. Oft ist es nach Ricmani* 

£ 

zweckmäßig, an Stelle der Zv die Ausdrücke nullter Dimension Z x — 


V 


/dt 

ds 


Z 2 = 


Vi 


zu benützen, die sich unimodular substituieren. Übrigens ent- 


sprechen hier erlaubten z v z 2 nicht immer erlaubte Z 2 . Die einzelne 
Form Z der Schar AZ X + BZ 2 deckt sich mit der „ Riemannschen 
P-Funktion“. 


Die polymorphen Formen einer linearen Schar befriedigen eine lineare 
Differentialgleichung 2. Ordnung (§ 17). Durch zweimalige Differentiation 
von Z — AZ X -+- BZ 2 und Elimination der A , B gewännt man für die Form 
Z eine Differentialgleichung der Form: Z" - 1- R(z) Z — 0, wo R(z) eine 
gewisse rationale Funktion von z ist. Die Funktion //= Z<£>(g), wo <P(f) 
eine geeignete Funktion von z ist, führt zur Schicarz&chen Differential- 
gleichung der hypergeometrischen Reihe (§ 17). 

Geht man nunmehr zu den polymorphen Formen Zi und ihrer Schar 
f—-A£ i + BZ* über, so läuft die Ausübung von S: zi = az x -f- &g g , z'i = cz x 
-f- dz 2 nur auf eine andere Auswahl der Hauptfunktionen hinaus; die Gleich- 
berechtigung der letzteren hat also zur Folge , daß die Theorie der £, , & 
gegenüber den S den Charakter der Invarianz besitzt. Es wird somit 
möglich sein, die Diflerentialgleiehung für f durch kovariante Bildungen 
(Überschiebungen) darzustellen (§ 18). Hierbei ist die v u Überschiebung 
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für zwei beliebige, algebraische, oder transcendente Formen <p, 1 // zu er- 
klären durch: 

N d v cp d v ty /v\ d r cp d v tp 

W* ~ dzl ~ \l) de\- x de t ' dzl^dT, 

Die Differentialgleichung fiir f nimmt dann die Gestalt an: 

(A + (A v \ + (A «Oo — °» 

bezüglich deren man die vorbereitenden Entwickelungen von Hilbert, Pick, 
Klein und Waelsch vergleiche. 

Von hier aus lassen sich für polymorphe Formen Potenzreihenent- 
wickelungen nach r, wie auch bestimmte Integrale aufstellen. Es wird das 
für den niedersten Fall n — 3, der sich mit der Lehre von den hyper- 
geometrischen Reihen deckt, ausgeführt (§ 19, 20). 

Die Theorie der Poineareschen Reihen (Kap. III) stützt sich im 
wesentlichen auf Poincare selbst, knüpft indessen vielfach gleich an ein 
automorphes Gebilde von beliebigem Geselilecht p an. Bei einer eindeutigen 
automorphen Form <p d (£ n f 8 ) (für die also d ganzzahlig ist) wird die Ein- 
deutigkeit auch für beliebiges p dadurch definiert, daß der Multiplikator p 
gegenüber einer U von der Anzahl des Weges unabhängig ist. Dann gilt, 
wie früher, der wichtige Satz, daß, wenn p i zu U 0 p k zu U k gehört, sowohl 
zu £/,• t/ r A , als zu U k U i der Multiplikator p { p k gehört. 

Ist H d (fj, ^a) e i ne homogene rationale Funktion der Dimeusion rf, so 
wird als Poincare sehe Reihe angesetzt (§. l): 

9 , (&> f.) ft* 1 ) + ftf.. >-,& + «»&), 

* 7 

summiert über alle U k von R Von den Polen von H d soll keiner mit 
einem Grenzpunkte von F zusammenfallen. 

Es handelt sich vor allem um den Nachweis der absoluten und gleich- 
mäßigen Konvergenz obiger Reihe in der Umgebung einer beliebigen Stelle 
von N (wenn man von einer endlichen Anzahl von Gliedern, die in f 0 polar 
unstetig werden, absieht). Ist dieser Nachweis einmal erbracht, so ist leicht 
zu zeigen, daß die Reihe eine eindeutige automorphe Form cp d bei vor- 
geschriebenem Multiplikatorsystem M und gegebener Dimension d liefert. 
Will man die Reihe in nicht homogener Gestalt verwenden, so setze mau: 

BAti, 6) = tlBAt, 1) = ff#(f), 

dann geht fAtu fj) über in: 

9, f.) - ff y er + w - 

zu summieren über alle V k der nicht homogenen Gruppe r. Von hier 

aus gelangt man durch Weglassung von £?, durch Spezialisierung für ein 
gerades d = — 2m und für das Multiplikatorsystem M 0 = 1 zur Poincare- 
schen 0- Funktion 0(f): 
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Aus der Definition qp = qo^, f 2 ) folgt sofort: 

sodaß ®(£) gegenüber V { nicht absolut invariant ist, sondern einen von £ 
abhängigen Faktor annimmt (§ l). 

Für die Konvergenz der Reihe für <p d (£ v f 2 ) werden zwei Beweise ge- 
geben, entsprechend den beiden von Poincar4 selbst für Hauptkreisgruppen 
angewandten Methoden; übrigens sollen alle j^J den Wert 1 haben. 

Im ersten Beweise wird, was erlaubt ist, vorausgesetzt, daß das Netz 2f 
wenigstens eine Grenzkurve besitzt. Da die Konvergenz unabhängig von 
einer linearen Transformation von f resp. f 2 , £» ist, darf man den Punkt 
f = oo außerhalb N annehmen. Es handelt sich dann für eine Stelle 
innerhalb N um die Konvergenz der Reibe: 

2 er 'B(W (nt + \Y * 

* k 

Zuvörderst wird gezeigt, daß die |i/(£ ( * ) )| eine angebbare endliche 
Größe nicht überschreiten. Dadurch wird die Frage auf eine einfachere 
Reihe reduziert, und deren Konvergenz stützt sich auf die geometrische 
Tatsache, daß man, den einzelnen Gliedern der Reihe entsprechend, aus A 7 
eine gewisse unendliche Anzahl von Teilbereichen, die nicht miteinander 
kollidieren, herausgreifen kann, daß also die Summe ihrer Inhalte eine 
endliche ist. Dies findet zunächst für d = — cf = — 4 statt, um so mehr 
aber für dt > 4. Innerhalb N findet somit für jedes ganzzahlige d ^ — 4 
unbedingte und gleichmäßige Reihenkonvergenz statt (§ 2). Das Verhalten 
der Reihe in den parabolischen Spitzen der Polygone bedarf einer ergänzenden 
Untersuchung. In einer solchen Spitze darf die Reihe keinen wesentlich 
singulären Punkt aufweisen; die Reihe stellt alsdann eine automorphe Form 
dar, die daselbst immer einen Nullpunkt besitzt. Bei unbedingter Konvergenz 
der Reihe gilt das auch noch in den Fällen <f = 3 und 2 (§ 3). Die 
Reihen mit d = — 2 sind bereits mehrfach untersucht worden. Das Netz N 
darf dann keine Grenzkurve besitzen. 

Bei denjenigen Hauptkreisgruppen, die ein über die ganze Ebene aus- 
gebreitetes Netz N besitzen, sind die Reihen überall in N unbedingt und 
gleichmäßig konvergent (§ 5). 

Auch bei gewissen Gruppen ohne Hauptkreis gilt die Konvergenz 
(§ 6). Es ist wahrscheinlich, daß jene Reihen noch bei weit mehr Gruppen 
konvergent sein werden. 

Für den Hauptkreisfall wird nach Poineare eine zweite Konvergenz- 
untersuchung vorgeführt (§ 7). Hierbei ist von Bedeutung, daß nicht nur 
das Argument f, sondern auch die Moduln der Gruppe r als variabel an- 
gesehen werden. Ein einzelnes Gebilde dieses „Kontinuums“ kann durch 
ein System reeller „ Moduln “ j lt . . ., j v eindeutig dargestellt werden, zwischen 
denen sowohl gewisse Gleichungen wie Ungleichungen bestehen. Umgekehrt 
gehört zu einem einzelnen Modulsystem eine ganze „Klasse äquivalenter 
(xruppen“. Die frühere Theorie der Diskontinuitätsbereiche liefert das wesent- 
liche Beweismittel, daß jeder stetigen Abänderung der Moduln eine stetige 
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Abänderung des Fundamentalbereiches entspricht. Das wichtigste Moment 
des Beweises ist aber nach Poincare die Einführung der hyperbolische n 
Maßbestimmung für das Innere des Hauptkreises, bei der dessen Puukte 
die Rolle der unendlich fernen Elemente spielen. Man kann dann wiederum 
im Innern eines Kreises von angebbarem endlichen Radius den Gliedern 
der Reihe nirgend mit einander kollidierende Teilbereiche zuordneu, so daß 
also, wie beim ersten Beweise die Summe der euklidischen Inhalte, jetzt 
die Summe der hyperbolischen Inhalte jener Bereiche eine endliche ist. 
Damit läßt sich aber die Reihe unter eine konvergente geometrische Reihe 
herunterdrücken . 

So ergibt sich, daß die Poincareschen Reihen der Dimension 
— 2 für alle Hauptkreisgruppen P in der Umgebung der repräsentierenden 
Gruppe r o und für alle Punkte £ in der Umgebung eines Anfangswertes 
unbedingt und gleichmäßig konvergieren. Durchläuft P 0 die ganze Familie 
von Hauptkreisgruppen, so ändern sich auch die „algebraischen Moduln “ 
des automorphen Gebildes stetig, d. s. einmal die Riemannschen Klassen- 
moduln des zugehörigen algebraischen Gebildes, sodann die absoluten In- 
varianten der den festen Polygonecken entsprechenden Stellen des Gebildes. 

Die weitere Untersuchung dreht sich um die Bedingung der Möglichkeit, 
daß die oben konstruierte, eine automorphe Form der Dimension d und 
des Multiplikatorsystems Al darstellende Reihe identisch verschwindet (§ 8) 
(was in Folge linearer Identitäten zwischen einer Anzahl automorphor 
Formen eintreten kann). Dies findet indessen sicher nicht statt, wonn die 
Reihe im Fundamentalbereiche wenigstens einen Pol besitzt. 

Um daher zu entscheiden, wann eine beliebig gewählte automorpho 
Form ep d zulässiger Dimension d (und mit Nullpunkten in den parabolischen 
Spitzen) durch eine Poincaresche Reihe darstellbar ist, werden die ein- 
poligen Reihen in den Mittelpunkt der Untersuchung gestellt (§ 9), wobei 
gleich Gebilde eines beliebigen Geschlechtes p zu Grunde gelegt werden. 

Der beliebig in N vorgeschriebene Pol sei £ = (£ n £ 2 ). 

Es besitze N zunächst mindestens eine Grenzkurve. Ist dann H d 
eine rationale Fonn, dessen Pole aufserhalb N liegen, so wird durch 

k 1 — 1 für d — 4 eine einpolige Reihe der gewünschten 


* 


Oft 0 


Art geliefert; am einfachsten wählt man H d + 1 als reziproken Wert einer 
ganzen Form. Bedeckt dagegen N die ganze f-Ebene, so hat H ä + 1 sicher 
Pole innerhalb N. Dann läßt sich «aber — mit alleiniger Ausnahme des 
Falles d = 2, Al = 1 — die Form 11 so bestimmen, daß sich eben diese Polo 
beim Summieren der Reihenglieder gerade fortbeben. Der Pol £ darf auch in 
eine elliptischen Ecke rücken (§ 10). Um dagegen das Verhalten in para- 
bolischen Ecken zu erkennen, bedarf es der Einführung der TUemenlarform ( n 


ß(f,, £,; $,,«,) 


- 2 * 


({<«,{) *,+ 


die aus der obigen Reihe 


durch Zusatz des von £., £ 2 unabhängigen Faktors — - - •• hervorgeht. 

+ i ^ i £t) 

Bei Annäherung an den Pol £ gilt die Grenzgleichung: lim [(£,£)'£ j ■» 1. 
Man gewinnt nun einen größeren Gesichtspunkt, indem man neben £,, 
auch £ p £^ als beweglich in N ansieht: Als Funktion der £ ist Sl, abgesehen 
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von gewissen Polen, überall in N eine stetige analytische Form der nicht- 
negativen Dimension d = — d — 2 und des inversen Multiplikatorsystems M 
Nunmehr läßt sich die Annäherung von £ an eine parabolische Spitze verfolgen 

(§ 12), indem für £g.ß eine in der Umgehung derselben gleichmäßig kon- 
vergente, nach Potenzen von e * fortschreitende Entwicklung gewonnen wird. 
Übt man jetzt eine Operation U { von F auf die £,, £ ä aus, so stellt 


Sl in gewissen Fällen auch in £ n £ 2 eine automorphe Form mit M dar; 
für p — 0 findet das dann und nur dann statt, wenn m — — 1 ist. 

Indessen werden gerade die Fälle, wo ü in den £ nicht automorph ist, 
nach Poincare die wichtigsten. 

Hier läßt sich U { , wodurch Sl in übergehe, so auswählen, daß 
Sl { — Sl eine polfreie, nicht identisch verschwindende Poincaresche Reihe 
wird, womit ein erstes Beispiel einer solchen Reihe gewonnen ist. 

Hieraus folgt für p = 0, daß man für jedes mögliche d und M — 
falls überhaupt ganze automorphe Formen mit Nullpunkten in den para- 
bolischen Spitzen existieren — stets nicht identisch verschwindende polfreie 
Poincaresche Reihen bilden kann (§ 13). 

Wie läßt sich nun eine beliebige automorphe Fonu durch die Sl und 
damit durch Poincaresche Reihen darstellen? (§ 14) 

Sei zunächst (für jp = 0) eine negative Dimension d vorgelegt Eine 
zugehörige ep d (f t , f 2 ) habe a einfache Pole. Mau bilde die entsprechenden 
Elementarformen dann lassen sich a Konstante .4^ so auswählen, daß 
(p d — £A^SlW polfrei wird. Damit ist (p d bis auf eine additive ganze automorphe 
Form durch eine Poincaresche Reihe dargestellt Analog läßt sich bei nicht 
negativer Dimension d cp d durch die Sl als Formen der £ n £ 2 ausdrücken. 

So ergibt sich durch Zusammenfassung der fundamentale Satz, daß 
jede in etwaigen parabolischen Spitzen verschwindende ganze automorphe 
Form von JT durch eine Poincaresche Reihe darstellbar ist. Historisch 
wird bemerkt, daß die Sl in nicht homogener Gestalt bei Poincare als 
Element simple “ auftreten. Ritter hat sie dann formentheoretisch durch- 
gebildet, und seine Theorie haben die Verfasser vereinfacht und weiter entwickelt. 

Das vierte Kapitel ist Ausdehnungen auf ein beliebiges Geschlecht p 
gewidmet. Eine erste Hauptschwierigkeit liegt liier in der Herstellung 
einer Primform. Eine zu einem algebraischen Gebilde des Geschlechtes p 
gehörige w- wertige Funktion z werde auf der Riemannschen Fläche 
studiert Die Grenzen x, y, wie die Parameter £, r\ des Norma l i nt eg r als 

3. Gattung TT*’^ werden je durch eine Linie X, A verbunden, die als 
Integrationsbahnen dienen. TT läßt sich dann in die homogene Gestalt 


des Doppelintegrals setzen: 


■ ff 


W{z,z') 


(m7 




(z, dz) (z\ dz'), wo W als Funktion 


y i 


von z und von z eine algebraische Funktion des Gebildes ist. 

Die Kleinsche Prim farm K(x,y) ist definiert durch: K (x, y) = 


V 


_ *+ y+dy 

— ( x , dx) (y, dy) e 


TT*’*' = lg k &’ t » 

l’i 


K (X, 7j). A(y, £) • 


(lim dx = 0, dy — 0); man hat 
Ritter konstruiert daraus die Primfonu P(z,e): 
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P (r. «) = K (t. e)]^ 


„ , - — , t—, r , die an den tc Un- 

Ä I,/. oo,) K ( z , oo t ) . . . Ä (r, oo,.) 

endlichkeitsstellen oo, je einen Pol 1. Ordnung besitzt, von der Dimension 
- ist, überall stetig ist, und nur an der einen willkürlichen Stelle e einen 


Nullpunkt aufweist. Nicht nur die Periodizitätseigenschaften dieser 
Riiterschen Prim form sind besonders einfach, sondern auch ihr Verhalten 
isogar das von lgP(/, e)) gegenüber geschlossenen Umläufen der Stelle x. 
Sodann werden die polymorphen Formen untersucht, f = f(z) ist 

auf F w eine polymorphe Funktion; die Formen Z, = Z s — 1: 

des Kap. II substituieren sich bei Umläufen von z unimodular, genügen 
aber noch nicht der Forderung, bei beliebigen Wegen stets „erlaubte“ Werte- 
paare zu sein. 

Das Differential dz hat an jeder Stelle oo von F w einen Pol 2. Ord- 
nung, und in jedem Ä<- blättrigen Verzweigungspunkt v. einen Nullpunkt der 
Ordnung (A' f — l). Die davon herrührenden gemeinsamen Pole und Null- 
punkte von Z,, Z 2 sind als zufällige wieder zu entfernen. Man führe 
daher anstatt dz das „überall endliche und nicht verschwindende“ Differential 
d i r x von der Dimension 2 — 2 p ein : d tr. — (s } dj : P(z, r , )*• ~ 1 • P(g 7 v f )*» ~ 1 - - •. 
Dann gewinnt man (§3) in 







zwei Formen der Dimension 1 — p, deren Quotient f ist, und die bei er- 
laubten z v z t stets nur erlaubte Werte annehmen. Dabei hatte d£ in e k nach 

Kap. I einen Pol der Ordnung (l — Für p = 0 gehen jene Formen 

in die von Kap. II über. 

Der Quotient ^ 

auf einen von z X7 z g unabhängigen Faktor und stellt nach Ritter eine 
multiplikative Form dar. Daher substituieren sich z l7 z s nunmehr mit einer 
— für jeden Umlauf konstanten — Determinante x s . 

Will man f auf die allgemeinste Art in zwei polymorphe Formen mit 
den obigen Eigenschaften spalten, so hat man den Ausdrücken für 

noch einen Exponentialfaktor « < *+ c i |r «-f Hp w P binzuzufügen, wo die W ein 

System von überall auf F w endlichen Normalintegralen bilden und die c 
arbiträre Konstante sind (§ 3). 

Die Funktion f(r) genügte (Kap. I) einer Differentialgleichung 3. Ord- 
nung |f|. = 2Ä(s, *), wo [JJ. der Schwarzsche Differentialausdruck war, R 
eine gewisse auf F w algebraische Funktion. Bestimmt man die Wertigkeit, 
d. i. die Anzahl der Pole von | f]., so ergibt sich mittels einer bekannten 
Zusammenhangsrelation die Anzahl der accessorischen Parameter in der Diffe- 
rentialgleichung, d. i. der durch die Pole und die bei z = <x> gelegenen 
Nullpunkte von R noch nicht bestimmten, zu n -f 3 p — 3. 

Für die polymorphen Formen ergaben sich in Kap. II lineare Differential- 
gleichungen 2. Ordnung, die man in invariante Gestalt setzen konnte. Das 

Archiv der Mathematik and Physik. III. Reibe. V. 20 


reproduziert sich gegenüber Umläufen von e bis 
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findet ebenso für beliebiges p statt und wird an 3 charakteristischen Typen 
explicite durchgeführt. 

Es handelt sich nunmehr um die Darstellung aller imverzweigten 
automorphen Formen <p d (f n f 8 ) von JH durch Prim- und Grundformen. 
Nahm eine cp d (Kap. II) gegenüber einer homogenen unimodnlareu Substi- 
tution von r einen konstanten Faktor p an, so erweitert sich dieser bei 
der obigen nicht-unimodularen Substitution zu px d . Dies ermöglicht die Be- 
nutzung der £,, des § 3 als Argumente; cp d wird dann eine auf F r 
multiplikative Form, die frei von wesentlich singulären Stellen und nur an 
den n Stellen verzweigt ist. Aber auch umgekehrt liefert irgend eine, 
wie (p d verzweigte multiplikative Form auf F w als Funktion der £,, eine 
unverzweigte automorphe Form von r. 

Daraufhin lassen sieb die ep d in allgemeinster Weise durch Primformen 

ausdrücken und so völligübersehen. EinePriniformqp,, = e c o+ <7 ' w *-l H VP(r,i) 

ist, wie für p — () (Kap. II), eine unverzweigte polfreie Fonu mit nur einem 
Nullpunkt 1. Orduung, die als „Grundform“ für elliptische und parabolische 
Ecken noch geeignet zu modifizieren ist. Dann hat man 


<Pd 


w i H t-Cp w p 


!/»),- • - ,P(^ y t ) 


jt*. 


rn k 

0 '* ’ 


und umgekehrt liefert ein Ausdruck von der Gestalt der rechten Seite stets 
eine unverzweigte (p d (§ 5). 

Eine ritidcutigc <jp d (Kap. II) ist auch jetzt eine solche, für die der 
Faktor p (gegenüber einer Substitution fJ) von der Wahl des Weges un- 
abhängig ist. Den Relationen zwischen den n -f- 2p Erzeugenden von F 
korrespondieren Gleichungen zwischen den n „ Verzweigungsmultiplikatoren 
und 2p „Periodemmütiplikatorm“. Wie in Kap. III zeigt sich, wie zu jedem 
theoretisch möglichen Multiplikatorsystem M von P und zu jeder Dimen- 
sion d eindeutige automorphe Fonnen cp d gehören (§ 7). 

Unter den eigentlich automorphen Fonnen <p_ 8 (fj, J 2 ) sind die , ganzen“' 
<ß_ 2 wichtig. In VF(£) = J d>_ 2 • (£, d£) gewinnt man ein zum automorphen 

Gebilde gehörendes Integral 1. Gattung, und umgekehrt. Mithin gibt 
es p linear unabhängige solcher <Z>__ g . 

,, Allgemeiner gibt es tür jede Form ep d nicht -negativer Dimension 
mit s Polen p-\-6-\- 1 linear unabhängige mit gleichen d und M: 

a bedeutet die Anzahl linear unabhänger die in den Nullpunkten 

einer dieser Fonneu zugleich verschwinden“ (§ 8). 

Dieser Satz läßt sich auf Grund der konjugierten Fonnen <p d , ip d , d. i. 
solcher mit inversen Systemen i W, M und zugehörigen Dimensionen rf, d 

— die Beziehungen des Kap. II bleiben auch jetzt im wesentlichen bestehen 

— weiter verfolgen. Hat ip d ~s Pole, so läßt sich or auch erklären als die 

Anzahl der linear unabhängigen zu tp d konjugierten Formen <p d , die in jenen 
s Polen zugleich verschwinden. Damit gebt der obige Satz in den er- 

weiterten Iticmann-lioch, sehen Satz über, der für d — 0, M = 1 * n 
den gewöhnlichen übergeht (§ 9). Der Satz gestattet u. a. die Bestimmung 
der Mindestanzahl frei beweglicher Pole einer automorphen Form q> d . Damit 
ist die Lehre der Formen ep d , wie der polymorphen Formen nach dem 
Vorgänge von Ritter bis zu einem gewissen Abschluß gebracht. 
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Es erübrigt noch die Ausdehnung der Poincareschen Reihen und 
Elementarformen des Kap. III auf beliebiges p. Die Konvergenzbeweise 
galten zwar für jedes p, waren aber an die Beschränkung (i { \ = 1 gebunden. 
Es sind daher zunächst nur unimultiplikative Formen (p l{ , d. s. solche, 
für die alle Multiplikatoren den Betrag 1 haben, durch Poinearesche 
Reihen darstellbar. Indessen läßt sich jede eindeutige <p (t durch Multi- 
plikation mit einem Faktor e°» w ' d ^ c p w p , wo die c eindeutig bestimmt 

sind, in eine unimultiplikative verwandeln. Wie iu Kap. III wird be- 
wiesen, daß bei allen möglichen d < — 2 und zugehörigen M polfreie, 
nicht identisch verschwindende Poinearesche Reiben existieren. Eine 
Ausnahme bildet wieder der Fall d — — 2 , M = I ; um auch diesen zu 
erledigen, werden die eigentlich automorphen zweipoligen Reihen der Dimen- 
sion — 2 herangezogen (§11), die zugleich zu Reihendarstellungcu der 
Integrale der drei Gattungen und zu Produktdarstellungen der Priraformeu 
fuhren. Es liegen hier Arbeiten vou Rieinann, Schottky, Weber, 

W. Burnside vor. Zu Grunde gelegt wird die in die J und £ symmetrische 


Normalform 2 (^ , £ 2 ; £„ £ 2 ) * Das Integral /V • (£ , rf£) — 

ist durch die Poinearesche Reihe — ^ 
darstellbar. l r als Funktion vou £ ist ein einpoliges Integral 2. Gattung, 
dessen Perioden Formen </>_ 2 sind. In .7(f, f 0 ) Q ■ (r, >n) 

= — ^! lg y lt ' — \ ensteht ein Integi'al 1. Gattung, wo der Index i 

V» 0 » (£' i £ 0 ) 

einer geeigneten Substitution U . entspricht, und endlich in <?(£, f 0 ; £, £ 0 ) = 


= / Y • (f, d£) — Vlg ein Integral 3. Gattung mit den 

'1 4^ £o.) W. I) 

logarithmischen Polen £ und £ 0 . 

Von Q aus gelangt man zur Schottky sehen Primform />’(£, f 0 ) = 


lim 

i = C, So = 


V-(f-l) (f 0 -&,)«' 


tf-w/ 7 - 


o-c 1 * 1 ) 


roi St >o) 

- i r i— ■ ■ r i m m 

_ (£-?*>) (So -ti 1 )' 

womit die Darstellung der <p tl durch unendliche Produkte ermöglicht wdrd, 
Schließlich liefern analoge Entwickelungen, wie die in Kap. III, die Be- 
antwortung der Frage, welche (unimultiplikativen) Fonnen <p ä für p > 0 durch 
Poinearesche Reihen darstellbar sind; es sind das, wie zu erwarten w r ar, 
genau die in den parabolischen Ecken verschwendenden. 

Es folgen noch Bemerkungen über die praktische Brauchbarkeit der 
analytischen Darstellungen zur Berechnung der Funktionswerte automorpher 
und polymorpher Funktionen und Fonnen (§ 14). 

Eine eingehendere kritische Würdigung des Buches behalten wir uns 
bis nach dem Erscheinen der zweiten Lieferung des Werkes vor, und lassen 
vorderhand die im Obigen skizzierten bisherigen Ergebnisse für sich sprechen. 

Königsberg, i. Pr. W. Fr. Meyer. 


2U* 
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Günther, SieglllUlld. Astronomische Geographie. Leipzig 190*2, 
G. J. Göschen. 170 S. Preis 0,80 M. 

Dieses trotz seines geringen Umfanges sehr reichhaltige Buch wird jedem 
forderlich sein, der auf dem Gebiete der mathematischen Erdkunde eine erste 
Orientierung wünscht. Die beigegebenen historischen Notizen und das gute 
Register lassen es auch dem weiter Fortgeschrittenen nützlich erscheinen. 
Daß das engere Gebiet der Erdkunde in den letzten Kapiteln verlassen, 
die Entfernung der Himmelskörper, die Weltsysteme, die Gesetze der Planeten- 
bewegung und das Gravitationsgesetz in seinen Anwendungen auf Himmel 
und Erde in die Betrachtung gezogen wird, machen das Buch noch empfehlens- 
werter. Dagegen erscheint es uns nicht verständlich, warum der Verfasser 
den für die Bestimmungen der geographischen Längen ja den unumgäugigen 
Ausgangspunkt bildenden Zeitbestimmungen keine Berücksichtigung hat zu teil 
werden lassen; er erweckt hei jedem Anfänger den Schein, als ob die einzigen 
Zeitbeobachtungen, die er anführt, nämlich diejenigen mit der Sonnenuhr, 
genügend seien, um den Gang eines Chronometers zu kontrolieren (!). 

Charlottenburg. H. Samter. 


Kniile Borei. Lepons sur les söries a, termes positifs. Gauthier- Villars, 
Paris 1902. 

Das in der Überschrift genannte Werk ist in derselben geistvollen 
Weise geschrieben, wio die vorangehenden des Herrn Verfassers. Es ist 
aus zwanzig Vorlesungen entstanden, die derselbe an dem „College de Franee u 
in der Zeit 1900 — 1901 gehalten hat, und von einem der Zuhörer, Herrn 
d’Adhemar, redigiert worden. Wie schon aus der kurzen Zahl der Vor- 
lesungen ersichtlich ist, liegt es nicht in der Absicht von Herrn Borei, 
eine umfassende und in sich abgeschlossene Theorie der unendlichen Reihen 
mit lauter positiven Gliedern zu geben; es wird vielmehr das Hauptgewicht 
darauf gelegt, eine. Anzahl besonders wichtiger Probleme über dieselben 
dem Leser vorzuführen. 

Das Werk zerfällt in sechs Kapitel, deren wesentlicher Inhalt knn. 
folgendermaßen dargestellt werden möge. 

Im ersten Kapitel werden vor allem die Bertrandschen Konvergenz- 
kriterien in Bezug auf ihre Bedeutung für die Reihenlehre untersucht. 
Herr Borei faßt seine Resultate in den Worten etwa zusammen „die 
Bertrandschen Kriterien genügen nicht absolut, aber für den gegenwärtigen 
Stand der Wissenschaft“ — eine Anschauung, die angesichts der neuesten 
glücklichen Entwicklung der Konvergenztheorie, insbesondere durch die 
Arbeiten von Herrn Pringsheim, als einwandfrei nicht bezeichnet werden 
kann. 

Das zweite Kapitel behandelt die Konvergenz und Divergenz bestimmter 
Integrale. Es wird gezeigt, daß hier dieselben Schwierigkeiten vorliegen, 
wio bei den unendlichen Reihen. 

In beiden Kapiteln zeigt sich die Art des Wachsens von Funktionen 
von Bedeutung. Diese überaus wichtige und einschneidende Frage wird 
im dritten Kapitel besprochen. Es wird ein reguläres und irreguläres 
Wachsen unterschieden und auf das erstere tiefer eingegangen. Von dieser 
Theorie werden im fünften Kapitel im Anschluß an neuere Arbeiten der 
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Herren Borei, Hadamard, le Roy und Poincare einige Anwendungen 
auf die Theorie der Potenzreihen gemacht, Anwendungen, deren Zweck es 
ist, die Theorie der analytischen Funktionen, wie sie in Deutschland durch 
Weierstraß begründet wurde, weiter fortzuführen. Es werden zunächst 
ganze transcendente Funktionen untersucht und Schlüsse aus der Art des 
Wachsens der Koeffizienten auf die Art des Wachsens der Funktion gemacht 
und umgekehrt. Sodann wird ein endlicher Konvergenzradius gewählt und 
das Wachsen der Potenzreihen bei der Annäherung an einen singulären 
Punkt in Betracht gezogen. 

Das vierte und sechste Kapitel enthält ähnliche Untersuchungen aus 
der Theorie der mehrfach unendlichen Reihen und der vielfachen Integrale. 

Dresden. M. Kjrause. 


Gino Loria. Le scienze esatte nelP antica Grecia. Libro IV. H 
periodo argenteo della geometria Greca. 78 p. Libro V (ultimo) 
L’aritmetica dei Greei. 182 p. Modena 1900 und 1902. Estratto 
del Vol. XII, Ser. II delle Memorie della R. Accademia di Scienze, 
Lettere ed Arti di Modena. Sezione di Scienze. 

War das 1. Buch von Lorias umfassendem Werke den Vorgängern 
Euklids, das 2. Buch dem euklidischen Jahrhundert als der goldenen Zeit 
griechischer Geometrie, das 3. Buch den Schriftstellern gewidmet, deren 
Arbeiten in näherer oder entfernterer Beziehung zur Astronomie standen, 
so erzählt das 4. Buch von der silbernen Zeit der griechischen Geometrie, 
das 5. Buch von der griechischen Arithmetik. 

Im 4. Buche unterscheidet Herr Loria wieder drei Gattungen von 
Schriftstellern, solche, welche ihre Aufgabe in der Ausfüllung von Lücken 
sahen, über die der Eilschritt des goldenen Zeitalters hinausgestürmt war, 
solche, welche als Kommentatoren ihrer Vorgänger im mathematischen Sinne 
erscheinen, solche endlich, welche, mit Philosophie und Methodik vertraut, 
ihre Vorgänger nach dieser Seite hin zu ergänzen und zu vervollkommnen 
suchten. Freilich ist es mit solchen Unterscheidungen einigermaßen übel 
bestellt. Die nach einander lebenden Schriftsteller halten sich nicht an die 
ihnen programmgemäß zufallende Tätigkeit, und so gehörte z. B. Geminos, 
der erste, von welchem die Rede ist, vorzugsweise der dritten Gruppe an; 
Theon von Smyrna, als zweiter behandelt, scheint unserem Dafürhalten nach 
besser dem 5. Buche Vorbehalten, wo er auch tatsächlich wieder auftritt: 
erst (1er dritte Pappos erscheint an systematisch berechtigter Stelle. Herr 
Loria hat die Sammlungen des Pappos mit der ganzen Ausführlichkeit 
dargestellt, die ihnen gebührt, hat dabei in Anmerkungen auf Beziehungen 
zu neueren und neusten Forschungen hingewiesen. Nun kommen die Neu- 
Platoniker an die Reihe, insbesondere Proklos. Die wichtige Frage, ob 
Pro k los die von ihm gegebene Zusage, auch spätere Bücher des Euklid 
zu erläutern, erfüllt habe oder nicht, berührt Herr Loria selbstverständlich, 
weiß aber auch keine bestimmte Antwort zu erteilen. Eutokios folgt und 
am Schlüsse noch Serenos. Nicht als ob die Lebenszeit des Serenos von 
Antinoeia so spät angesetzt werden müßte, den Ausschlag gab vielmehr der 
Umstand, daß die Lebenszeit dieses Mathematikers eine so sehr unbestimm- 
bare ist. 
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Das 5. Buch erzählt, wie wir oben sagten, von der griechischen Arith- 
metik und wird dieser Aufgabe in 6 Kapiteln gerecht, deren Überschriften 
folgende sind: T. Die griechische Logistik. II. Die Arithmetik in der Schule 
des Pythagoras. III. Die Arithmetik in der Akademie. IV. Neu-Pythagoreer 
und Neu-Platoniker. V. Diophant. VI. Arithmetische Scherzaufgaben der 
Griechen. Die Überschriften der Kapitel lassen bereits erkennen, daß, wie 
das ganze 5. Buch aus dem Rahmen chronologischer Begrenzung heraustritt, 
auch die einzelnen Kapitel dem Leser Zeitsprünge durch die verschiedensten 
Jahrhunderte keineswegs ersparen. Es ist fast überflüssig, besonders zu 
betonen, daß Herr Loria auch in dem 5. Buche, wie in dem 4., wie in den 
vorhergehenden, mit größtem Fleiße alle vorhandenen Vorarbeiten bis zu 
den neusten zusammenzusuchen und zu verwerten gewußt hat. Er hat damit 
ein Nachschlagebuch geschaffen, welches man gern benutzen wird, und in 
welchem man bezüglich der zahlreichen noch immer offenen Streitfragen 
wenigstens die einander entgegenstehenden Meinungen angeführt finden wird 
nebst der Angabe deijenigen Schriften, welche die eine oder die andere 
Meinung zu verteidigen sich bestreben. 

Heidelberg. M. Cantok. 


H. Kayser. Lehrbuch der Physik für Studierende. Dritte verbesserte 
Auflage, gr. 8. X u. 584 S. mit 336 Abbildungen. Stuttgart 1900, 
Ferdinand Enke. 

Unter den Werken, die sich in hervorragendem Maße dazu eignen, 
den Anfänger in die physikalische Wissenschaft einzuführen, steht das 
Kaysersehe Lehrbuch in der vordersten Reihe. Dasselbe zeichnet sich zu- 
nächst durch die Art der Darstellung aus, in welcher sich strengste Präzision 
mit einer gefälligen Form des Ausdrucks vereinigt. 

Die Anordnung des gesamten Stoffes stimmt mit der üblichen Methodik 
überein. In sieben Abschnitten werden die Mechanik, die allgemeine Physik 
der Ponderabilien, die Lehre von der Wärme, Wellenbewegung und Akustik, 
Magnetismus, Elektrizität und endlich die Optik behandelt. In einem be- 
sonderen Schlußkapitel der Optik werden die Beziehungen zwischen Licht, 
Elektrizität und Magnetismus auseinandergesetzt Die jüngste, dritte Auflage 
ist wieder durch Aufnahme einiger neuen Forschungsergebnisse, namentlich 
auf dem Gebiete der physikalischen Chemie und der Elektrizität erweitert 
worden. 

Wie in den meisten Lehrbüchern der Physik, so wird auch in dem 
vorliegenden die Wärmestrahlung zum Teil in der Wärmelehre, zum Teil 
in der Optik besprochen. Dieses Verfahren hat aber zur Folge, daß eng 
zusammengehörige Dinge auseinandergerissen und Wiederholungen unver- 
meidlich werden. Zweckmäßiger wäre es daher, das ebengenannte Kapitel 
in Zukunft vollständig in die Optik aufzunehmen, so daß die Lehre von 
der Strahlung in größerer Einheitlichkeit behandelt werden könnte. Die 
diesbezüglichen Abschnitte des Kays ersehen Buches lassen auch in den 
Einzelheiten einige Abänderungen wünschenswert erscheinen. So sollte nicht 
verschwiegen werden, daß das Stefansche Gesetz nur für den absolut 
schwarzen Körper strenge Gültigkeit besitzt. Dagegen könnte das sogenannte 
Drap er sehe Gesetz, welches, wie man weiß, den Tatsachen keineswegs ent- 
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spricht, und seine bekannte — fehlerhafte — Ableitung gänzlich fortgelassen 
werden. Die Daten über Strahlenabsorption wären besser solchen Arbeiten der 
neueren Literatur zu entnehmen, aus denen sich erkennen läßt, auf welche 
.Spektralgebiete sich die betreffenden Messungen beziehen. Irrtümlich ist die 
Angabe: „Hartgummi läßt größere Wellen als 700 fifi vollständig hindurch“. 
Nicht ganz einwandsfrei sind die Auseinandersetzungen über die Eigenschaften 
der Funktion e (Emission des absolut schwarzen Körpers). Nur wenn die 
Temperatur bis auf den absoluten Nullpunkt herabgesunken ist — dann 
aber für sämtliche Wellenlängen — wird e gleich Null. Um den Anfänger 
die Wesensgleichheit zwischen Licht und strahlender Wärme recht eindring- 
lich vor Augen zu führen, sollte noch ausdrücklich betont werden, daß auch 
die dem sichtbaren und ultravioletten Spektrum angehörende Strahlungsenergie 
sich durch Absorption vollständig in Wärme verwandeln lasse. 

In dem Abschnitte über Elektrizität werden die absoluten Maßeinheiten 
erst ganz zum Schlüsse besprochen. Ist auch die an jenem Orte gegebene 
Zusammenstellung recht übersichtlich, so erscheint es doch unzweckmäßig, 
bei der Darstellung der elektrischen Ercheinungen in den vorhergehenden 
Kapiteln durchweg die veralteten Einheiten — Jacobi, Siemens, Danioll 
— beizubehalten. 

Aus der Hertzschen Abhandlung „über die Ausbreitungsgeschwindig- 
keit der elektrodynamischen Wirkungen“, in welcher die Geschwindigkeit 
elektrischer Wellen, die sich längs Drähten ausbreiten, bestimmt wurde, ist 
vom Verfasser die Angabe entnommen, daß die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit der Schwingungen hoher Frequenz „im“ Kupfer 200 000 km/sec betrage. 
Bekanntlich hat aber Hertz selbst dieses Bebobaelitungsresultat später als 
fehlerhaft erklärt und die weiteren Untersuchungen von Sarasin und 
de la Kive u. a. haben — in Übereinstimmung mit den Forderungen der 
Theorie — die Gleichheit der Geschwindigkeiten an Drähten und in freier 
Luft (300 000 km/sec) erwiesen. 

Am Schlüsse der Besprechung der Hertzschen Versuche bemerkt der 
Verfasser, daß „unsere Kenntnisse über das Wesen der Elektrizität bisher 
noch gleich Null“ sind. Referent vermag den erkenntnistheoretischen Stand- 
punkt, der in diesem Satze zum Ausdruck kommt, nicht zu teilen. Mach 
hat gelegentlich auf jene Bemerkung, die ja sehr häufig in der Literatur 
zu finden ist, die Antwort gegeben: „Was denn soll die Elektrizität anderes 
sein, als der Inbegriff der betreffenden zusammengehörigen Tatsachen?“ 
Fürwahr, unser Wissen ist auf dem Felde der elektrischen Phänomene im 
Grunde keineswegs anders geartet als auf irgend einem der übrigen Er- 
scheinungsgebiete. — 

Es sei noch gestattet, auf einige kleine Irrtümer aufmerksam zu machen, 
die in einer späteren Auflage des Buches zu berichtigen wären. Die elek- 
tromotorische Kraft des Clark -Elementes ist mit 1,07 Daniell zu niedrig 
angegeben worden; sie beträgt in Wahrheit 1,28 Daniell = 1,433 Volt. Die 
ganze Wellenlänge der elektrischen Oscillationen, mit denen Hertz in seinen 
berühmten Versuchen gearbeitet hat, betrug 66 cm, nicht 33 cm. Der Name 
Oersted ist ohne t zu schreiben, während der Erfinder der Influenzmaschine, 
Holtz, auf diesen Buchstaben Anspruch erheben darf. 

Die Lektüre des vorliegenden Werkes setzt keine Kenntnis höherer 
Mathematik voraus; elementarmathematische Entwickelungen werden dagegen 
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vielfach herangezogen, wo dieselben zur Vertiefung des Verständnisses 
wesentlich beitragen. Dieser Verzicht auf tunlichste Beschränkung des 
mathematischen Ausdrucksmittels, wie sie in der Mehrzahl der elementaren 
Kompendien geübt zu werden pflegt, kommt auch der Reichhaltigkeit des 
dargebotenen Stoffes erheblich zu statten. So findet man z. B. — um nur 
einen Punkt herauszugreifen — im Anschluß an die Hauptsätze der kineti- 
schen Gastheorie die Ableitung der van der Waals sehen Zustandsgleichung. 
Mit Recht werden insbesondere auch die Erscheinungen der Interferenz und 
Polarisation des Lichtes an der Hand der Schwingungsformeln erläutert 
Gerade diesen Phänomenen gegenüber verhilft eine rein experimentelle Be- 
handlung erfahrungsgemäß nur zu einem sehr mangelhaften Verständnis, 
während die nachträgliche Bekanntschaft mit der mathematischen Theorie 
dann wie eine Offenbarung zu wirken pflegt. 

Mußte auch in den vorhergehenden Bemerkungen auf einige Mängel 
des Buches hingewiesen werden, so betrafen dieselben doch nur Einzelheiten; 
der Gesamteindruck bleibt ein vorzüglicher. Dasselbe kann daher allen denen, 
die in das Gebiet der Physik einzudringen wünschen, als ein zuverlässiger 
Führer aufs wärmste empfohlen werden. Durch das Studium dieses Werkes 
wird der einste Leser sich nicht allein mit dem dargebotenen Stoffe vertraut 
machen, sondern auch eine strenge Schulung seines physikalischen Denkens 
erfahren. 

Berlin. E. Aschkinass. 

H. Alldoyer. Thdorle de la Lune. 86 S. Paris, C. Naud. 1902. 

Die vorliegende Schrift behandelt die mathematische Theorie der Mond- 
bewegung. Das Buch bildet den siebzehnten Band der mathematisch-physi- 
kalischen Serie in der Sammlung von Monographien, welche unter dem 
Gesamttitel „Seien tia“ im Verlage von C. Naud in Paris erscheint. Der 
Verfasser entwickelt in sechs Kapiteln die allgemeinen Gleichungen des 
Problems; von einer Spezialisierung derselben behufs Berechnung von Mond- 
tafeln wird abgesehen. 

Berlin. E. Aschkinass. 
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1. Aufgaben und Lehrsätze. Lösungen. 

A. Aufgaben und Lehrsätze. 

80. Bekanntlich kann man das einschalige Hyperboloid und das hyper- 
bolische Faraboloid auf zwei Arten durch Bewegung einer Geraden erzeugen. 
Fragt man umgekehrt nach den Flächen , die zwei Scharen erzeugender 
Geraden besitzen, so liegt folgender Ansatz nahe. Wählt man als die eine 
Gaußsche Koordinate die von irgend einer Kurve ab gezählte Länge u aut 
den erzeugenden Geraden der ersten Schar, so sind die C artesischen Ko- 
ordinaten x, y, z ganze lineare Funktionen von u. Besitzt die Fläche zwei 
Scharen erzeugender Geraden, so werden also, wenn v die auf den Geraden 
der zweiten Schar gezählte Länge bezeichnet, x, y, z ganze lineare Funktionen 
sowohl von u als auch von v werden, mithin hat man: 

x == a t uv 4- 4- q v + d t . 

y = a t uv + 6 8 u 4- c s v -f , 

Z = OjttV + b 3 u + e 9 v + r/ 3 . 

Hieraus folgt: 

uv — ct t x + ß t y + Yi z + ö i > 
u — a 3 x -f ßf y 4* y 3 z 4- d 2 , 
v = a 3 x 4- ß 3 y 4- y 3 z 4- d 3 , 
sodaß die Gleichung der gesuchten Fläche lautet: 

(« 8 x 4- ß<j y 4- y 3 z 4- d 2 ) (a 3 x 4- ß 3 y 4- y 3 z 4- d 3 ) — a { x 4- ßi y 4- z 4- d, • 

Diese Gleichung stellt aber augenscheinlich nur hyperbolische Faraboloide dar, 
und die einschaligen Hyperboloide sind nicht erhalten worden. Folglich muß 
ein Fehler begangen worden sein. Wo steckt der Fehler ? 

Kiel. P. Stäckel. 

81. Etant donnec une ellipse d’axes 2 a et 26, si on considero tous les 
rayons vecteurs focaux joignant un point M de l’ellipse a Tun de ses foyers 
F, les perpendiculaires elevees en M a MF enveloppent une courbe 1 ) ayant 

pour aire ™(36 2 — a 3 ). 

Constantinople. E. N. Barisien. 


1) Cette courbe est l’antipodaire de l’ellipse par rapport ä l’un de ses foyers. 
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82. Etant donnee une lemniscate de Bernoulli de centre 0 et de 
sommets S et S', par un point M quelconque de la courbe on mene deux 
droites inclinees a 45 ° sur OM. Ces droites rencontrent Taxe en A et B. 
Montrer que les points A et B variables sont conjugues harmoniques par 
rapport aux points fixes S et S'. 1 ) 

Constantinople. E. N. Barisien. 

83. Zieht man durch den Lern oin eschen Punkt ( K ) gegen eine jede 
der Dreiecksseiten zwei unter demselben Winkel (w) geneigte Geraden, so 
liegen die Schnittpunkte dieser Geraden mit den betreffenden Seiten auf 
einem Kegelschnitt (Je). 

Verlängert man die zwei zur Seite a gehörigen Geraden, bis die eine 
die andere c schneidet und ebenso für die beiden anderen Paare, so be- 
kommt man sechs Schnittpunkte, welche auf einem Kegelschnitt ( k ') liegen. 

Wird der Winkel w = 0, so geht der zugehörige Kegelschnitt (V) in 
den 1. Lern oin eschen Kreis über. 

Zieht man auf dieselbe Weise aus K gegen eine jede Seite des Höhen- 
fußpunktendreiecks zwei unter dem Winkel co geneigte Geraden und bestimmt 
wie früher die zwei Gruppen der Schnittpunkte auf den Seiten des ursprüng- 
lichen Dreiecks, so liegt eine jede Gruppe solcher Punkte auf einem Kegel- 
schnitt [k] und [&']. Für w = 0 fällt der Kegelschnitt [&'] in den 
2. Lemoinoschen Kreis. 

Agram. G. Majcen. 


84. Gewünscht wird ein rein geometrischer Beweis für den Satz: Zieht 
man durch die Eckpunkte A und B eines Dreieckes ABC nach innen zwei 
sich in P schneidende Strahlen, die mit AC und BC gleiche Winkel bilden, 
so sind die Fußpunkte P a und P h der von P auf BC und AC gefällten 
Lote von der Mitte F der Seite AB gleich weit entfernt. 

Breslau. 0. Gutsche. 


85. Gewünscht wird ein rein geometrischer Beweis für den Satz: 
Wählt man auf zwei Geraden, die in Bezug auf CA und CB Gegen- 
transversalen sind, zwei beliebige Punkte P und Q , und fällt man von ihnen 
auf CA und CB die Lote, deren Fußpunkte A l} B x und A 2 , P 2 sind, so 
liegt der Schnittpunkt von A v B» und A i B x auf PQ. 

Breslau. 0. Gutsche. 

1) On peut dire aussi que 

(JA x OB = ÖS* 
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B. Lösungen. 

Zu 53. (Bd. III, S. 170) (E. Lampe): Von dem Punkte C in der 
Ebene einer Parabel zieht man die Tangenten CB X und CB 2 (B x und B. z 
die Berührungspunkte) an die Kurve und errichtet in B x und B 3 die Nor- 
malen, welche sich in F schneiden mögen. Die Koordinaten §, i] von F 
aus denen von C(x , y ) zu berechnen und dann die Verwandtschaft zu 
untersuchen, in welcher den Punkten C die Punkte F entsprechen; ins- 
besondere einfache sich entsprechende Kurvenscharen zu bestimmen. Welche 
Punkte C fallen mit ihren entsprechenden F zusammen? — Gleiche Fragen 
für die Ellipse und die Hyperbel. 


I. Parabel. 

1. Entwickelung der Gleichungen für £, tj. — Die Gleichung der gegebenen 
Parabel sei 

(1) y* — 2p x , 

ihr Scheitel A, ihr Brennpunkt F\ die Koordinaten von B x seien x x , y x , 
die von B 2 seien :r 2 , y t . Dann sind die Gleichungen der Tangenten in 
B x und B 2 

vxv + *i); y*y = p ( x + **) • 


Weil die Koordinaten von B x und B„ der Gleichung (1) genügen müssen, 
hat man noch 


*i = 




und man findet als Koordinaten von C 


( 2 ) , 


X 2p ’ V 


Vi + !/* 


Die Gleichungen der Normalen in B x und B 2 sind 

'J x x + py = y x 0 + *,) ; y,x - f py — y* (p -f *,) . 

Diesen beiden Gleichungen genügen die Koordinaten £, rj von F, woraus 

t = 2 p* + y? + y. !/t 4- '£ = p* -f |(yi + g,)' — | y,y, . 

* 2 p p ’ 

_ _ _ y»yt(y » 4- &) 
y ~ 2p* ’ 

oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (2) 

(3) 


Diese Gleichungen bestimmen die Verwandtschaft, welche zwischen den 
Punkten C und F besteht. 
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2. Sich selbst entsprechende Punkte. — Soll Punkt r mit C zusammen- 
fallen, so müssen die beiden Gleichungen 

p' -„* >? „ nd j, = _ \ x x 


% — - 


gleichzeitig bestehen. Die zweite Gleichung ergibt entweder 

y = 0 oder x = — \p . 

Setzt man y — 0 in die erste Gleichung ein, so findet man x = ijp; setzt 
man aber x = — \p in die erste Gleichung ein, so erhält man y* — — p 5 . 
Dies entspricht keinem reellen Punkte C. Es gibt also nur einen einzigen 
'Punkt C y welcher mit seinem entsprechenden Punkte r zusammenfällt; er 
liegt auf der Achse und hat die Abscisse \p, ist also der Brennpunkt F 
der Parabel. 

3. Die Verwandtschaft der Punkte C und F. — Die Gleichungen (3) 
lassen erkennen, daß £ und rj durch x und y eindeutig bestimmt sind. 

Ist x = 0 und y = 0, so ist und y = 0; dem Koordinaten- 

anfangspunkt A im xy - System entspricht also ein Punkt A' im j-rj- System, 
welcher auf der Abscissenachse liegt und die Abscisse p hat. 

Ist nur x = 0, so ist £ = — p~^~ ’ ^ ~ ^ Hiernach kann £ alle 

positiven Werte von p bis oo annehmen, und zwar sind diese Werte 
paarweise einander gleich für je ein positives und ein negatives y von 
gleichem absoluten Werte. Demnach entspricht sowohl dem positiven als 
auch dem negativen Teil der y- Achse der vom Punkte A' aus sich nach 
der positiven Richtung hin bis ins Unendliche erstreckende Teil der £-Achse. 

Ist nur y = 0, so ist £ = p — x oder £ — —p = \p — rj — 0. In 
diesem Falle kann £ alle positiven und negativen Werte annehmen; mithin 
entspricht die Abscissenachse sich selbst. Sie wird aber von den Punkten 
C und r in entgegengesetzter Richtung durchlaufen; je zwei Punkte der- 
selben, welche von F nach entgegengesetzter Richtung gleiche Entfernung 
haben (wie z. B. A und A'), entsprechen einander. 

Für ein positives x können £ und tj alle positiven und negativen 
Werte annehmen; dabei entspricht jedem positiven x ein negatives tj und 
umgekehrt. Stellt man sich nun die Koordinatenebene als aus zwei zu- 
sammenfallenden Ebenen [(7] und [F] bestehend vor, deren Koordinaten- 

achsen sich decken, und bezeichnet man noch die Quadranten der Ebene [C] 
mit I, II, m, IV, die der Ebene [FJ mit I', II', IU', IV', so hat man 

nach Obigem folgenden Satz: ,,Den Quadranten I und IV in [C] entspricht 

die ganze Ebene [JTj dergestalt , daß I in IU' und IV', IV in V und n' 
übergeht .“ 

Für ein negatives x kann rj ebenfalls alle positiven und negativen 

Werte annehmen; dagegen ist £ auf diejenigen positiven Werte beschränkt, 
2 )^ 1 2 

für welche £ — ist. Um die Grenzlage des Punktes F in diesem 


Falle zu bestimmen, setze man in den Gleichungen (3) x — — c und elimi- 
niere y\ dann erhält man als Gleichung der Kurve, welche Fbei konstantem 
c durchläuft, 

(4) F(£, tj, c ) = 2 c a £ — pij 2 — 2 pc ! — 2c s — 0. ■ 
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Bei veränderlichem c stellt diese Gleichung eine Kurvenschar dar, deren 
Einhüllende die Grenzkurve für die Lage des Punktes r ist. Man hat nun 


dF(j , ri, c) 
de 


— 4 e£ — 4t cp — 6 c 3 = 0; 


also entweder c — 0, und dies kommt hier nicht in Betracht oder e = | (£ — j>). 
Setzt, man dieseu letzteren Wert in (4) ein, so erhält man 2 *(s — p) 3 — p?j 2 = 0 
oder 


(*) 


v=V- 


8 

27 p 


Dies ist die Gleichung der Evolute der Parabel (l). Bezeichnet man die auf 
der positiven Seite der Abscissenach.se liegende Hälfte der durch diese Evolute 
begrenzten Fläche mit V', die andere Hälfte mit VT, und beachtet man, 
daß jedem positiven bezw. negativen y auch ein negatives bezw. positives i] 
entspricht, so hat man den Satz: „ Den Quadrantm II und III in [C\ ent- 
spricht in [jTJ die durch die Evolute (5) begrenzte Flüche dergestalt, daß 
U in V', IH in VI' übergeht. 11 

Aus der ersten der Gleichungen (3) ergibt sich, daß | = 0 ist für 
p 2 -f- 2 p 2 — px = 0, d. h. wenn C auf der Parabel 



?/ 2 = \p (* ~ p) 


liegt, deren Scheitel A' und deren Parameter \p ist. Bezeichnet man die 
positive Hälfte der von dieser Parabel eingeschlossenen Fläche mit Vn, die 
negative Hälfte mit VIII, so folgt: „ Der Fläche der Parabel (6) in \C\ 
(entsprechen die Quadranten H' und III' in [JH] dergestalt , daß VII in III', 
VIII in II' übergeht; den Itestflächen I — VII bezic. IV — VIII in [C] ent- 
sprechen die Quadranten IV' bczu\ I' in [T].“ 

Betrachtet man Punkt C als abhängig vom Punkte r , so ist die Be- 
stimmung von C nicht eindeutig. Löst man die Gleichungen (3) für x und 
y auf, so findet man 


x 3 -f (| — p) x" — ipy 3 = 0 oder 
V* - \p (| - p)y -f lp* v = 0 . 


iy_ 2 a - p) i_2 

,x) p IJ* x pr \ 5 


Die Anwendung der Cardauischen Formel ergibt für beide Gleichungen, 
daß sie eine oder drei reelle Wurzeln haben, je nachdem der Ausdruck 
27 prf — 8(§ — p) s positiv oder negativ ist, d. h. je nachdem r außerhalb 
oder innerhalb der Parabelevolute (5) liegt. Zu demselben Resultat gelangt, 
man durch geometrische Betrachtungen. Es können nämlich nur dann drei 
reelle Punkte C x , C 2 , C s dem Punkte F entsprechen, wenn sich von 
letzterem aus drei verschiedene Normalen FB V , TB*, FB S au die Para- 
bel (l) ziehen lassen. Dies ist aber nur der Fall, wenn r innerhalb der 
Evolute liegt. Dann ist Dreieck C x C i C s ein Tangentendreieck der Parabel ; 
die Berührungspunkte der Seiten 0^0$, C s C l , C l C i sind B x , B t , B s . 

Liegt r auf der Evolute (5), so fallen zwei der Berührungspunkte, 
etwa B 2 und 2? 3 , zusammen. Dann ist. 27 pif — 8(§ — p) = 0. In diesem 
Falle haben die obigen Gleichungen auch noch drei reelle Wurzeln; aber 
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zwei von ihnen sind gleich. Es ist. nämlich £ — p = iVp'ft un ^ man 
kann die Gleichungen schreiben 

x 3 + l Vp v • x 3 — \pif = {x— | typ t/ s ) (x + Vp iff = 0 ; 

?/ 3 - 3 Vp 4 if ■ u + 1 p 2 v — (y + Vp'n) (y - \Vp* f = o . 

Also: 

— \ Vp t /*> r 2 = r 3 = — Vp v* 5 

?/i = - Vp*v , y* = ?/ 3 — J fV */ • 

Die Koordinaten x x , t/j genügen der Gleichung (l); mithin liegt C t auf der 
gegebenen Parabel. Es ist auch geometrisch einleuchtend, daß, wenn Punkt 
B 3 mit B 2 zusammenfallt , Punkt C x mit B ri und C' s mit C t zusammen- 
fallen muß, und daß der Doppelpunkt C i3 ein Punkt der in C x an die 
Parabel gelegten Tangente ist. Für die Abhängigkeit des Punktes C von 
1' ergibt sich folgender Satz: „ Liegt Punkt F innerhalb der Parabelevolute (5), 
so entsprechen demselben drei reelle Punkte C; ist r ein Punkt der Evolute , 
so entsprechen ihm zwei reelle Punkte C; liegt r außerhalb der Evolute , so 
ist C eindeutig bestimmt. 11 

4. Entsprechende Kurvenscharen. 

a) Punkt C durchlaufe die Gerade x = c. — Dann hat mau 

t _ P 9 + *y* — P c . _ 2cy 
s p i V i 

und durch Elimination von y erhält man als Gleichung des Ortes von T: 
2c 2 £ = 2pc* -f prf — 2 c 3 oder 

(7) n 1 - j (I - 0 - »]) . 

Dies ist die Gleichung einer Parabel, deren Achse mit der Abscissenachse 
zusammenfällt, deren Scheitel die Abscisse p — c hat, und deren Parameter 

— ist. Bei veränderlichem c stellt (7) eine Schar von Parabeln dar. Hieraus 

folgt: ,yDer Schar der Parallelen zur Ordinatenachse in [C] entspricht eine 
Schar von Parabeln in [.T], d<rcn Achsen mit der Abscissenachse zusammen- 
fallen .“ Zu dieser Schar gehört auch die gegebene Parabel; sie entspricht 
dem Werte c — p\ ferner gehört zu ihr als Parabel mit dem Parameter 0 
der von A' aus sich nach der positiven Richtung hin ins Unendliche er- 
streckende Teil der £- Achse, welcher dem Werte c = 0, d. h. der y - Achse 
entspricht, wie schon oben gefunden wurde. Je zwei Parabeln der Schar (7), 
deren Scheitel von A' gleiche Entfernung haben, sind kongruent. Diejenigen 
Parabeln, für welche c positiv ist, füllen die ganze Ebene [f*] aus. Bei 
negativem c ist Gleichung (7) mit (4) identisch; die durch sie dargestellten 
Parabeln liegen, wie gezeigt wurde, innerhalb der Evolute (5) und be- 
rühren dieselbe. 


Digitized by Google 


Vermischte Mitteilungen. 


319 


b) Punkt C durchlaufe die Gerade y = d. — Dann ist 

p * -{- 2 d* — px 2 dx 




P 


^'7’ 


und durch Elimination von x erhält man als Gleichung des Ortes von 1': 
2 dpi = 2d(p 2 + 2d 2 ) + p^i] oder 


( 8 ) 


v = - 2 < /2 )- 


Diese Gleichung stellt eine Gerade, bei veränderlichem d eine Schar von 
Geraden dar. Durch Differentiation nach d ergibt sich 2p (§ — p) — 1 2 d 2 = 0, 

also d = y%i>(§ — p ), und wenn man dies in (8) einsetzt, 


V 


^V\p (4 — P) 
P* 



21p 




also die Gleichung der Evolute (5), welche demnach die Einhüllende der 
Schar (8) ist. Hieraus ergibt sich der Satz: „Der Schar der Parallelen zur 
Abscissenachse in \C\ entspricht die Schar sämtlicher Tangenten der Evo- 
lute (5) in in Diesen Satz kann man, weil die Tangenten der Evolute (5) 
die Normalen der Parabel (l) sind, auch so aussprechen: „Der Schar der 
Parallelen zur Abscissenachse in [C] entspricht die Schar sämtlicher Normalen 
der gegebenen Parabel in [D].“ 

In jedem Punkte der Evolute (f>) berühren sich die Evolute, eine 
Parabel der Schar (7) und eino Gerade der Schar (8) gegenseitig. Daraus 
folgt, daß jede Gerade der Schar (8) Tangente für eine bestimmte Parabel 
der Schar (7) ist. In welcher Beziehung beide zu einander stehen, ergibt 
sich, wenn man die Bedingung für das Zusammenfällen der Schnittpunkte 
der Geraden mit der Parabel ermittelt. Eliminiert man £ aus den Gleichungen (7 ) 
und (8), so ergibt sich 

p 2 dif — p 2 c 3 rj — 2c‘d ( pc + 2d 2 ) = 0 . 

Sollen die erwähnten Schnittpunkte zusammenfallen, so müssen die beiden 
aus dieser Gleichung sich ergebenden Werte von rj gleich sein, d. h. es muß 

-j- 8 p*<?d*(pc -f 2 d 2 ) — j p 2 c 2 (pc 4~ 4d 2 ) 2 = 0 

sein. Die gesuchte Bedingung ist also 

c = — oder d — ö Y~~P c • 

Diese Bedingung ist erfüllt, wenn der Schnittpunkt der Geraden x = c und 
y — d auf der Parabel 

( 9 ) y* = - \px 

liegt. Man hat daher den Satz: „ Zweien sieh rechtwinklig schneidenden 
Geraden in [6'J, welche den Koordinatenachsen parallel sind, entsprechen eine 
Parabel und eine Tangente, derselben in [D], wenn der Schnittpunkt der 
Geraden auf der Parabel (9) liegt. Dem Schnittpunkt in [C\ entspricht der 
auf der Evolute (5) liegende Berührungspunkt in [Dj; daher entspricht der 
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Parabel (9) die Evolute (5).“ Die Koordinaten der Berührungspunkte sind 



c) Punkt C durchlaufe die Gerade 
(10) y — Xx + pp. 


Dann ist 


> />* -f 2 (irr -f gp)* — px 

5 ~ p 


1 } = 


2x (Ix -f- n p) 
P 


Multipliziert man die zweite dieser Gleichungen mit A und addiert sie zur 
ersten, so erhält mau 

£ + *V = (21/i - 1)* + (1 + 2|U S )1>, 

und hieraus 

_ = € + ly — (1 + 2 P*)P ' 

2lp — 1 

Durch Einsetzen dieses Wertes in die Gleichung für y findet man als Gleichung 
des Ortes von JH 

(11) X (I + - («P 2 + 2* + p)p{ - (2Ü S + 3 Ip - \)p,j 

+ ( l + 2f. ä )(» + ,<) i > s = 0. 

Dies ist die Gleichung einer Parabel, deren Achse der Geraden §-f-Aij = 0 
parallel ist Da nun diese letztere zur Geraden (10) senkrecht ist, so er- 
gibt sich der Satz: „ Jeder Geraden in [C] entspricht im allgemeinen eine 
Parabel in [!'], deren Achse zu der Geraden senkrecht ist.“ 

Dreht man das Koordinatensystem so, daB die Abscissenachse der 
Parabelachse parallel wird, und bezeichnet man die neuen Koordinaten mit 
»/, so geht (ll) über in 

2 (2lf* 1)* , — 1)(3X -h 2 M ) + 41^ (l-j-2/t*)(A-j-fO « _ ,, 

n titfiW pr> 

Hieraus ersieht man, daB der Parameter der Parabel (11) 

, (2Ap - 1)* 

P = — - =p 

ny(i + iy r 

ist. 

Die Gleichungen der Sonderfälle a) und b) lassen sich aus (10) und 
(ll) in folgender Weise ableiten: 

Man dividiere (10) durch A, setze ^ p = — c und A = oo; dann ergibt 

ir 

sich die Gleichung x = c. Setzt man dementsprechend iu (11) u = — ~ i 

dividiert die ganze Gleichung durch A s und läßt dann A unendlich groß 
werden, so erhält, man Gleichung (7). 

Setzt man ferner in (10) A = 0 und pp — rf, so ergibt sich die 

d 

Gleichung »/ = d. Setzt man dem entsprechend in (ll) A = 0 und p = » 
so erhält man Gleichung (8). In diesem Falle wird der Parameter p der 
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Parabel (ll) unendlich groß; die Parabel artet zu einer Geraden aus, und 
die Geraden der Schar (8) sind demnach als Parabeln mit unendlich großem 
Parameter aufzufassen. 

Die Parabel (ll) artet auch dann in eine Gerade, und zwar in einen 
Doppelstrahl aus, wenn ihr Parameter p' = 0 wird, d. h. wenn 2Aft — 1 = 0 

oder — öl Gleichung (10) geht dann über in 

( 12 ) y = 

Schreibt man dies 


F(x, y, A) = 2A S * — 2A y + p = 0, 


so ergibt sich 


dFjx , y, X) 
cl 


4 Aar — 2y = 0 , 


und wenn man A eliminiert, y % — 2px\ nämlich die Gleichung der ge- 
gebenen Parabel. Bei veränderlichem A stellt also Gleichung (12) die Schar 
sämtlicher Tangenten der Parabel (l) dar. Die Koordinaten des Berührungs- 
punktes sind 


(13) 




Setzt man nun den Wert f* = gi (**) e ‘ n > so ei 'hält man 

jj; -p Ar; — ^1 -p 2 T*)pJ ~ 0. Der Doppelstrahl, in welchen in diesem 
Falle die Parabel (ll) übergeht, gehört also der Geraden 

(i4) i + it, - (i + 


an. Diese Gerade ist senkrecht zu der Parabeltangente (12); außerdem ge- 
nügen ihrer Gleichung die Koordinaten (13). Sie ist also die der Tangente (12) 
zugehörige Normale der Parabel (l). Um den Scheitel des Doppelstrahls 
zu bestimmen, eliminiere man y aus (12) und der zweiten der Gleichungen (3). 
Es ergibt sich 

(2A*x -| - p)x dri 4A*x -f P 

^ Ip ’ dx lp 

Mithin wird rj bei positivem A ein Maximum, bei negativem A ein Minimum , 

wenn 4A s :r -p p — 0, also x — — un ^ dem entsprechend y = ~ ist. 

Der gesuchte Scheitel ist also derjenige Punkt, welcher dem in [C] ge- 
legenen Punkte mit den Koordinaten x = — , y = entspricht. Der 

letztere ist der Mittelpunkt der von den Koordinatenachsen begrenzten 
Strecke der Parabeltangente (12). Er liegt auf der Parabel (9); mithin 
liegt der Scheitel des Doppelstrahls auf der Evolute (5). Die Parabel- 
normale (14) berührt als solche die Evolute (5); doch ist der auf ihr 

liegende Scheitel des Doppelstrahls nicht der Berührungspunkt, sondern der 
Schnittpunkt mit der Evolute. Es ergibt sich der Satz: „Den Tangenten 
der gegebenen Parabel in [C] entsprechen als Doppclstrahleti die zugehörigen 
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Normalen in [!"], soweit sie innerhalb der Evolute (5) liegen. Diese Doppd- 
strahlen sind als Parabeln mit dem Parameter NuU aufzufassen . w 

Die beiden Gleichungen (8) und (14) stellen die Schar sämtlicher 
Normalen der Parabel (l) dar; sie sind die Gleichungen einer und derselben 

V 

Normale, wenn d = — ist. Demnach entspricht der Parallelen zur ur-Achse 


(15) 


V + 


P 
2 X 


— 0 


und der Parabeltangente (12) in [C] eine und dieselbe Normale (14) in 
fr’}. Der Schnittpunkt von (12) und (15) liegt auf der Parabel (9); sein 
entsprechender Punkt ist der Berührungspunkt von (14) und der Evolute (5). 

Ist p = 0, so ist (10) die Gleichung des durch A gehenden Strahlen- 
büschels, und (11) geht über in 

(xc) (s + k V y - 2 pi - ( 2 * - + P - - o. 


Diese Gleichung stellt eine Schar von Parabeln dar, die sämtlich durch A' 
gehen. Da nun den Punkten der Quadranten I und III in fC] solche 
Punkte r entsprechen, deren t] negativ ist, den Punkten der Quadranten 
II und IV aber solche Punkte, deren r\ positiv ist, so liegen alle Parabeln 
der Schar (16) ganz auf einer Seite der §-Achse, und zwar auf der nega- 
tiven oder positiven Seite, jo nachdem X positiv oder negativ ist, und 
alle Parabeln berühren sich gegenseitig in A' . Der Parameter ist 

p' — - ; es wird also p' = 0 für X = oo und p' = oo für 1 = 0. 

41/(1 + xy 

Hieraus ergibt sich der Satz: „Dem Strahlenbüschel durch den Koordinaten 
an fangspunkt A in { C] entspricht eine Schar sich in A ' gegenseitig berührender 
Parabeln in [.T]. Zu dieser Schar gehört als Parabel mit dem Parameter 
p f = 0 der von A' ausgehende positive Strahl der £- Achse, als Parabel mit 
dem Parameter p' — oo die ganze Achse.“ 

d) Punkt C durchlaufe die Parabel y~ = 2p' x. — Daun ist 


i- 


p* -f- 4p' x — px 


P 


1 



8 p'x* 


und durch Elimination von x ergibt sich als Gleichung des Ortes von V 


(17) 


pW = p*(& — p ) s 

8p' (4 p' — p) A 


oder 


-,/ 27 P y y g ({-,)» 

V V (ip' — !>)• V Tip 


Dies ist die Gleichung einer der Parabelevolute (5) ähnlichen Kurve, welche 
mit ihr die Spitze und die Achse gemein hat. Bei veränderlichem p’ stellt 
(17) eine Schar solcher Kurven dar. Man hat also den Satz: „Z)rr Schar 
von Parabeln in [C] . welche mit der gegebenen die Achse und den Scheitel 
gemein haben, entspricht eine Schar von Parabelcvoluten in [fj, welche sich 
mit der Evolute (o) in Ähnlichkeitslage befinden. Der Ähnlichkeifspunkt ist 
die gemeinsame Spitze A' 

Setzt mau 

(i£_r p)1 _ * 

27 p*p* ~ 
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so ist x das Ähnlichkeitsverhältnis der Evolute (17) zur Evolute (5). Die- 
jenige Parabel, welcher die Evolute (17) zugehört, hat den Parameter xp; 
ihr Scheitel hat die Abseisse (x — l)p. Die Gleichung (18) hat eine oder 
drei reelle Wurzeln, je nachdem x kleiner oder größer als 1 ist. In dem 
Falle x = 1 geht sie über in (p' — p)(8p' + p) 2 — 0, hat also dann drei 
reelle Wurzeln, von denen zwei gleich sind. Es wird nun x < 1 für alle 
positiven Werte von p', welche kleiner als p sind, dagegen x > 1 für alle 
positiven Werte von p , welche größer als p sind, und für alle negativen 
Werte. Hieraus ergibt sich: Jede Evolute der Schar (17), welche außer- 
halb der Evolute (5) liegt, entspricht einer einzigen Parabel in [(?], welche 
innerhalb der gegebenen liegt; jede Evolute der Schar (17), welche inner- 
halb der Evolute (5) liegt, entspricht dreien Parabeln in [C], welche außer- 
halb der gegebenen liegen. Die Evolute (5) selbst, welche mit zur Schar (17) 
gehört, entspricht der gegebenen Parabel und der Parabel (9). Zur 
Schar (17) gehören noch die beiden von A' ausgehenden Strahlen der 
|- Achse, welche den Werten p' = 0 und p' = o o ensprechen, ferner die 
durch A' gehende Parallele zur ij- Achse, welche dem Werte p' = *p 
entspricht 

e) Punkt C durchlaufe die Hyperbel 

y 2 — kxy — l px — } vp 2 = 0 . 

Die Koordinaten des Mittelpunktes dieser Hyperbel sind x 0 = — ^ , y 0 = — • 

Eliminiert man A, so ergibt sich yj = — |px 0 ; der Mittelpunkt liegt also 
auf der Parabel (9). Aus y 2 — Axy = 0 oder y (y — kx) = 0 ersieht man, 
daß die eine Asymptote der Abscissenachse, die andere Asymptote der 
Geraden y — kx — 0 parallel ist. Daher ist die Gleichung der ersten 

Asymptote y -f ~ = 0 und die der zweiten y = kx -f * Die Asymptoten 

sind also identisch mit den Geraden (15) und (12). Der Asymptoten- 
winkel 2a ist bestimmt durch die Gleichung tg2a = A. Die Hauptachse 
bildet mit der x-Achse den Winkel a. Sind /*, g die Halbachsen der 
Hyperbel, so bat man 

, 20 ) ,* = (1 ~ 2 Vv)p% • = - - .(* ~ «** ») J>* 

' ' 2x*(yi -f i* — i) 1 ' 2x*(yi -f i- + 1) 


Liegt nun C auf der Hyperbel (19), so erhält man durch Addition 
der beiden Gleichungen (3), nachdem man die zweite derselben mit k 
multipliziert hat, 


( 21 ) 


t _|_ Xl} = p * -f 2 y s — px - 2 kxy 


= (1 + V )P 


oder 



(1 + *)P 
l 


Diese Gleichung stellt eine Gerade dar, die zur zweiten Asymptote der 
Hyperbel senkrecht ist. 

Bei konstantem k und veränderlichem v stellt (19) die Schar sämt- 
licher Hyperbeln dar, welche die Geraden (15) und (12) zu Asyinptoteu 

21 * 
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haben. Sie umfaßt, wie man aus (20) ersieht, für v < —r§ alle diejenigen 
Hyperbeln, welche innerhalb des von den Asymptoten gebildeten spitzen 
Winkels liegen, und für X > alle die Hyperbeln, welche innerhalb des 

stumpfen Winkels liegen. Für v = geht sie über in 

wird also 2 ur Gleichung des Systems der Asymptoten, welches mit zur 
Schar gehört und als Hyperbel mit den Achsen f = 0, g — 0 aufzufassen 
ist. Dieser Hyperbelschar entspricht nach (21) eine Schar paralleler Geraden, 
die zur zweiten Asymptote senkrecht sind. Wird auch X als variabel an- 
genommen, so erhält man unendlich viele solcher Hyperbelscharen nebst 
ihren entsprechenden Parallelenscharen. 

Ist v konstant und nur X veränderlich, so bilden je eine Hyperbel aus 
jeder der vorigen unendlich vielen Scharen eine neue Schar, der, wie aas 
(21) hervorgeht, ein Strahlenbüschel durch einen bestimmten Punkt der 
£- Achse, für v — — 1 der Büschel durch den Koordinatenanfangspunkt A y 
entspricht. Läßt man jetzt auch v veränderlich werden, so erhält mau 
abermals unendlich viele Hyperbelscharen der zweiten Art nebst ihren ent- 
sprechenden Strahlenbüscheln. 


H. Ellipse. 


1. 

Ellipse 

( 22 ) 


Entwickelung der Gleichungen für §, rj. — Die Gleichung der 
sei 


, V* 
a* ö* 



ihr Mittelpunkt Af, ihre Brennpunkte F t und F * ; die Koordinaten von B x 
seien x x , y x , die von B 2 seien a* 2 , y 2 . Dann sind die Gleichungen der 
Tangenten in B x und B i 

b*x x x -f- a?y x y = a 8 6 2 ; tfo^x -f a 2 y 2 */ = « 2 5 2 • 


x = ~ Vx) . = &1 (*» ~ x t) . 

~x x y t —x t y x ' y x x y t -x t y x 


Hieraus findet man als Koordinaten des Punktes C 
(23) 

Die Gleichungen der Normalen in B x und B s sind 

a?y x x — b*x x y = ( a s — b *) x x y x ; ary t x — b*x*y = (a 2 — &*) r 2 y 2 . 
Hieraus ergeben sich als Koordinaten des Punktes F 
(oa\ t - («* ~ &*) g t (y, ~ Vi) . = (« 8 - b*)y x y t (x t — x x ) 

Aus (23) und (24) folgt. 


(25) 


a* - 6* 


a- 




a' 


w; v = ff* ViViV 
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Da die Punkte B, und Z ? 2 auf der Ellipse ( 22 ) liegen, darf man setzen 
f 26 ) Xy — a cos qp, ; y, = b sin qp, ; — a cos qp 2 ; y 2 — b sin qp 2 . 

Dann wird 

a cos 1 (qp, 4 * <Pi) * {fqp, -f qp,) 

COS }(qp, — qp,) ' COS J (qp, — qp,) 


Man multipliziere jetzt die erste dieser beiden Gleichungen mit 5 , die zweite 
mit a und quadriere beide. Dann ergibt sich durch Addition und Division 


ürx 2 -f- « 2 y 2 = 


2 „s _ 




a'y* 


cos 


* i 


- 9 >i) 


6^.= ^*5 (<P* + 9>i)> 


und hieraus findet man weiter 

ab 


cos | (qp 2 — cp x ) = 


Vb'x 1 -f 


, / >, 6*x* 4* «*y* — a*6* 

sm * (qp 2 - qp,) = ~ ? 

y6*x* -|- a*y* 

z x 2a*6* — 6*x* — a*y s 

cos (qp 2 - qp,) - — — ; 


COS -J- (qp® + qpj) = 
sin J (qp 2 + «pO — 
COS (qp, 4 - <Pi) — 


bx 


|/6*x* 4 * «*y* 
a 'J 


cos qp, cos qp 2 


o*(6* — y*) . 
6*0;* -}- a*y* ’ 


je j* fl |f 

Es ist nun nach ( 26 ) cos qp, cos qp 2 == , sin qp, sin qp 2 — -J-f* ; also 


sm qp, sm qp 2 
, , sin qp, sin 1 


\b'x* 4~ rt \v l 
b*x * — a*y* 

6* (a* — x*) 
6*x* 4- a*y* * 

ii 
b l 


« 4 (6* — y*). 


“ 6***4- a*y ,? 2,12/2 


6 4 (a* — x*) 
ft*x s 4- a*y* 


Setzt man diese Worte in ( 25 ) ein, so erhält man 

(a* — b*) (a* — x*) y 


r o 7^ t _ («*_— b*) (b^ — y*) X ' 

' ' 5 5 , x*4-o’y* 


y <= - 


b*x* 4- a*y* 


Diese Gleichungen bestimmen die Verwandtschaft, welche zwischen den 
Punkten C und F besteht. 

2. iSic/i entsprechende Punkte. — Soll Punkt F mit C zusammen- 

fallen, so müssen die Gleichungen 


(a* — &*)(&* — y*)x # 
* ‘ 6*x* -f a*y* 4 


y = — 


(fl* — b *) («* — x*) y 


fc*x* 4 " «V 


gleichzeitig bestehen. Sind x und y von Null verschieden, so darf man die 
erste Gleichung durch x und die zweite durch y dividieren; löst man so- 


dann die Gleichungen auf, so findet man x 2 = , 


a' 


a‘ 


b * 


y 


2 


a* — 6* * 


Dies ergibt, weil y imaginär wird, keine sich selbst entsprechenden Punkte. 
Sind solche vorhanden, so liegen sie demnach auf einer der Koordinaten- 

a « 5 * 

achsen. Setzt man x = 0, so ist y — oder y 2 = — (a 2 — ö 2 ). 

y 

Dies ergibt wieder für y einen imaginären Wert; also enthält die y- Achse 

Q* 

keine sich selbst entsprechenden Punkte. Setzt man y *= 0 , so ist x = 
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oder x 2 = « 2 — b 2 , woraus man ersieht, daß auf der Abscissenachse die 

beiden Punkte, welche die Abscissen )/a 2 — & 2 haben, d. h. die Brenn- 
punkte JFj und F 2 , sich selbst entsprechende Punkte sind. Die gleichzeitige 
Annahme x «= 0 und y = 0 führt zu einem unbestimmten Resultate. 

3 . Entsprechende Kurvenscharen. 

a) Punkt C durcJilaufe die Gerade x = c. — Dann ist 

(a* — &*) (6* — «*) c (a* — &*) (a* — c*) y 

* = "f«4 a’y’ i « tV + «V 

Aus der ersten Gleichung ergibt sich 

s &*c(fl* - ft’ — cg) 
y a*g -f o*c — 6*c ; 

setzt man diesen Wert in die zweite Gleichung ein, so erhält man nach 
gehöriger Roduktion 

b 2 c(a 2 -f c 2 ) 7 ] = — (« 2 g -f « 2 c — b 2 c) (« 2 — c 2 ) y ■ 

Wenn man jetzt quadriert und nochmals den Wert von y 2 einsetzt , dann 
durch Ire dividiert, so findet man als Ort von P 

( 28 ) b 2 c (« 2 -f OY = (a 2 — c 2 ) 2 (a 2 g -f a 2 c — & 2 c) (a 2 — b* — cg) , 

was sich auch auf die Form 



|a 2 c(a 2 — c 2 ) 2 ! 2 + b 2 c(a 2 -f- c 2 ) 2 rj 2 — (a 2 — b 2 ) (a 2 — c 2 ) 3 g 
( — (a 2 — ö 2 ) 2 (a 2 — c 2 ) 2 e = 0 


bringen läßt. Aus ( 29 ) ersieht man, daß der Ort von F eine Ellipse ist, 
deren Mittelpunkt auf der Abscissenachse liegt, und für deren Halbachsen 
f, g die Gleichung 

g a (a* — c*) 

7 “ bja* + O 


besteht. Aus ( 28 ) ergeben sich, wenn man i] — 0 setzt, die Abscissen £, 
und ^ der beiden Hauptscheitel durch die Gleichung 

(a 2 g -f a 2 c — b 2 c) (o 2 — b 2 — cg) = 0 , 

nämlich 

t a* — ft* t (a* — b*)c 

c ; * ~ ö* 


Als Abscisse des Mittelpunktes erhillt man 


Io i (!i Is) 


(a s — &*) (a* — c*) 
2n*c 


und die Halbachsen sind 


/•- l(t 

/ svSi §2 ) 2a*c ’ 


ü — 


n (n* — c*) . _ («* — 6*) (fl* — c*) 
b (a* -f- c*) ' labe 


Sind 

r = i 0 ] 


17' die Koordinaten eines 
(a* — ö*) (o* — c*) / 

‘2a*c ’ ^ 


Nebenscheitels der Ellipse ( 29 ), so ist 

±i-± <g ~ labe ~ 0 i es ist also 
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= + d. h. die Nebenscheitel der Ellipse (29) liegen auf denjenigen 

Durchmessern der gegebenen Ellipse, welche zu den gleichen konjugierten 
Durchmessern der letzteren senkrecht sind. 

a* — fc* 

Für c = G ergibt sich | = 0, rj = Die Ordinatenachse 

J 

entspricht also sich seihst, und zwar dergestalt, daß, während C die ^-Achse 
von — oo bis 0 und von 0 bis + oo durchläuft, sich F auf der fj-Achse 
von 0 bis -f oo und von — oo bis 0 bewegt, wodurch bestätigt wird, daß 
die Ordinatenachse keine sich selbst entsprechenden Punkte enthält. 

Setzt man c 2 = a 2 , d. h. durchläuft C eine der Scheiteltangenten der 
gegebenen Ellipse, so geht (29) über in y 2 = 0, und es wird 

■* — b* „ _ a* — b* _ Ä „ a* — 6* 


fii = ± 


a‘ 


«.-=F 


a 


^o^ 0 ; f = a — ; & — o . 


Die Ellipse (29) artet also in diesem Falle in diejenige Doppelstrecke aus, 
welche, auf der §-Achse liegend, durch die Krümmungsmittelpunkte für die 
Hauptscheitel der gegebenen Ellipse begrenzt wird. 


Läßt man c von a bis 0 abnehmen, so bewegt sich von — 




b * 


a 


bis 0; | 0 und £j bewegen sich in derselben Richtung bis ins Unendliche. 
Gleichung (29) stellt also in diesem Falle eine Schar von Ellipsen dar, 
welche die ganze Halbebcno der positiven Abscissen und einen Teil der 
anderen Halbebene ausfüllen. Nimmt c noch weiter ab, von 0 bis — a, 
so erhält man die Schar der in Bezug auf die y- Achse zu den eben be- 
zeichneten Ellipsen symmetrisch liegenden Ellipsen. 

a* 

Setzt man statt c, so bleibt (29) unverändert, und ver- 

c 

tauschen ihre Werte, £ 0 behält seinen Wert, auch f und g bleiben ihrem 
absoluten Werte nach ungeändert. Hieraus folgt, daß irgend zweien Geraden 

x — c und x — in [C] eine und dieselbe Ellipse in [FJ entspricht, und 

0 

daß ferner allen diesen Geraden in [F], für welche c < — a ist, wieder 
die erste der erwähnten symmetrischen Ellipsenscharen in [F|, allen Geraden 
aber, für welche c > a ist, die zweite dieser Scharen entspricht. 

b) Punkt C durchlaufe die Gerade y = d. — Man findet dann in der- 
selben Weise wie in a) als Gleichung des Ortes von F 

a i d (b 2 + d 2 ) 2 £ 2 = (6 2 - d*)*(a*d - b 2 d - b 2 rj)(a 2 - & 2 + dij) 

oder 

[ a*d (b 2 + d 2 ) 2 ^ 2 -f b 2 d(b 2 - d 2 )V + (« 2 - b 2 ) (ft 2 - d*fy 
1 — {er — b 2 ) 2 (b 2 — d 2 ) 2 d = 0 . 


(30) 


Diese Gleichung stellt eine Ellipse dar, deren große Achse mit der ij-Achse 


er 


b' 


zusammenfällt; die Ordinaten der Hauptscheitel sind rj t ^ 

&» )(&» — d*) 
2 b*d 

(«* _ b *) (6 5 -F d*) _ _ (a* — b*) ( fr* — d *) _ 

2 abd ’ 


rj 2 = — — ; die Ordinate des Mittelpunktes ist % = — 


die 


b 1 

Halbachsen 


sind f — 


26*d 


die 


Nebenscheitel liegen auf denselben Geraden wie die der Ellipse (29). 
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(I* — 0 * 

Für d — 0 wird £ == — - — , rj = 0. Die Abscissenachse entspricht 

also sich selbst, und zwar dergestalt, daß, während C die x-Achse von 
— oo bis 0 und von 0 bis -f oo durchläuft, sich F auf der £-Achse von 
0 bis — oo und von -1- oo bis 0 bewegt, wodurch bestätigt wird, daß die 
Abscissenachse zwei sich selbst entsprechende Punkte enthält. 

Setzt man d 2 = i 2 , d. h. durchläuft C eine der Nebenscheiteltangenten 
der Ellipse (22), so artet die Ellipse (30) in diejenige Doppelstrecke aus, 
welche, auf der r}- Achse liegend, durch die Krümmungsmittelpunkte für die 
Nebenscheitel der Ellipse (22) begrenzt wird. 

b* 

Den beiden Geraden y = d und y — — ^ in [C] entspricht eine und 

dieselbe Ellipse in [F|. Allen Parallelen zur Abscissenachse, für welche 
0 <d<& ist, entspricht eine Schar von Ellipsen, welche die ganze Halb- 
ebene der negativen Ordinaten und einen Teil der anderen Halbebene aus- 
füllen. Diese Ellipsenschar entspricht auch derjenigen Schar von Parallelen, 
für welche d < — b ist. Dagegen entspricht sowohl den Parallelen, für 
welche — b < d < 0, als auch denen, für welche d > b ist, eine zweite 
Ellipsenschar, welche zu der eben erwähnten Schar in Bezug auf die £- Achse 
symmetrisch liegt. 

c) Punkt C durchlaufe die Gerade y = Xx. — Dann ist 

_ («* — ö*)(6* — A*x») X (a* - &*) (a s — x*) 

* ™ (A*a* +6«)* *» * - (i*a* -f 6*)x 


Multipliziert man die zweite Gleichung mit X und addiert, so findet man 


, , , («* - ö*) (6« - X'a*) 

(l*a* -f- "&*) x 


oder x = 


(a* - 6*) (6 5 - X*a t ) 


Setzt man diesen Wert in eine der ersten Gleichungen ein, so erhält man 
nach einiger Umformung als Gleichung des Ortes von F 


(31) 


(Xa*i- + b* V )tt + Xtj) 


X(a* — 6*)* (6* — !•«•)* 

(A*ä s -f &*)* ~ ° 


Diese Gleichung stellt eine Hyperbel dar, deren Mittelpunkt der Koordinaten - 
anfangspunkt ist und deren Asymptoten die Gleichungen 

Aa 2 £ + b 2 r] = 0 und £ + Xtj = 0 


haben; die zweite dieser Asymptoten ist zu der Geraden y = Xx senkrecht. 

Für X = i — fallen die Asymptoten zusammen, und die Hyperbel (31) 

artet aus in eine der beiden Doppelgeraden (a£ + br])~ = 0, welche 
identisch sind mit den Geraden, auf welchen die Nebenscheitel der Ellipsen 
in a) und b) liegen. 

b* 

Gleichung (31) bleibt unverändert, wenn man 7—, für X setzt. Dein- 
nach entspricht den beiden Geraden y — Xx und y = t x in [C] eine und 

dieselbe Hyperbel in [F]. Bei veränderlichem A hat man den Satz: „ Dm 
Strahlenbüschel durch den Koordinatenanfangspunkt A in [C] entspricht eine 
Doppelschar konzentrischer Hyperbeln mit A als gemeinsamem Mittelpunkt ein [/]“• 
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d) Punkt C durchlaufe die gegebene Ellipse (22). — Dann ist * 
ft 2 — y* = £ 2 , a 2 ~ x 2 = **, y 2 , ft 2 « 2 -f a 2 # 2 « 2 & 2 - 


Die Gleichungen (27) werden also 

b * 


1 = 






V = 


a* — ft* 


3—sr 


Hieraus findet man 


x ' “ a> (sn~ V») ’ * C.* -%'•)’ ' 

und durch Einsetzen dieser Wei*tc in (22) 

( 32 ) (iiTTjä)’ + ~ 1 ' 

Dies ist die Gleichung der Evolute der gegebenen Ellipse, und man hat 
also den sich auch aus geometrischen Betrachtungen ergebenden Satz: „ Der 
gegebenen Ellipse (22) in [C] entspricht ihre Evolute (32) in [JT].“ 

Hieran mögen noch einige allgemeinere Betrachtungen geknüpft werden. 
Man erkennt leicht, daß die Gleichungen (27) unverändert bleiben, wenn 


a‘ 


b * 


man in ihnen statt x und statt y setzt. Macht man diese 

x V 

Substitutionen in (22), so erhält man die Gleichung einer Kurve vierten 
Grades (der bekannten „Kreuzkurve“): 


(33) 


~ 4- — = 1 

x* ^ y' 1 ’ 


welcher ebenfalls die Evolute (32) entsprechen muß. Dies läßt sich auch 
mittels einer einfachen Rechnung bestätigen. Durch Elimination von y 2 

aus (33) und der ersten Gleichung (27) erhält man nämlich x = — v a - { -^ 
und durch Elimination von x* aus (33) und der zweiten Gleichung (27) 

y — y • Setzt man diese Werte in (33) ein, so ergibt sich (32). 

Die Kurve (33) besteht aus vier hyperbelähnlichen Zweigen, welche die 
Scheiteitangenten der Ellipse (22) zu Asymptoten haben. 

Bezeichnet man zwei Punkte C x und in [CQ, für welche die Be- 
tt* ft* 

Ziehungen x i = , t/ 3 = bestehen, als reziproke Punkte, so folgt 

x i ^ 

aus dem Vorhergehenden, daß, wenn auf der Ellipse (22) liegt, sein 
reziproker Punkt C* 2 ein Punkt der Kurve(33) ist und umgekehrt. Beiden 
Punkten entspricht dann in [L] ein und derselbe auf der Evolute (32) 
liegende Punkt R Liegt C x innerhalb der Ellipse (22), so liegt sein 
reziproker Punkt C i innerhalb der Kurve (33) und umgekehrt; beiden 
Punkten entspricht jetzt ein außerhalb der Evolute (32) liegender Punkt i". 
Liegt endlich einer von zwei reziproken Punkten in dem Raume zwischen 
der Ellipse (22) und der Kurve (33), so liegt auch der andere in diesem 
Raume, und beiden entspricht ein innerhalb der Evolute (32) liegender 
Punkt r. 
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In letzterem Falle lassen sich sowohl von C t als auch von C s aus 
Tangenten an die Ellipso ziehen. Diese vier Tangenten schneiden einander 
außer in C x und C a noch in C 3 , C 4 , C r> , C 6 . Offenbar entspricht allen 

diesen IHmkten C ein und derselbe Punkt F. Die Punkte C s und F 4 , des- 

gleichen und C Ct sind reziproke Punkte, wenn die Bezeichnung so ge- 
wählt wird, daß keines dieser Punktepaare auf einer und derselben Geraden 
des von den Tangenten gebildeten Vierseits liegt. 

Ist C 4 ein Punkt der Ellipse (22), so wird aus dem Vierseit ein Drei- 
seit; Punkt 0 5 fällt mit C 8 , Punkt C 6 mit C x zusammen. Wie schon oben 
erwähnt wurde, liegt in diesem Falle Punkt C 3 auf der Kurve (33) und 

der den Punkten und F s entsprechende Punkt F ist ein Punkt der 

Evolute (32). Derselbe Punkt F entspricht nach Vorstehendem aber auch 
den Punkten C 3 und C 4 , und es muß daher außer der Ellipse (22) und der 
Kurve (33) noch eine dritte Kurve geben, welcher die Evolute (32) ent- 
spricht. 

Für die Koordinaten der Punkte C 3 und C 4 findet man: 


's 

*4 




b*x 3 — 

« T— 1 

«&]/«*&* — 


b , x 1 



a 'Vx 

> 

6|/a*6* — 

X VA. 

b'x 2 — 



C- 

Mi 

J* 

x 

y 4 ~ 

«'Vx 



Verbindet man entweder mit den beiden ersten oder mit den beiden letzten 
dieser Gleichungen die Gleichung der Ellipsentangente in C x 

b*x t x + a 2 y 4 y = a 2 b 2 


und betrachtet x 3 , y 3 bezw. x 4 , y 4 als laufende Koordinaten, so kann man 
x 4 , y x eliminieren und erhält unter Berücksichtigung der Gleichung 
b‘x 2 -f a*y\ = a 2 b 2 als Ort des Punktes C 3 bezw. C 4 eine Kurve sechsten 
Grades, deren Gleichung 

(34) (o 2 — x 2 ) (6* — y 2 ) (5 2 x 2 4- a 2 y 2 ) + Sa s b 2 x t y 2 = 0 

ist. Dieser Kurve in [C] entspricht die Evolute (32) in [F]. 

Bestimmt man die Schnittpunkte der in a) und b) betrachteten 
Parallelenscliaren mit den Kurven (22), (33), (34), so ergibt sich, daß jede 
Gerade x = c oder y — d entweder die Ellipse (22) oder die Kurve (33) 
in zwei Punkten schneidet. Diesen Punkten in [O] entsprechen in [Fj die 
Schnittpunkte der Ellipse (29) oder (30) mit der Evolute (32). Ferner 
schneidet jede der genannten Geraden die Kurve (34) in zwei Punkten; 
diesen Punkten in [Fj entsprechen zwei Punkte in [F], in denen die 
Ellipse (29) oder (30) die Evolute (32) berührt. Aus letzterem folgt der 
Satz: „ Die Evolute (32) ist die Einhüllende der durch die Gleichungen (29) 
und (30) dargcstclltcn Eüipsenscharcn.“ 

e) Punkt C durchlaufe die gleichseitige Hyperbel 

(35) xy = gab. 


Dann erweitere man in den Gleichungen (27) die Brüche auf der rechten 
Seite mit x und setze y 2 — — - 


x* 


Digitized by Google 


Vermischte Mitteilungen. 


331 


(36) 


Es ergibt sich 

(o* — b*) (jj* — ft*«*) x 


$« 


x 4 4 - ft*« 4 


ft« (a* — b *) (x* — «*) x 
6 (x 4 + /**a 4 ) " 


Durch Division erhält man jetzt 


und hieraus 


£ _ b (x* — ft * «*) 
7} fia(x a — a*) 


2 _ P a> ( g 6 — fth*j) . 8 2,, 2 _ ft(l — f**)« 8 S 

fta£ — br\ ’ ^ fta| — 6»; 


Setzt man diese Werte in die erste der Gleichungen (36) ein und dividiert 
durch £, so ergibt sich für den Ort des Punktes F 


oder 

(37) 


1 _ (* ~ ft*) ( «* — fr *) — f i bri) • }/fta | — brj 

ft[(«l — f*fr*l)* + (ft«§ — ö»j)*] 

ft[(a| - ft&T/)* + (f*a£ — fr*?) 2 ] 2 

— (1 — ft 2 ) 8 (a 2 — fr 2 ) 2 (aij — (ibrj)(nai — brf) = 0. 


Diese Gleichung stellt eine zentrische Kurve vierten Grades dar, die durch 
den Koordinatenanfangspunkt A geht und diesen zum Mittelpunkte hat. 
Sie wird von der Geraden tj = A£ geschnitten in 4 Punkten, deren Abscissen 
durch die Gleichung 

| 2 { ft[(a — Ajti6) 2 + (ftrt — A5) 8 ] 2 | 2 — (l— fi 2 ) 2 (a 2 — b i ) 2 (a— kfib)(na— Xb ) } =0 

bestimmt sind. Zwei der Schnittpunkte fallen hiernach immer mit A zu- 
sammen; auch von den beiden andern gilt dies, wenn entweder A = — ^ 

oder A = ist Demnach sind die Geraden 
o 

a £ — fibi] — 0 und fxa| — brj = 0 


die Tangenten der Kurve im Koordinatenanfangspunkt A. Die Kurve 
schneidet die Koordinatenachsen außer in A noch in je zwei Punkten, deren 
Abscissen bezw. Ordinaten 


£ = ± r 


— ft* a* — b * , ,1 — fx* «* — b * 

4- ft* a ' 1 4" f 4 ' fr 


sind. Unendlich entfernte Punkte hat die Kurve nicht. 

Ist f* = ± 1 » d. h. geht die gleichseitige Hyperbel (35) durch zwei 

Schnittpunkte der Scheiteltangenten der Ellipse (22), so geht die Gleichung (37) 

über in , _ 

(a£ =F fr»?) 4 = 0. 


Punkt F bewegt sich in diesem Falle auf einer der beiden Geraden 
a£ 4- ar) = 0, und zwar innerhalb einer gewissen Strecke, welche vierfach 
durchlaufen wird. Um diese Strecke zu bestimmen, differenziere man die 
erste der Gleichungen (36); man findet als Bestimmuug dafür, daß § ent- 
weder ein Maximum oder ein Minimum wird, die Gleichung 

x 6 — 3ft 2 a 8 jc 4 — 3fi 2 a*x 2 4- ft *a 6 — 0 . 
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Setzt man hierin |tt 8 = 1 , so erhält man 

(a 8 -f- x 8 ) (a 4 — 3a 8 x 8 -f x 4 ) = 0 , 
woraus sich ergibt, daß £ ausgezeichnete Werte annimmt für 

worin die Vorzeichen beliebig kombiniert werden dürfen. Je zwei der 

Werte, die man hieraus für £ erhält, fallen zusammen, so daß man als 

( a * — 6*)|/2 

Abszissen der Grenzpunkte der zu bestimmenden Strecke £ = + — - — 

findet. 

Betrachtet man p als veränderlich, so ergibt sich der Satz: ryDer 
Schar sämtlicher gleichseitiger Hyperbeln in [C\, tcelche die Koordinaten- 
achsen zu Asymptoten haben , entspricht eine Schar lemniskatenähnlicher 

Kurven vierten Grades in [JT], tcelche den Koordinatenanfangspunkl als ge- 
meinsamen Mittelpunkt haben. Zu dieser Schar gehören auf den beiden 

Geraden a£ T = 0 diejenigen Strecken , deren Endpunkte durch die 

Abseissen £ == 4- — — . — — bestimmt werden. 11 

4 a 


m. Hyperbel. 


1. Entwickelung der Gleichungen für £, tj. — Die Gleichung der 
Hyperbel sei 


(38) 


x* y 
a* ~ b * “ 


Man kann dasselbe Verfahren anwenden wie bei der Ellipse, nur daß man 
zur Einführang der Hilfswinkel tp x und <p 8 die Gleichungen 


benutzt. Doch gelangt man schneller zum Ziele, wenn man 
Gleichungen (27) und in den folgenden — h 8 statt b“ setzt, 
ergibt sich 


(39) 


. _ (a 1 -+ 6 l )(t* •+ y T )x 
* b'x * — a*y* ’ 


(o* + &*)(«* — a?*)y 

b'x' — a*y* 


in den 
Dadurch 


2. Sich selbst entsprechende Punkte. — Man findet wie in n, 2, daß 
nur die Brennpunkte sich selbst entsprechende Punkte sind. 

3. Entsprechende Kurvenscharen. 

a) Punkt C durchlaufe die Gerade x — c. — Dann erhält man aus (29) 

als Gleichung des Ortes von F 


(40) 


I a 2 3 * c ( a 2 - c 8 ) 2 £ 2 - b*c(a 8 + c 8 )V - (« 2 + &*) (« 2 - c*) 5 * £ 

( -(« 8 + 6 8 ) 8 (a 8 -c 8 ) 8 c = 0. 


Digitized by Google_ 


Vermischte Mitteilungen. 


333 


Dies ist die Gleichung einer Hyperbel, deren Hauptachse mit der £-Achse 

zusammenfällt und für deren Achsen /', <7 die Gleichung y = ^ 

besteht. Die Abscissen der Scheitel und des Mittelpunktes sind 

«* -}- ft* (a* + ft*)c r («’ + ft*)(«> ~ c*) 

5l — c ; §2 — a « i So — " 2o*C 


a * _i_ 7,* 

Für c = 0 ergibt sich § = 0; ij — — ; die Ordiuatenachse ent- 

y 

spricht sich also selbst, und zwar in ähnlicher Weise wie in II, 3 a. 

Setzt man c 2 = er, d. h. durchläuft C eine der Scheiteltangenten der 
Hyperbel (38), so artet die Hyperbel (40) in diejenigen beiden Doppel- 
strahlen aus, welche, auf der £- Achse liegend, die Krümmungsmittelpunkte 
für die Scheitel der Hyperbel (38) als Anfangspunkte haben und sich nach 
entgegengesetzten Richtungen hin ins Unendliche erstrecken. 

Läßt man c von a bis 0 abnehmen, so gestaltet sich die Sache ähnlich 
wie in II, 3 a. Gleichung (40) stellt dann eine Schar von Hyperbeln dar, 
deren erster Zweig die Halbebene der negativen Abscissen vollständig aus- 
füllt, und für deren anderen Zweig der positive Teil der Evolute der 
Hyperbel (38) die einhüllende Kurve ist. Nimmt c noch weiter ab, von 0 
bis — a, so erhält man die Schar der in Bezug auf die rj- Achse zu den 
eben bezeichnten Hyperbeln symmetrisch liegenden Hyperbeln. Die Werte 
c >• a und c < — a ergeben keine neuen Hyperbeln, da, wenn man in (40) 

— — für c setzt, die Gleichung unverändert bleibt 

b) Punkt C durchlaufe die Gerade y — d. — Dann erhält man aus (30) 
als Gleichung des Ortes von J T 


(41) 


| a*d (ft 2 — d 2 ) 2 £ 2 — - b*d (ft 2 + d 2 ) 2 ?j 2 — (a 2 + ft 2 ) (ft 2 -f d 2 ) 3 ^ 
\ — (a 2 -f- ft 2 ) 2 (ft 2 d 2 )*d *= 0 . 


Dies ist die Gleichung einer Hyperbel, deren Hauptachse mit der rj - Achse 

- besteht. 

a(ft- — d 1 ) 

Die Ordinaten der Scheitel und des Mittelpunktes sind 


zusammenfällt, und für deren Achsen die Gleichung y 


(a* + 6 *) d 
% = 5* — 5 


a* 4* 6* 


(«* -f ft») (ft* + rf*) 


V* d ’ 7,0 ~ 2 ft*d 

a * _1_ 

Für d -= 0 ergibt sich £ == — — — , tj — 0. Die Abscissenachse ent- 


spricht also sich selbst, und zwar in ähnlicher Weise wie in II, 3 b. 


Setzt man d =■ ^ ft, so geht (41) über in rj — T 


a* + ft* 


Durch- 


läuft also C eine Scheiteltangente der zur Hyperbel (38) konjugierten 
Hyperbel, so wird die Hyperbel (41) zu einer Doppelgeraden, welche der 
Achse parallel ist und durch den zum andern Scheitel der konjugierten 
Hyperbel gehörigen Krümmungsmittelpunkt geht. 

Läßt man d von ft bis 0 abnehmen, so bewegen sich auf der ij-Achse 


Vi 


a * + ft* 

von 

ft 


bis 0, und 7j 0 nach entgegengesetzter Richtung bis ius 
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Unendliche; gleichzeitig nimmt das Verhältnis ^ von oo bis — ab. Glei- 
chung (41) stellt also in diesem Falle eine Schar von Hyperbeln dar, welche 
die ganze Halbebene der negativen Ordinaten und einen Teil der anderen 
Halbebene ausfüllen. Nimmt d noch weiter ab, von 0 bis — 6, so erhält 
mau die Schar der zu den eben bezeiclineten Hyperbeln in Bezug auf die 
£- Achse symmetrisch liegenden Hyperbeln. Die Werte d> b und d < — b 

b* 

ergeben keine neuen Hyperbeln, da, wenn man in (41) für d setzt, die 
Gleichung unverändert bleibt. 

c) Punkt C durchlaufe die Gerade y — Xx. — Daun erhält man aus (31) 
als Ort für F 


(42) 


(A« 2 § — b-if) (| -f Xtf) 


X («’ -f &*)* (b* + 

(b- — A*a*)* * “ 


Diese Gleichung stellt eine Hyperbel dar, deren Mittelpunkt der Koordinaten- 
anfangspunkt ist, und deren Asymptoten die Gleichungen 

Xa i Z-b i r l = 0; £ + Ai? = 0 


haben; die zweite dieser Asymptoten ist zu der Geraden y = Xx senkrecht. 

Für A = ~ , d. li. wenn C auf einer Asymptote der Hyperbel (38) liegt, 

werden £ und i? unendlich; es gibt dann also keinen im Endlichen liegenden 
Kurvenpunkt, was sich auch leicht durch geometrische Betrachtungen be- 

stätigen läßt. Gleichung (42) bleibt unverändert, wenn man — für A 

b * 

setzt. Demnach entspricht den beiden Geraden y = Xx und y = — T~i x i Q 

[ C] eine und dieselbe Hyperbel in [U]. 

Bei veränderlichem A hat man den Satz: „Dem Strahlenbüschel durch den 
Koordinatenanfangspunkt A in [C] entspricht eine Doppelschar konzentrischer 
Hyperbeln mit A als gemeinsamem Mittelpunkte in [/*].“ 

d) Punkt C durchlaufe die gegebene Hyperbel (38). — Dann ist die 
durch die Gleichung 



dargestellte Evolute dieser Hyperbel der Ort des Punktes r. Da die 
Gleichungen (39) unverändert bleiben, wenn man in ihnen für x und 

♦C 

l* 

— für y setzt, so entspricht die Evolute (43) auch der Kurve 

o 3 _ 6* _ 
x 1 y* ’ 



und durch Wiederholung der Betrachtungen, welche sich an die Ellipsen- 
evolute (32) knüpften, findet man, daß es noch eine dritte Kurve geben 
muß, der ebenfalls die Evolute (43) entspricht. Ihre Gleichung ist, wie 
man aus (34) erhält, 

(45) (j : 2 — « 2 ) (y 2 + 5 2 ) (b 2 x* — a~y~) -f- Sa i b 2 x s y i = 0 . 
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Die Kurve (44) besteht aus zwei Zweigen, die zwischen den Scheitel- 
tangenten der Hyperbel (38) liegen, diese zu Asymptoten haben und 
einander in A berühren. Hieraus ergibt sich, daß jede Gerade x — c ent- 
weder die Hyperbel (38) oder die Kurve (44) in zwei Punkten schneidet. 
Diesen Schnittpunkten in \C\ entsprechen in [!’) die Schnittpunkte der 
Hyperbel (40) mit der Evolute (43). Ferner schneidet jede der genannten 
Geraden die Kurve (45) in zwei Punkten; diesen Punkten in \C\ entsprechen 
zwei Punkte in [/*], in denen die Hyperbel (40) die Evolute (43) berührt. 
Aus letzterem folgt der Satz: „ Die Evolute (43) ist die Einhüllende der 
durch die Gleichung (40) dargestellten JJgperbelschar .“ Weniger einfach sind 
die Beziehungen zwischen der Hyperbelscliar (41) und der Evolute (43), 
wie daraus hervorgebt, daß jede der Geraden y — d die Hyperbel (38) und 
die Kurve (44) in je zwei Punkten schneidet und außerdem noch die 
Kurze (45) in 2 oder 4 Punkten treffen kann. 

e) Punkt C durchlaufe die gleichseitige Hyperbel xy = pab. — Dann 
erhält man nach demselben Verfahren wie in II, 3 e als Gleichung des 
Ortes von r 

. ~ 4 M*J 2 

— (1 + f* 2 ) 2 (« 2 4 & 2 ) 2 («$ — ftfc*7)(fta| 4 bi}) = 0. 

Diese Gleichung stellt eine zentrischo Kurve vierten Grades dar, die durch 
den Koordinatenanfangspunkt A geht und diesen zum Mittelpunkte hat. 
Die Kurve wird von der Geraden rj = in vier Punkten geschnitten, 
deren Abscissen bestimmt sind durch die Gleichung 

i(*b) 3 — (tia+hb)*]*$*— (l4ft*)*(a 8 4& 8 ) 8 (a— lp&)(fia+A 6 )) = 0 . 

Zwei der Schnittpunkte fallen hiernach immer mit A zusammen; auch von 
den beiden andern gilt dies, wenn entweder X = 

Demnach sind die Geraden 

a | — pbt} — 0 und ft o| -f* bt\ — 0 

* 

die Tangenten der Kurve in A. Die Gerade rj = schneidet die Kurve 
in unendlich entfernten Punkten, wenn 

( a — Xp b) 2 — (fta -j-A5) s = [(a — AftZ>)4(f*u4 A6)] [(a — Xpb) — (pa-\- Xb)] = Q 

ist, d. h. wenn entweder X = oder X — ry ~. ist. Daher haben 

b (p — 1 ) b{l fi) 

die Geraden 

( 47 ) (ft 4 1 ) — (ft — 1)612 = 0 und (ft — l) a\ 4 (ft 4 l) bij = 0 

einen unendlich entfernten Punkt mit der Kurve gemein; doch ist nur die 
zweite dieser Geraden ein Asymptote, da der unendlich entfernte Punkt der 
ersten Geraden ein singulärer Punkt der Kurve ist. Die Kurve schneidet 
die Abscissenachse außer in A noch in den Punkten, deren Abscissen 

1 * 4 “ (l^ ! -■ # 9 • 

| = 4- - ■ • — — — sind; die Ordinatenachse wird außer in A in reellen 

1 — fi* a 

Punkten nicht getroffen. 


« , , pn . 

- , oder X = — ~ ist. 
pb b 


Digitized by Google 


336 


Vermischte Mitteilungen. 


Bei veränderlichem y hat man den Satz: „Der Schar sämtlicher gleich- 
seitiger Hyperbeln in [C], welche die Koordinatenachsen zu Asymptoten haben , 
entspricht eine Schar Kurven vierten Grades in [JT], welche den Koordinalcn- 
anfangspunlct als gemeinsamen Mittelpunkt haben. Jede dieser Kurven besteht 
aus zwei sich bis ins Unendliche erstreckenden Zweigen , die einander in A 
schneiden, und für welche die zweite der Geraden (47) gemeinsame Asymptote 
ist; jede der Kurven enthält außerdem den unendlich entfernten Punkt der 
ersten der Geraden (47) als singulären Punkt* 

Ist die Hyperbel (38) gleichseitig, so vereinfachen sich die gefundenen 
Resultate. Die Hyperbeln der Schar (42) sind in diesem Falle ebenfalls 
gleichseitig. 

Prenzlau. W. Stegemann. 


Zu 68. (Bd. IV, S. 349) (E. N. Barisien). Die Ellipse sei durch die 
Gleichung 

(1) l*x 3 -f n 2 y 2 = a 2 6 2 

gegeben; die Gleichungen der Asymptoten der gesuchten gleichseitigen 
Hyperbel seien 


( 2 ) 


y = Xx + jp, y = — * + Q 


Bezeichnet man den konstanten Inhalt des Rechtecks, das durch die beiden 
von einem Hyperbelpunkte aus auf die Asymptoten gefällten Lote gebildet 
wird, mit c 8 , so ergibt sich als Gleichung der Hyperbel 

(3) (y — Xx — p) {Xy-\-x — Xq) = (l + **) c 2 . 

Sie soll durch die Endpunkte der großen Achse der Ellipse gehen; daraus 
erhält man die beiden Gleichungen 

(— Xa—p){a — Xq) = (l + A 2 ) c*; (Aa — jp)(— a — Xq) = (1 + V)<?. 

,2 (Pq — «*) Vpq 


Aus ihnen findet man X 


Vf- 

dieser Werte geht (3) über in 

( 4 ) 


P + 2 


— , und durch Einsetzen 


a; 2 + -~=^xy — y 2 -f (p + q) y — a 2 = 0 . 

ypq 

Durch Verbindung der Gleichungen (2) erhält man als Koordinaten des 
Mittelpunkts der Hyperbel (4) 


(g — p) Vpq 
p + q 


1 p + q' 


und hieraus folgt: 


>2 i 2 q — p 2£ 

pq = -f — 


VFi i ; P + q 


2(1' + H*) 

n 


Setzt man dies in (4) ein, so wird die Gleichung der Hyperbel 

( 5 ) 


tr — — if + - — y — n ! = ü. 
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Multipliziert man diese Gleichung mit 6 2 und subtrahiert von ihr Gleichung (l), 
so ergibt sich 




also entweder y — 0, und dies bezieht sich auf die Endpunkte der großen 
Achse der Ellipse, oder 



26’J tj*) 

(«* -f b*) tj X ^ (a* + b*)n ’ 


und dies ist die Gleichung der zweiten gemeinsamen Sehne der Ellipse (i) 
und der Hyperbel (5). Die Bedingung dafür, daß sich beide Kurven be- 
rühren, ist die, daß die Gerade (6) gemeinsame Tangente werde, also nach 
bekannter Formel 


6 2 + « 2 [ 


f 2 ö s £ -] 

2 + 

L («* + 

L («* + & 1 ) 7J J 


oder 


(a 2 + 6 8 )V + 4« 2 ö 2 $ 2 - 4 6 2 (£ 2 -f ij 2 ) 2 = 0. 


Die Gleichung des gesuchten Ortes ist also 

/ *» i 9\9 g » , (®* “f" 6 *)* 2 

(x- + r) = 


oder in Polarkoordinaten 

(7) r 2 -a ! cos s » + ( ^i^‘ S m ! d. 


Hieraus ergibt sich folgende Konstruktion: Um den Koordinatenanfangspunkt 

• ö* -4- 6* 

O schlage man zwei Kreise mit den Radien a uud — — ^ — ; sodann ziehe 

mau von 0 aus einen Strahl, der mit der Abscissenachso den beliebigen 
Winkel # bildet und den ersten Kreis in A, den zweiten in B schneidet. 
Durch A lege man die Parallele zur y- Achse, durch B die zur x- Achse; 
der Schnittpunkt beider Parallelen sei C. Endlich trage man auf OA die 
Strecke OP — OC ab. Dann ist P ein Punkt der Kurve (7). Eine Dis- 
kussion dieser Kurve findet man in „Schlömilch, Übungsbuch zum 
Studium der höheren Analysis, 1. Teil, 2. Auflage, Leipzig, Teubner, 1873“ 
auf S. 83, No. 15. 

Prenzlau. W. Stegemann. 


Zu 69. (Bd. IV, S. 349) (E. N. Barisien). Die erste Behauptung gilt 
für jedes beliebige Dreieck; der Kreis 2' ist der Feuerbachsche Kreis. 
Die zweite Behauptung folgt daraus, daß das Dreieck AMB rechtwinklig 
ist; die Kreise 2 und 2' berühren einander im Punkte M. 

Prenzlau. W. Stegemann. 


Zu 71 . (Bd. IV, S. 349) (K. Cwojdzinski). Gegeben sei Dreieck ABC 
und die Gerade y. Von A, B, C aus fälle man auf g die Lote AD, BE, 
CF, ferner von D, E, F aus auf BC, CA, AB die Lote DG, EH, FJ. 
Die drei letzten Lote schneiden sich im Lotpunkte L. Fällt man nun noch 
von ‘L aus auf g das Lot LK, so ist LK—b zu bestimmen. 
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Es ist unmittelbar einleuchtend, daß, wenn man die Gerade g parallel 
mit sich selbst verschiebt, die Punkte D, E, F ihre gegenseitige Lage bei- 
behalten; da auch die Geraden DG, Eli, FJ eine Parallelverschiebung 
erleiden, so bleiben die Dreiecke LEF, LFI), LDE unverändert und die 
Strecke d ist also für parallele Gerade eine konstante Größe. Man kann 
daher die Gerade g durch eine ihr parallele Gerade g' ersetzen. Diese 
werde durch den Scheitelpunkt A desjenigen Dreieckswinkels gelegt, der von 
ihr innerlich geteilt wird; die Seite BC werde von g' in M getroffen. 
Konstruiert man jetzt, wie oben angegeben wurde, so fällt Punkt D mit A 
und die Gerade DG mit der von A ausgehenden Dreieckshöhe zusammen. 
Es ist dann 

<5 = LK= AL • cos ALK^AL • cos A M G = A L • cos <p x ; 

. T AF sin A FL _ A F cos FA J A F • cos «p s 
sin ALF sin A B C sin ß ’ 

AF ^ CA • cos CAF — 2r sin ß cos <p s . 

Mithin 

AL = 2 r cos g? t cos qp s ; d = 2 r cos <p t cos <p a cos <p s . 

Prenzlau. W. Stegemann. 


2. Sprechsaal für die Encyklopädie der Mathematischen Wissenschaften. 

[Einsendungen für den Sprechsaal erbittet Franz Meyer, Königsberg i. Pr., 

Mitteltragheim 51.] 

Zu I, S. 993, Note 272. 

Es ist kein hergebrachter Irrtum, sondern durchaus sachgemäß, die 
natürlichen Logarithmen als Napiersche zu bezeichnen. Wenn man Napiers 
ursprüngliche Logarithmen unwesentlich umformt., nämlich ein Komma hinein- 
setzt und, worauf Napier ausdrücklich hinweist, das Vorzeichen anders 
wählt, so erhält man ein Logarithmensystem, dessen Basis genau die tran- 
scendente Zahl c ist. Beschränkt man sich auf die Einsetzung des Komma, 
so wird die Basis allerdings 1 je. Die beiden Zahlen c und 1 je sind aber 
als Grundzahlen von Logarithmensystemen einander völlig gleichwertig. Die 
Betrachtungen, durch welche Napier in der Constructio von seiner vor- 
läufigen Basis (l — IO -7 ) 10 ’ zur echten Basis 1 je übergeht, sind genial und der 
höchsten Bewunderung würdig, sie werden durch die Gleichung dy = dx / x 
genau umschrieben. 

Dagegen haben Bürgis Logarithmen, nachdem sie gleichfalls durch 
Einsetzung eines Komma auf moderne Form gebracht sind, zur Basis die 
rationale Zahl (1 -|- IO -4 ) 10 *, die mit der Zahl e auf 4 Dezimalstellen über- 
einstimmt, theoretisch aber mit ihr nicht die geringste Verwandtschaft zeigt. 

Man vergleiche Napiers Constructio, besonders auch die englische 
Übersetzung von William Rac Macdonald, Edinburgh u. London, 1889 
und Paul Tanne ry, Anzeige der phototypischen Nachbildung der Con- 
structio in Darboux Bulletin, ferner M. Koppe: Die Behandlung der 
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Logarithmen und der Sinus im Unterricht, und M. Koppe: Rezension zu 
Gravelaar, Napiers Werken, Bibi, math., 1901, 3, 150 — 152. 

Berlin. M. Koppe. 


Es scheint der Redaktion — im wesentlichen in Übereinstimmung mit 
einem ihr zur Verfügung gestellten Schreiben des Herrn Professor Mehmke, 
des Verfassers des Encvklopädieartikels I F — daß hier weniger eine sachliche 
Differenz, als ein Unterschied in der Auffassung vorliegt. Herr Koppe 
gibt zu, daß Napiers Logarithmen wie sie uns überliefert sind, die Basis 
1 je haben. Wenn Herr Koppe die Änderung des Vorzeichens, um auf die 
Basis e zu kommen, nur für eine unwesentliche Umformung hält., so ist eben 
darin Herr Mehmke anderer Meinung; er weist in seinem Artikel (Encyklop. I, 
S. 98ß oben) darauf hin, daß es gar nicht üblich ist, negative Logarithmen 
zu schreiben. Oder um es drastisch auszudrttcken, was würde man sagen, 
wenn bei einer Tafel der logcotga; in der Überschrift tg x statt cotga; stände? 

Daß bei Bürgi die Basis nicht genau, sondern nur bis auf eine gewisse 
Anzahl von Dezimalen gleich c ist, wie Herr Koppe angibt, ist vollkommen 
richtig; Herr Mehmke ist in seinem Artikel der Kürze halber nicht darauf 
eingegangen, da für ihn die natürlichen Logarithmen überhaupt keine wichtige 
Rolle spielten. Wenn Herr Mehmke die Verdienste von Bürgi besonders 
betont hat, so ist das geschehen, weil die Engländer jene Verdienste eben 
nicht haben anerkennen wollen, jedenfalls sie nicht anerkannt haben. 

Anmerkung der Redaktion. 


Der wahre Sachverhalt läßt sich nur aus den Quellen feststcllen. Sie 
geben ein eindeutiges Resultat, welches für persönliche Auffassung keinen 
Spielraum läßt. In den modernen Handbüchern sind sic nicht ausreichend 
analysiert. 

Der wesentlichste Punkt ist, daß Napier von der vorläufigen Basis 
(1 — 10~ 7 ) zu der definitiven Basis l/e übergegangen ist, daß er somit 

r ( lx 

— genau zur Grundlage seiner 


; 

ausführlichen Tabelle gemacht hat. Die vorläufige Basis war eine rationale 
Zahl, die mit e~ J auf 7 Stellen übereinstimmt. Schon Wittstein in der 
Einleitung seiner Logarithmen-Tafel sieht die Einsetzung des Komma und 
die Änderung des Vorzeichens, die ja Napier selbst schon erwähnt hat, 
als eine unwesentliche Modernisierung an, er glaubt aber als wesentlichen 
Unterschied zwischen Napierschen und natürlichen Logarithmen hervor- 

7 

heben zu müssen, daß jene die rationale Zahl (1 — IO -7 ) , nicht e oder 

1 / e zur Basis hätten. Diese letzte Annahme erkennt man aber gerade als 
falsch, wenn man nicht nur die Gebrauchsanweisung (Descriptio), sondern 
auch die Constructio, die theoretische Entwicklung der neuen Erfindung, 
zu Rate zieht. Ke witsch hat sich, wie Wittstein, mit der Descriptio 
begnügt, daher ist seine, von Cantor und von Mehmke ohne weiteres an- 
genommene Formulierung nur eine Annäherung an die Wahrheit, die in 
einer künftigen Geschichte der Mathematik nicht mehr die erste Linie be- 
haupten wird. 


22 * 
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Der Hinweis auf Encykl. I, S. 986, „negative Logarithmen seien gar 
nicht üblich“ ist ungenau. Denn jene Stelle handelt nur von Briggi sehen 
Logarithmen. Diese werden allerdings nicht nur heute — was ja für unsere 
geschichtliche Frage nicht in Betracht käme — sondern wurden schon von 
Briggs nnd Wallis in folgender Weise umgewandelt 

log \fn = — 0,49715 = 0,50285 - 1 . 

Eine derartige, auf S. 986 besprochene, Umformung wäre aber für natürliche 
Logarithmen nicht sachgemäß, man muß nicht setzen 

ln 1/n — - 1,14473 = 0,85527 — 2 , 
sondern nach Napiers Anweisung 

ln 1/jt = — 1,14473 = 1,15786 — 2,30259, d. h. = 1,15786 — ln 10, 

woraus — = 3,1831 : 10 wird. Wirklich brauchbare Tafeln — nicht 

Listen — natürlicher Logarithmen sind heute kaum vorhanden, ihr Numerus 
müßte von 1,000 bis 9,999 gehen, nicht etwa von 100,0 bis 999,9. 

Wenn in einer Tafel statt der Überschrift log cot x stände logtga 1 , so 
würde ich verlangen, daß auch log sin x in logeoseex, log cos x in log sec x 
geändert würde. Dann ließe sieh mit ihr sehr gut jede Aufgabe aus der 
sphärischen Trigonometrie lösen. Daß diese Tafel mit der Basis ,* 0 von der 
Briggischen wesentlich verschieden wäre, wird wohl uiemand sagen. 

Eine Zeile in Napiers Tafel lautet: 

Sinus Logarithmus Ditferentiae Logarithmus Sinus 

_|_ | 

30 ° 0 ' 6 000 000 6 931 469 6 493 069 1 438 410 8 660 254 60 ° 0 ' 

Die mittelste Kolumne enthält log tg 30° oder log tg 60° je nach der Wahl 
des Vorzeichens. Napier wußte also sehr wohl negative Logarithmen zu 
verwenden. 

Berlin. M. Koppe. 


Zu m 3, S. 84. 

A la pag. 84 du t. 1TI 3 on parle de ce fait, que, pour determiner 
completement la forme d’une courbe dans Tespace, il est necessaire et 
süffisant de connaitre les expressions de la courbure et de la torsion en 
fonction de l’arc. Or cette importante proposition se trouve deja implicite- 
ment dans la Mccanique analytique de Lagrange; mais eile a ete enoucee 
(siuon auparavant) par Bert ran d en 1853 dans la demiere note au Chap. ni 
de la Sect. V (l Äre Partie) de cet ouvrage. On lit en effet au bas de la 
pag. 182 du t. XI des Oeuvres de Lagrange (Paris 1888): „On voit, 
d’apres les resultats precedents, que deux eourbes sont superposables lorsque 
les rayons de premiere et de seconde courbure s’expriment, dans Pune et 
dans l’autre, par une meine fonction de l'arc. Etc.» 

Genes. 


Gino Loria. 
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Berichtigung zu I B 1 b. 

S. 263, Zeile 10 — 26. Die Bedenken gegen die Sy 1 vestersche 

Eliminationsmethode sind leicht zu heben. Nämlich bei der Anwendung auf 
die homogenen Gleichungen 


resp. 





0 


gewinnt man bei der Elimination eine Determinante, in der (nach passender 
Anordnung der Zeilen) die Elemente der Hauptdiagonale gleich 1 , die 
übrigen Elemente aber 0 sind. Damit ist bewiesen, daß die fraglichen 
Relationen von einander imabhängig sind. 

Budapest. Josef Kürschak. 
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Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft. 

Herausgegeben vom Vorstände der Gesellschaft. 

12. Sitzung am 17. Dezember 1902. 

Vorsitz: Herr Kneser. 

Anwesend: 33 Herren. 

Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Fürle: Über einige Rechenblätter (s. u.). 

Herr Hamburger: Über das Cauchysche Integral (s. u.). 

Herr Kneser: Referat über Heft 3, Bd. 56 der Math. Annalen. 

An der Diskussion beteiligen sich die Herren: Faerber, Fürle, Hessen- 
berg, Jahnke, Kneser, Landau, Steinitz. 

13. Sitzung am 28. Januar 1903. 

Vorsitz: Herr Kneser. 

Anwesend: 39 Herren. 

Wissenschaftliche Mitteilungen : 

Herr Lampe: Elementare Ableitung einiger Formeln der mechanischen 
Quadratur (s. u.). 

Herr Hessenberg: Über die projektive Geometrie (s. u.). 

Herr Wallenberg: Referat über die Arbeiten von Painleve betr. die 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung, deren Integrale feste Ver/.weigungs- 
punkte besitzen. 

An der Diskussion beteiligen sich die Herren: Dziobek, Hessenberg, 
Jahnke, Knoblauch, Koppe, Lampe, F. Müller, Skutscli, Steinitz. 


Über das Cauchysche Integral. 


Von M. Hamburger. 


Nach dem Satze von Cauchy läßt sich jede innerhalb 
Fläche stetige Funktion f(x ) für alle Punkte innerhalb 
durch das Integral 



/■(*) 


1 f f^) dz 

2 nij z — x 


einer begrenzten 
der Begrenzung 


ausdrücken, worin das Integral über alle Punkte z der Begrenzungslinie 
erstreckt ist. Bekanntlich können aber die Werte auf der Begrenzungslinie 
Sitzungsberichte d. Borl Math. Oes. II. 2 


Digitized by Google 


18 


Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft. 


nicht willkürlich vorgeschrieben werden. Sind z. B. die reellen Teile dieser 
Werte gegeben, so sind die imaginären Teile bis auf eine Konstante dadurch 
mitbestimmt. Andererseits ergibt jedoch der Integralausdruck auf der rechten 
Seite von (l) bei willkürlich vorgegebenen Werten in den Punkten der 
Begrenzung, falls sie nur so gewählt sind, daß die Bedingungen der Integrier- 
barkeit erfüllt sind, eine bestimmte und zwar stetige Funktion von x. Nur 
ist zu erwarten, daß diese Funktion, die wir mit F(x) bezeichnen ^vollen, 
an den Punkten der Grenze im allgemeinen andere als die vorgeschriebenen 
Werte erhalten wird. Es fragt sich, in welcher Beziehung diese Werte zu 
einander stehen. Mit der gefundenen Beziehung ergibt sich zugleich die 
notwendige und hinreichende Bedingung für die Beschaffenheit der gewählten 
Randwerte, damit eine in der Fläche stetige Funktion mit diesen Rand- 
werten existiere. Nehmen wir zunächst als Fläche einen Kreis um den 
Ursprung mit dem Radius li an. Setzt man z — lic 9i , so werden die 
Werte auf dem Kreisumfang durch eine willkürliche eindeutige Funktion 
von -ft auszudrücken sein, die die Periode 2n hat. Eine solche läßt sich 
allgemein und nur auf eine einzige Weise durch die Reihe 

+ ® 

( 2 ) f(.Re* f )=2] a ‘ e ‘ l> ‘ 

X = — X 


darstellen, wobei die Koeffizienten a* durch die Integrale 

in 

( 3 ) a x = J*f(Rc 9 0 * 9 i(i #• 

0 


eindeutig gegeben sind. Die einzige Voraussetzung, die hier gemacht wird, 
ist also, daß diese Integrale bestimmte Werte haben. Das zu untersuchende 
Integral (l) über die Kreislinie erhält bei der Substitution z =■* Re 9 * die Gestalt 



in 


= hj 


' f (Re 9 *) Be 9 ! d» 


Re 


9i 


Für alle Punkte im Innern des Kreises, wo \x <C.R ist, gilt die Reihen- 
entwickelung 


9, 


Re 
Re 9i — x 


x 


- l + a e 


— 9i 


i x 

+ e 


,— 2 9i 


+ 


und das Integral (4) wird wegen (3) 


F ( x ) “ a o + Jf + a i 7^* 



Setzt man, um die Werte von F(x) an den Punkten des Grenzkreises zu 
erhalten, x = Re 9 *, so erhält man 

OB 

X=0 
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Diese Werte unterscheiden sich von den vorgeschriebenen, durch die Reihe (2) 
dargestellten Werten f(z) dadurch, daß die Glieder mit den negativen 
Potenzen von e 9i sämtlich fortgefallen sind. Der Unterschied reduziert sich 
auf Null, wenn man für f(Iie 9< ) einen beliebigen Ausdruck von der Form 

a x (f 9i nimmt, wo die endliche oder unendliche Summe nur über 

X 

positive ganze Zahlen, die Null inbegriffen, erstreckt wird. Diese Form für 
die Randwerte ist daher die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
daß man durch das Cauchysche Integral eine Funktion f(x ) erhält, die 
an den Punkten des Grenzkreises die Werte f(Rc 9i ) annimmt. f(x) ist 
dann durch die Reihe 

a x* 

=2 j? 

x =0 

darstellbar. 

Hieraus ergibt sich leicht der Satz, daß eine Funktion im Innern des 
Kreises bis auf eine rein imaginäre Konstante vollkommen bestimmt ist, 
wenn der reelle Teil an der Grenze einen dort allenthalben beliebig ge- 
gebenen Wert annimmt. Denn, da nach dem Obigen an der Grenze 
00 

f(Re 9, ^—^j?a x e* 9i sein muß, so ist, wenn a x = a x + ß x i gesetzt wird, 

x = 0 

der reelle Teil u von f(z) durch die Reihe 

00 

u = « 0 -f- (a x cos xO — ß x sin 


ausgedrückt. Nach dem Fourierschen Theorem sind aber die Koeffizienten 
« 0 , «j, ß lt a ä , ß s , ... durch die Werte von u für alle # eindeutig be- 
stimmt; damit sind auch a lt a 8 , ... und der reelle Teil von a 0 mit u be- 

kannt. Die Funktion f(x ) = ^ a x — ist also bis auf die willkürlich 

x=0 

gebliebene Konstante ß 0 i vollständig bestimmt. 

Es fragt sich, welche Bedeutung die ausgelassenen Glieder mit negativen 

Potenzen in der die vorgeschriebenen Randwerte darstellenden Reihe K e? 9i 

für das Cauchysche Integral haben. Diese kommen in Betracht, wenn 
man den Wert des Integrals für Punkte x außerhalb des Kreises bestimmen 

will. Bezeichnen wir' in diesem Falle mit F(x) das Integral in 

entgegengesetzter Richtung genommen, da für Punkte außerhalb diese Rich- 
tung als die des positiven Umlaufs zu betrachten ist, setzen wir also 


in 


F(x) 

so ist, da jetzt \ x | > Ii 
Be' 9 


u 


' f (Be 9 { ) R e' 9 d & 
Be 9 * 


x 


Be' 


x - Be' 


19 


Ä-V' 7 B\ ii9 

1» 


X 


X 


2 * 
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und da 




Lfi 


2 n 

f(Re 9C )e Ki9 d&, 


so wird 


iv \ -ß . R 9 . R 9 . 

I ( X ) = «_, — + a-2-jr + 0-s-^r + 


eine Reihe, die an der Grenze x = Re 9 ' in 

a—ie ~ &i - f o_ a e~ a_3e _8 ^‘‘4- 


übergeht. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß man 
durch das Cauchysche Integral eine Funktion erhält, die in dem Bereiche 
außerhalb des Kreises stetig ist und auf der Kreislinie vorgeschriebene 
Werte erhält, ist demnach die, daß die nach Potenzen von C 9i entwickelte 
Reiho für f(Re 9i ) nur Glieder mit negativen Potenzen enthält. Die 
Koeffizienten a_ x , a_ a , . . . liefern dann für die Funktion auf dem be- 
trachteten Gebiete den Ausdruck durch die Reihe 

>•/ \ R . R' R 9 

f(x) = a-i — + x s ~ *■*"*“ 


Diese Funktion ist, wie sich aus einer der obigen analogen Betrachtung 
ergibt, durch die Kenntnis der reellen Bestandteile der Randwerte voll- 
ständig (also nicht bis auf eine rein imaginäre Konstante) bestimmt Dafür 
muß sie noch die Bedingung erfüllen, für x = oo zu verschwinden. 

Verschwinden die Glieder mit negativen Potenzen in der die vor- 
geschriebenen Randwerte darstellenden Reihe /’(s), so wird das Cauchysche 
(z^ (l z 

v ' für jeden Punkt x außerhalb des Kreises gleich Null, 

> R das 


Integral J - 


x 


wie auch umgekehrt das Verschwinden dieses Integrals für | x 
Verschwunden der Glieder mit negativen Indices in der Reihe für die Rand- 
werte von f(z) zur Folge bat Man kann daher die Bedingung dafür, daß 
das Cauchysche Integral für Punkte im Innern des Kreises eine Funktion 
bestimmt, die am Rande die Werte f(z) annimmt, auch dahin aussprechen, 
daß dieses Integral für Punkte außerhalb des Kreises verschwinde, ln 
dieser Form läßt sich die Bedingung auf Flächenteile, die von beliebigen 
Kurven begrenzt sind, ausdehnen. Die Wahl der Randwerte von f(z ) muß 

Z 

z~x ^ 

alle Punkte außerhalb der Begrenzung verschwindet. In der Tat ist, wenn 

f(z) eine im Flächenteil überall stetige Funktion darstellt, g ^ ^ , falls der 

Punkt x außerhalb der Begrenzung liegt, innerhalb des Flächenteiles eben- 
falls überall stetig und folglich nach einem Satze von Cauchy das über 

den Rand ausgedehnte Integral £ 


= 0 für jeden Punkt x außerhalb 


der Begrenzung. 

Um für einen beliebig begrenzten Bereich T explicite die Bedingungen 
anzugeben, die die Randwerte einer Funktion erfüllen müssen, damit das 
Cauchysche Integral für die Punkte x im Innern des Bereiches T eine 
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Funktion von x darstellt, die am Rande die vorgeschriebenen Werte erhält, 
nehmen wir an, daß eine Funktion w — (je) bekannt ist, welche die kon- 
forme Abbildung des Bereiches T auf das Innere eines in der tc-Ebene um 
den Punkt w — 0 etwa mit dem Radius 1 beschriebenen Kreises vermittelt, 
so daß der Begrenzungslinie des Bereiches T die Peripherie des Kreises 
und jedem Punkte im Bereiche T nur ein Punkt im Innern des Kreises und 
umgekehrt entspricht. Die Existenz einer solchen Funktion ist bekanntlich 
für Fälle großer Allgemeinheit von Herrn H. A. Schwarz dargetan. Es 
ist demnach für jeden Punkt der Randkurve von T |i//(/)| = l, also 


V(z) = e 9i , J 


drf)(z) 

*(*) 


über die Randkurve erstreckt = 2 ni, für jeden Punkt 

im Innern von T |tp(z) ] < 1. Ferner verschwindet ty(z) — ty(x) für keinen 
Punkt z im Innern von T außer für z = x\ denn sonst würde zwei Punkten 
ira Innern von T derselbe Punkt tc in der Kreisfläche entsprechen. Endlich 
dy 


muß 

dz 


dz 


für alle Punkte innerhalb T von Null verschieden sein, da sonst 


5 — für einen Punkt der Kreisfläche unendlich werden müßte, also dieser 
die 

Punkt ein Windungspunkt der ic- Fläche wäre, was bei einer einblättrigen 
Kreisfläche ausgeschlossen ist. Aus diesen Voraussetzungen folgt, daß, wenn 
f{z ) eine im Innern des Bereiches T eindeutige und stetige Funktion ist, 
die Integrale 

i dz , /* f(z)dty(z) 


Zs 


X 


und 


beide über den Rand von T erstreckt, einander gleich sind. Ihre Differenz 

(* f(z) { (t l)(z) — — (z — x)‘Tp , (z)) dz 


J 


(z — x) (ip(z) — 1 M*)) 


ist nämlich ein über den Rand von T erstrecktes Integral einer Funktion, 
die für keinen Punkt innerhalb T unendlich wird. Denn f(z) ist der 
Voraussetzung nach stetig, und der Nenner verschwindet nach dem eben 
Bemerkten im Innern von T nur für z — ar, und da ty'(z) für alle Punkte 
von Null verschieden ist, so verschwindet der Nenner für z — x nur im 
2 ten Grade, der Zähler aber mindestens vom 2 t€n Grade, folglich bleibt der 
Integrand auch für z = x endlich, also verschwindet nach dem Cauchy sehen 
Satze das betrachtete Randintegral. 

Wir betrachten nun statt des Cauchy sehen Integrals das Integral 


F{x) 


i rm<Lm. 

2ni t J i p(z) — tf> (x) ’ 


über den Rand des Bereiches T erstreckt, und wählen für f(z) eine willkür- 
liche Funktion derart, daß sie, wenn z die Randkurve durchläuft, den 
Anfangswert wieder annimmt. Eine solche Funktion kann stets und nur 
auf eine Weise in folgende Reihe nach ganzen positiven und negativen 
Potenzen von ip(z) entwickelt werden: 


f(z) = o 0 + (z) -f (*))* H 


+ a- 1 rfj(z )~ 1 + 0—3 (ty(z))~* H 
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Die « sind eindeutig bestimmt; denn J'i\> x ~ x dy\>{z) ist, wenn x von 0 ver- 
schieden ist, = — und also das Integral über die Randkurve gleich Null, 
da i im Anfangs- und Endpunkt denselben Wert hat und = 2 ni. 


Demnach ist 

«* — 2 L j J f(z)y(z)~*~' dty(z) = g -~ij f{z)q{z)~*d logt(«), 

das Integral über die Randkurve erstreckt. Nun ist 

F( \ = 1 / /X*) <*»( *) = 1 /*/(*)«* JogV»_(*)_ # 

' ' 2 5t ij tf>(z)—ip(x) 25t* / »/>(x) 

'lff(z) 

Da | | < 1, 1 | = 1, so gilt die Entwickelung 

V(äö = 1 + -f • • *, 

1 V» (*) 

und mit Berücksichtigung der Werte für a x erhalten wir F(x) durch die 
Reihe dargestellt 

F(x) = </ 0 -f Oj + o«; (it>(x)) s H 

Die Randwerte dieser Funktion sind durch die Reihe 


«0 + « 1^00 + « 2 ^ (*)* + * * * 

gegeben, unterscheiden sich also von den vorgeschriebenen Randwerten da- 
durch, daß die Glieder mit den negativen Potenzen fortgefallen sind. Dem- 
nach ist die Darstellbarkeit der Randwerte in der Form 


f(z) — «o+ + u 2 (^(2)) 2 H 

die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß eine eindeutige und 
stetige Funktion in T mit diesen Randwerten existiere. Auch hier erkennt 
man leicht, daß, wenn die reellen Bestandteile der Randwerte gegeben sind, 
die Funktion bis auf eine rein imaginäre Konstante bestimmt ist. 

Betrachten wir den Fall, daß der Bereich T die positive Halbebene 
in der z- Ebene ist. Hier vermittelt die Funktion 


w 



z — t 

«~4~» 


die Abbildung des Bereiches auf das Innere eines Kreises um den Ursprung. 
Die willkürliche Funktion f(e) auf der reellen Achse, als Randkurve, hat 
die Bedingung zu erfüllen, daß f ( — oo) = /*( 4 oo) ist, und ihre allgemeine 
Darstellung ist hier 


f(z) — « 0 4 Oj 


z — t 

z 4 * 



4 i 



Y+V 
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Da z reell ist, so ist 


z + i 


1 und für z =* db oo 


z — t 


1. Sollen 


z-\-i 

die vorgeschriebenen Randwerte die Bedingung erfüllen, daß eine Punktion 
mit diesen Werten auf der reellen Achse in der positiven Halbebene existiere, 
so müssen die Glieder mit negativen Potenzen in Wegfall kommen, und 
die Reihe 


a « + "> (Ihn) + "* (l+v) ,+ 


die für jeden Punkt x auf der positiven Halbebene konvergent ist, stellt eine 
Funktion dar, die auf der reellen Achse die vorgeschriebenen Randwerte hat. 

Die Darstellung einer Funktion durch das Cauchyscho Integral gibt 
auch das Mittel an die Hand, die Bedingungen für die Randwerte an- 
zugeben, wenn die Funktion im Innern des Bereiches in gegebenen Punkten 
gewisse vorgeschriebene Unstetigkeiten annehmen soll. Da wir es hier 
nur mit eindeutigen Funktionen zu tun haben, so ist für einen solchen 
Punkt z — z 0 die Unstetigkeit der Funktion in der Gestalt 




+ ••• 


mit einer endlichen oder unendlichen Anzahl von Gliedern vorgeschrieben, 
derart, daß die Differenz zwischen der Funktion f(z) und tp(z) in der Um- 
gebung von z — z 0 endlich und stetig ist. Nehmen wir wieder den um den 
Ursprung mit dem Radius R beschriebenen Kreis als den Bereich für die 
zu bestimmende Funktion an, und seien in demselben beispielsweise zwei 
Unstetigkeitspunkte z — b, z — c. Diese umgeben wir mit Kreisen vom 
Radius p, so daß p < R und <y|b — c| ist, dann ist nach dem 
C au chy sehen Satze 


,/_s = 1 / fine* 1 ) He 9 [dH l_ ff(b + pe-’O pe 9 '' 

n > 2* / Be 9 '— x 2*J x-b- t e 9i 




2 Ti 


+ 


1 /* /;( 


* f(c - 4 - ge 9 ') ge* ' d& 


x 


ge 


gültig für den von dem Kreis R und den Kreisen um b und c begrenzten Bereich. 

Die Randwerte an dem äußeren Kreis und den inneren Kreisen seien 
vorläufig beliebig gewählt, und wir bezeichnen die durch die Summe der 
Integrale bestimmte Funktion mit F(x). Es sei 

+ °° 

f(Re 9i ) 

x = — <» 


+ » -} - « 1 
f{b -f pe*') = b x e? 9i , f(c -j- pe^O c x e* 9 \ 


X = — vO 


X = — 00 


dann gibt als Beitrag zu F(x ) das erste Integral wie fn’iher die Reihe 

«o + n \ ji + a i & H 
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Das zweite gibt, da wegen ja; — b | > q 


und 


„ .9 i 
Q e 

x — b — Qe 


n .9i 

ce + + 


ist, die Reihe 


9i x — b (x — b) 
in 


*-'^ t T + *-«F^np + 


x — b 

und ebenso das dritte Integral die Reihe 


1 


4- c_. 


r* + 


X — C ' ■ (x — c) 1 

Als Randwert von F(x) am äußeren Kreise x = Re 9> erhalten wir 
F(Re 9i ) = a 0 + a^e 9 * + a^e* 9 ‘ + b-x ^^ — 7 + *>-s TTT^T“ ^T j + ” 


Re 9i -b 
, . Q 

+ t -’^r7 


+ C— : 


(Be*‘— b)' 

e s 

(ä^* — c) 


i+- 


Da b < J?, | c j < J?, . . so geben die Entwickelungen von b-. x . — -^7 


(Re 9 i -bY' 


c_ 


,7 — 57 sr nach Potenzen von nur negative Potenzen, so daß 

F (Re 9 ') = a 0 4- Oj ‘ 4- e* 9i 4 • • • 

4 K_i<r ,i + ß_ir sa, + 4 - • • • 


Sollen diese Randwerte mit den für die äußere Kreislinie vorgeschriebenen 
übereinstimmen, so muß a_ x =a_ x sein, während die a x mit positivem 
Index und a 0 beliebig sein können. 

Für die Punkte auf der Kreislinie um b erhält man 


/j, 1 * i\ 1 b -\- ge 1 / & -p pe’ *\ S . 

F(b 4 ge ) = Oq 4- «i R b ^ J 4- * • • 

4- b—ic~ 9i 4- b—te~ i9i 4- • • • 


4- c_ 


6 — c -f pe 


9i 


:• 4 c- 


(n v + ' ’ ' 


Da q < b — c| ist, so liefeni die erste und dritte Reihe, nach Potenzen 
von e 9 ‘ entwickelt, nur positive Potenzen, so daß 

F (b 4~ p c 9 *) — 4" t’ 9 ‘ 4~ ßi ^ 1 4* * * * 4" 1 9 * 4~ 2 c — 2 4 • • * 


Sollen diese Randwerte mit den vorgeschriebenen übereinstimmen, so muß 
b x = ß x sein, während die b mit den negativen Indiees beliebig sein können. 
Für die 1 *unkte aut der Kreislinie um c erhält man ebenso: 
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F(c + ge 9f ) = a 0 + Oj 


c + ge 


+ *-i 


c — 6 -f- pt' 


^mv.. 

-< +6 - ! C-»+^‘) ,+ 


+ <Lir ,f + c_j e~ ä *‘ + 


Da p < | c — b| ist, so liefern die erste und zweite Reihe, nach Potenzen 
von e 9< entwickelt, nur positive Potenzen, so daß 

F(c -f Qe &r ) = y Q + y x e 9i + 7i er 9i + f c- X e~ 9i + c- i ir' i9i H 

Sollen diese Randwerte mit den für den Kreis um c vorgeschriebenen 
übereinstimmen , so muß c„ = y x sein , wahrend die c mit den negativen 
Indices beliebig sein können. 

Denkt man sich also die Randwerte in Reihen nach Potenzen von e 9i 
entwickelt, so können für die Randwerte am äußeren Kreise die Koeffizienten 
der positiven Potenzen a x (x = 0 eingeschlossen), für die auf den Kreisen 
um b und c die Koeffizienten der negativen Potenzen b_ x und c_ x beliebig 
gewählt werden. Durch diese sind dann die anderen Koeffizienten voll- 
ständig bestimmt, wenn eine Funktion in dem betrachteten Bereiche mit 
den vorgeschriebenen Randwerten existieren soll. Die Funktion f(x) ist 
dann in der Form 


f( x ) = «o + rt i + a* -jj + 





(* - *>)* 


+ 


+ C— ] 


X — c 


+ c_ s 


(x — c)* 


+ 


dargestellt. 

Aus dem Vorstehenden ist leicht der Satz zu erweisen, daß, wenn die 
reellen Teile der Randwerte am äußeren Kreise und die Unstetigkeiten im 
Innern vorgeschrieben sind, die Funktion bis auf eine rein imaginäre Kon- 
stante bestimmt ist. Denn da die Unstetigkeiten vorgeschrieben sind, sind 
neben b und c b—ip, b_sp 3 , . . c_ ip, c_ap 8 , . . . bekannt und damit nach 

dem Vorigen a_i, a_j, . . . Setzt man nun « x — a x -f ß x i, so ist der 

00 

reelle Teil u von f(Re 9i ) u=g 0 -j- { (g x -fa_ x )cosxO— (ß K — |3_ x ) sinxO } , 

X— 1 

also nach dem Fourierschen Satze g 0 und die Größen g x -f g_ x , ßx — ß ~ x 
eindeutig bestimmt. Da nun g_ x und /?_ x mit a_ x durch die vor- 
geschriebenen Unstetigkeiten bereits bekannt sind, so sind nunmehr auch 
g 0 , g x , ßx und somit auch a x und der reelle Teil von tf 0 bestimmt, so daß 
f(x) bis auf eine rein imaginäre Konstante ß 0 i vollkommen bestimmt ist. 
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Über einige Rechenblätter. 

Von Hermann Fürle. 

Die Rechenblatter sind ebene graphische Gebilde, die den arithmetischen 
Zusammenhang zwischen n Veränderlichen geometrisch durch Lagenbeziehungen 
zwischen Kurvenscharen wiedergegeben. Der Konstruktion solcher Rechen- 
blätter liegt folgende Überlegung zu Grunde: 

Jede Gleichung F(cc 1} cr 8 , . . a n ) — 0 kann angesehen werden als das 
Ergebnis der Elimination aus einer Reihe von Gleichungen zwischen den 
n Variablen ec und einer Anzahl neu hinzugenommener Veränderlichen. Man 
darf, ohne die Allgemeinheit zu beschränken, annehmen, daß n von diesen 
zur Elimination erforderlichen Gleichungen nur je eine der Größen cc neben 
den zugenommenen Variablen enthalten, während die übrigen Gleichungen 
von den a frei sind. Um nun überhaupt zu geometrischen Darstellungen 
zu gelangen, muß man die neuen Veränderlichen als Koordinaten deuten, 
und weil ja die Veränderlichen a durch Kurvenscharen repräsentiert werden 
sollen, so ist man genötigt, diesen n Gleichungen die Form zu geben: 

fl 0*1 , ^1 5 c l) “ G, /«(%» i = v wi a n) ~ G, 

worin sich die n Paare m, v auf n beliebige Koordinatensysteme beziehen. 
Die übrigen zur Elimination nötigen Gleichungen sind dagegen von der Gestalt: 

^ 2 ? * * •? = 0 ? 

• ' •; U » + *1 v »+*) = 


•Ml+ii-)-2*(Wii G. 

Sind die n Funktionen f gewählt, so konstruiert man das Rechenblatt 
folgendermaßen: /i (wj , ; äj) = 0 ist die Gleichung einer Kurvenschar, in 

der a, die Rolle des Parameters spielt. Es werden nun für eine Reihe 
von Werten a t die Kurven der Schar wirklich ausgezeichnet, und um sie 
von einander zu unterscheiden, wird an jede einzelne Kurve der Parameter 
angeschrieben, dem sie zugehört. Auf diese selbe Weise werden die Kurven- 
scharen f 3 , fs, • • f„ hergestellt. Sind nun noch die Bedingungsgleichungen 
M = 0 , denen die Koordinaten u, v genügen müssen, von solcher Beschaffen- 
heit, daß sie geometrisch erfüllbar sind, so ist damit auch die Möglichkeit 
gegeben, mit Hilfe des Rechenblattes durch bloßes Ablesen ohne Rechnung 
eine der Größen er, z. B. a n , aus den übrigen gegebenen a zu ermitteln, so 
daß die Gleichung F — 0 befriedigt wird. 

Um diese Möglichkeit an einem Beispiel einsehen zu können, werde 
über die Bedingungsgleichungen ilf = 0 folgendermaßen verfügt: Die Punkte 
Mj, w ä , v 2 ; • • •; w n , v n sollen die Teilpunkte einer mehrfach gebrochenen 
Geraden sein, und zwar soll jeder Punkt von seinen beiden Nachbarpunkten kon- 
stante Abstände behalten; sonst aber sei er frei beweglich. Nur der?An- 
fangspunkt und der Endpunkt dieser Kette von Linienstücken seien ge- 
zwungen, sich auf je einer festen Kurve zu bewegen. ce H findet man dann 
mit dieser Kette in folgender Weise: 
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Man bestimmt in der ersten Schar diejenige Kurve a, , welche dem 
gegebenen Werte «j entspricht, in der zweiten Schar die dem gegebenen 
Wert a 2 entsprechende Kurve er, u. s. f., und endlich in der vorletzten Schar 
die mit a,_i bezeichnete Kurve. Punkt u x , v x ist der Anfangspunkt der 
Kette; er liegt auf der ersten festen Kurve und auf der fixierten Kurve « p 
ist also Schnittpunkt von beiden. Man legt also den Anfangspunkt der be- 
weglichen Kette auf diesen Schnittpunkt und dreht das erste Glied der 
Kette um ihn , bis sein Endpunkt w 2 , v 2 auf die Kurve er, fällt. In der- 
selben Weise findet man durch Drehen des 2. Kettengliedes um w 2 , v s den 
Punkt m 8 , r 3 auf er, und schreitet so fort, bis man den vorletzten Punkt der Kette 
auf die Kurve a„_i gebracht hat. Jetzt wird endlich das letzte Kettenglied 
so gedreht, daß der Endpunkt der ganzen Kette auf die zweite feste 
Kurve kommt. Durch den so bestimmten Punkt M n , v H geht nun eine 
Kurve (oder eine Anzahl von Kurven) der letzten Schar. Man liest den 
zugehörigen Parameter u n ab. a H befriedigt die Gleichung F(a x , a 2 , . . ., u n ) = 0. 

Die Bedingungsgleichungen M = 0 brauchen nicht sämtliche Koordinaten 
w, t’ zu enthalten. Ist z. B. M x bloß Funktion von m p v v so stellt M x — 0 
die Gleichung einer festen Kurve vor. Ihre Koordinaten m 15 v x kommen 
auch in der Scharengleichung f x = 0 vor; aber von den u,, v x der Scharen- 
gleichung sind nur diejenigen in Betracht zu ziehen, die zugleich die 
Kurvengleichung M , = 0 erfüllen. Man hat es deshalb nicht nötig, die 
Kurven der Schar f x in ihrer ganzen Ausdehnung auszuzeichnen, sondern 
man braucht sie bloß in der Nähe der Kurven M x = 0 herzustellen. 

Auf diese Weise entsteht eine Skala, deren Träger M x ist 

Sind im ganzen A Gleichungen M = 0 so beschaffen, daß sie Funktionen 
nur eines Koordinatenpaares sind, so stellen sie zusammen mit den ent- 
sprechenden Kurvenscharen A Skalen vor, so daß man sagen kann: 

Ein Rechenblatt für n Variable enthält 

n — A Kurvenscharen, A Skalen, 1 -f « -f 2Ä* — A Bedingungen, 

worin A alle W T erte von 0 bis n haben kann. 

Rechenblätter mit Skalen sind also gegenüber solchen Rechenblättern, 
die bloß Kurvenscharen enthalten, nichts Neues, sondern stellen sich nur 
als Spezialisierungen dar. 

Für n — 2 bis n = 6 und k = 0 hat der Vortragende in der Beilage 
zum Jahresbericht von 1902 der 9. Realschule in Berlin untersucht, welche 
besonderen Typen von Rechenblättern sich hiernach ergeben, wenn man zur 
Verwirklichung der 1 -j- n — A Bedingungen nur das Lineal und einen 
beweglichen Kreis von konstantem Radius zuläßt. 

Für den Fall n = 3 und k = 0 ergibt sich aus den allgemeinen Be- 
trachtungen, daß F(a x , a 2 , a 3 ) = 0 sich durch Rechenblätter darstellen läßt, die 
entweder 

3 Kurvenscharen , 0 Skalen, 4 Bedingungen oder 

2 |J 1 ^ )) )) 

1 « 2 „ 2 „ ,, 

0 „ 3 „ 1 „ enthalten. 

Während in dem umfassenden Traite de Nomographie von d’Ocagne 
die erste und die vierte Gruppe durch zahlreiche Beispiele belegt sind, 
werden die zweite und die dritte Gruppe überhaupt nicht erwähnt. 
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Die vierte Gruppe steht zur ersten, wenn die drei Scharen nur aus 
Geraden bestehen, in dualer Beziehung. 

Zeichnet man nämlich auf dem Rechenblatte mit den drei Geraden- 
scharen einen beliebigen Kegelschnitt, so kann man jede Gerade als Polare 
in Beziehung auf ihn ansehen. Wird dann zu jeder Polare ihr Pol an- 
gegeben und ebenso genannt wie die zugehörige Polare, so entspricht der 
Geradenschar eine Folge von Punkten, eine Skala. Den 4 Bedingungen, 
welchen auf dem ursprünglichen Rechenblatte die Koordinaten Uj, r,; 

m 8 , t’ 8 genügen müssen, entspricht in der polarisierten Figur eine einzige 
Bedingung zwischen 3 Geraden, die beziehungsweise durch die Skalenpunkte 
a t , Og, ctg gehen. Sind z. B. auf dem ursprünglichen Rechenblatte die 4 Be- 
dingungen m, = « 2 = « 3 , y, = t> 2 = v- erfüllt, d. h. gehen die 3 Geraden, 
welche zusammengehörigen [die Gl. F(ct v ctg, ct 3 ) = 0 befriedigenden] Werten 
entsprechen, durch denselben Punkt, so müssen auf dem Rechenblatte mit 
3 Skalen die Punkte, welche 3 zusammengehörigen Werten ccj, a 2 , cr 3 ent- 
sprechen, in einer geraden Linie liegen (fluchtrechte Punkte bilden). 

Da die Wahl des zuzuordnenden Kegelschnittes beliebig ist, der Kegel- 
schnitt aber durch 5 Punkte und jeder Punkt durch 2 Koordinaten bestimmt 
ist, so hat man eine zehnfach unendliche Willkür bei der Polarisierung eines 
Rechenblattes mit 3 Geradenscharen. 

d’Ocagne findet zu jedem Rechenblatte mit 3 Geradenscharen ein ganz 
bestimmtes Rechenblatt mit 3 Skalen, indem er die Gleichungen, welche in 
kartesischen Koordinaten die 3 Scharen von Geraden definieren, ungeändert 
läßt, aber die Bedeutung der Koordinaten wechselt. 

Zur Erläuterung der 4 möglichen Gruppen von Rechenblättern dreier 
Variablen legt der Verfasser vor: 

Für die 1. Gruppe: 1 Rechenblatt für Dreiecksbereohnung, 1 Rechen- 
blatt für Hygrometrie, 1 Rechenblatt zur Lösung 
der Gleichung x 3 -4- ttx? 4- ßx 4- 1 = 0. 

„ „ 2. „ 1 Rechenblatt zur Lösung der quadratischen Glei- 

chung und zum Multiplizieren. 

„ „ 3. „ 1 Rechenblatt zur Multiplikation. 

„ „ 4. „ t Rechenblatt zum Multiplizieren mit 2 wagerechten 

und 10 schrägen Skalen, das 1 Stelle mehr liefert 
als 1 Rechenstab von gleicher Länge und 1 Rechen- 
blatt zur Lösung der Gleichung + ax*-f-|3x-fl=0. 

Ferner erläutert der Vortragende ein besonderes für die Photographie 
verwendbares Rechenblatt 1 ) mit 5 Skalen und einer beweglichen Schar von 
Parallelen zur Bestimmung der Beziehung zwischen den optischen Weiten 
und den Größen von Gegenstand und Bild. 

Zum Schluß weist der Vortrage de an 2 Skizzen nach, wie die von 
Hrn. Adler in der März-Sitzung 1002 der B. M. G. vorgetragene Cremona- 
sche Lösung der allgemeinen kubischen Gleichung mit Hilfe zweier beweg- 
lichen rechten Winkel sich als besonderer Fall eines allgemeineren Rechen- 
blattes mit 5 Scharen und zwei festen Kurven charakterisiert. 


1) Im Buchhandel erschienen bei Mayer und Müller, Berlin. 
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Elementare Ableitung einiger Formeln der mechanischen Quadratur. 

Von E. Lampe. 


Der folgende Artikel ist ein Auszug aus einem Aufsatze, der vor 
21 Jahren niedergeschrieben wurde. Das in ihm zur Herleitung der 
Formeln der mechanischen Quadratur dienende Verfahren benutzt neben den 

h 


elementaren Hilfsmitteln nur die Formel 


f 


xfdx — 


h n + l 

« +1 


für die niedrigsten 


u 

ganzzahligen Werte von w, und dieser Ausdruck läßt sich ja mit Hilfe der 
Summenformeln für 1” -f- 2” -j- • • • -j- m" auf bekannte Weise ohne Kenntnis 
der Integralrechnung ermitteln. Ich beabsichtigte mit dieser Methode, die 
ich zu wiederholten Malen im Unterricht erprobte, meinen damaligen 
Schülern in der ersten Klasse der Luisenstädtischen Oberrealschule in Berlin 
einen flüchtigen Einblick in die Entstehung der bezüglichen Formeln zu 
geben. Der Grundgedanke ist derselbe, den Gauß am Anfänge seiner Ab- 
handlung „Methodus nova integralium valores per approximationem in- 
veniendi“ (Werke 3,165 — 196) verwertet hat. Verschiedene Beobachtungen, 
die ich in den letzten Jahren gemacht habe, scheinen darauf hinzudeuten, 
daß auch jetzt noch die Veröffentlichung des Artikels nicht überflüssig ist. 
— Der Gang, den ich bei meinen Vorträgen auf der Königlichen Kriegs- 
akademie und auf der Technischen Hochschule zu nehmen pflege, wenn ich 
eine Übersicht über die möglichen Formeln der mechanischen Quadratur 
gebe, ist in der kurzen Notiz „Zur mechanischen Quadratur“ angedeutet, 
die ich nach einem Vortrage auf der Naturforsoherversammluug zu Nürn- 
berg 1893 in den Verhandlungen dieser Gesellschaft und im Jahresbericht 
der Deutschen Mathematiker -Vereinigung 3, 102 — 106 veröffentlicht habe. 
Wenn die folgenden Entwickelungen etwas schwerfällig erscheinen, so wolle 
man berücksichtigen, daß es sich um folgerichtige Durchführung eines ein- 
zigen Grundgedankens handelt, daß aber die leicht erreichbare größere 
Eleganz der Darstellung den Schüler von jenem Grundgedanken hätte ab- 
lenken können. Der Kürze wegen bediene ich mich hier der Ausdrucksweise 
und der Bezeichnungsweise der Integralrechnung. 

Ist f(x ) eine Funktion von x , die sich innerhalb des Intervalles (0 . . . h) 
in eine konvergente Potenzreihe c 0 -f (\x-\-o i x t -\ entwickeln läßt, so ist: 


(i) 


h 


J = J‘f( x ) dx = A C c o + -i c i h + + i c 3 Ä3 H ]• 

0 


Für die Werte x lt x i1 x s , . . ., wo 0 < x x < x 3 < x 3 < • • • < x H //, 

seien die Werte /’(s 1 ), /’(a^), f(x 3 ), . . ., f(x H ) gegeben. Dann hat das 

Polynom (n — l)*® n Grades in x: 

( x —x t )(x -*,)••• (x - x„) , , (x — x t ){x — x s ) • • • (x - x„) ( 

(*t — *«)(*» — • • • («i — *„)' ' lJ " r (** — *,)(*» — *,) • • • %) 


*f ’ * • + 


( x —x 1 )(x — z ,) - (X ^- X Hzl ) 

(x„ X l )(x n .T,) • • • {X„ Xnl-l) 


f( X n) = 9>(*) 
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die Eigenschaft, für die Werte a^, x 8 , . . x n von x die zugehörigen Verte 
von f{x) anznnehmen; das Polynom qp(x) stellt daher in dem Intervalle 
(0 . . . h) die Funktion f(x) angenähert dar (Interpolation durch Parabeln 
höherer Ordnung). Ist /'(x) ein Polynom von nicht höherem Grade als 
n — 1, so füllt tp(x ) mit f(x) zusammen. Setzt man in (I) <p(x) an Stelle 
von fix), so erhält man 

h 

(II) J' =j*cp(x)dx, 

0 

und J' wird im allgemeinen ein angenäherter Wert von J sein. Die 
Differenz J — J' gibt den Fehler, der begangen wird, wenn man J für -I 
setzt. Jo nach dem Grade von <p(x) erhält man verschiedene Annäherungs- 
formeln von J'. Da die Fonnein auch für prismatische Körper gelten müssen, 
bei denen f(x j) = /*(x 8 ) = ♦••*= f{x n ) = c o s0 mu ^ Summe der 
Koeffizienten dieser Funktions werte in J' der Einheit gleich sein. Beim 
Unterricht wird man natürlich mit den folgenden einfachsten i ällen be- 
ginnen. 

1. (p{x ) sei vom ersten Grade, oder: 


Daher ergibt sich 

( 1 ) 


?(*) = xßt 'W + 


x — x, 
.r, x. 






Die Fonnel (l) stellt J genau dar, wenn /*(x) = c 0 c x x ist; sonst ist J 
ein angenäherter Wert von J. Ist also z. B. der Querschnitt eines zwischen 
zwei parallelen Grenzebenen liegenden Körpers in einer zu diesen Ebenen 
parallelen Ebene eine lineare Funktion des Abstandes der schneidenden 
Ebene von einer zu den Grenzebenen parallelen Ebene, so läßt sich das 
Volumen des Körpers durch zwei beliebige parallele Querschnitte des Körpers 
ausdrücken. Man vergleiche hierzu die Notiz von F. Rudio: „Zur Kubatur 
des Rotationsparaboloides“ in der Zeitschrift für Mathematik und Physik 
47, 126—127, 1902. 

Wählt man x x so, daß ~h — x x = 0 ist, so geht die Formel (l) 
über in 


(la) r = hf(\h\ 

die erste der Gaußschen Formeln. 


2. cp(x) sei vom zweiten Grade, oder: 


9>W = 


(x — x,)(x — x,) 
(x, — x,)(x, — x 3 ) 


f(* l) + 


( x — x , )(x — X ,) , X 
(x t -x 1 )(x t -x,)^^' 


+ 


(x- — x ,)(x — X, ) , \ 

(x s -x 1 )(x s -x f )^W 


Man setze Z x — — \h(x i + x 3 ) -f x 2 x 3 , Z 2 = -J/r — \h(x x + x,) 

Z 3 = — - yA(Xj -{- x 2 ) + XjXj, so folgt durch Integration von qp(x) 

zwischen den Grenzen 0 und h : 






-b 


ZJ{x t ) 


(X,— x,)(x,— X,) (X, — x,)(x 3 — X,) 


b:,] 
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J' gibt einen genauen Ausdruck für J, wenn f(x) = c 0 + C\% + also 
ein Polynom zweiten Grades ist. In diesem Falle ist demnach J durch 
drei beliebige Werte der Funktion f(x) zwischen den Integrationsgrenzen 
ausdrückbar. Nun kann man aber auch x x und x^ so wählen, daß Z 3 = 0 
wird, nämlich: 

(«) , 0 = \Jr - 

Subtrahiert man die Gleichung (a) von den Gleichungen für Z x und so 
erhält man 


i X l X i) ( 2 ^ ®»)» i X 2 X i)({h *l)‘ 

Durch Einsetzung dieser Werte in (2) entfällt x 3 aus J', und der Aus- 
druck (2) geht in die Form (l) über. 

Die Formel (l) gilt also auch als exakter Ausdruck für J, wenn f(x) 
ein Polynom zweiten Grades ist, vorausgesetzt, daß x x und x 2 durch die 
Beziehung (a) mit einander verbunden sind. 

Wünschte man nun aus (1) auch noch den Funktionswert f(x 8 ) fort- 
zuschaffen, indem man wie in Nr. 1 z, = ~/t setzte, so ergäbe sich aus 
(a) der zugehörige Wert von x s unendlich groß. Eine Reduktion der 
Formel (2) auf eine geringere Anzahl von Gliedern als 2 ist also nicht zu 
ermöglichen. 

Von hierher gehörigen Aufgaben seien folgende erwähnt. A. Sollen 
in Formel (l) die Koeffizienten von f(x x ) und /'(xj) einander gleich sein, 
so ergibt sich h = x x + x^. Verbindet man diese Beziehung mit (a), so 

folgt x — \h ^ */f }/3, oder aber 

(2a) ./' - - 1*1/3) + /•(!* + 1*1/3)], 

die zweite Gaußsche Formel. B. Sollen in Formel (2) alle drei Koeffi- 
zienten gleich sein, so leitet man unschwer ab x x -j- x t -+- x 8 =» \h und 
x x x y = x* — | hXi -f |A 2 . Für x^ = \h berechnet man hieraus x x 8 = \h 

i un d hiermit: 

(2b) r - !*[/(!* - 1*1^) + /•(}*) + /•(!* + |*l/2)], 


eine der Formeln, die als T s ch e by sch ew sehe aufgezählt zu werden 
pflegen. 

3. <p(x) sei vom dritten Grade, oder: 

*(*> - + 3 sh,Jichen 


Setzt man Z x = — fA*(ar, -f x s -f x 4 ) -f j fi(z t x s -f- x,x 4 + x 3 xj — x t x s x 4 

und analog Z s , Z 3 , Z 4 mit entsprechender Vertauschung der Indices, so er- 
hält man durch Integration von tp(x ): 


(3) J' = k T j J 1 

v ' U*i — *»)(*» ~ ~ x *) ( x k - *,)(*« — x t)( x t — X ,)J 


ZJ (X <) 


J' enthält also vier Funktionswerte f(x x ), . . ., f(x 4 ). Soll die Formel (3) 
nur drei Funktionswerte aufweisen, so setze man z. B. Z 4 = 0, d. h.: 

iß) 0 = - i h *(* i + ** + x i) + »M*«** + x i x * + x t x z) - x i x i x z- 
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Indem man diese Gleichung von der für Z x abzieht, findet man: 

Z x — (*i - *i)[i Ä2 ~ T Ä (% + x i) + *s*s]* 

Entsprechende Werte ergeben sich für Z i und Z z \ durch Einsetzung der- 
selben in (3) entfällt x 4 aus dieser Formel, und diese verwandelt sich in (2). 
Mithin gilt die Formel (2) auch dann noch exakt für ein Polynom f(x) 
vom dritten Grade in x, wenn zwischen x l , x 2 , x 3 die Bedingungsgleichung 
( ß ) besteht. Dies findet z. B. im Falle x a — 2 h , x 8 = h — iCj immer statt. 
Man erhält daher leicht folgende Formeln: 

J[ = i A[ f( O) + 4 /•(!*) + f(h)l 

j, ■ + 46 AJA) + 25/-(,V»)], 

J's = ^A[27r(i *) + + 27/-(f /.)], 

K - &*[ «/'(jA) + n r(V') + 8 /•(*»)], 

■K =IS>A[49/-(*A) + 52A({A) + 49/-(f *)], 

K = J A[ SAJA)+ 2f(lA)+ 3/'(|A)], 

- &A[25/(l /<) + 4/-(AA) + 25 f(i *)], 

<Ag — \ A[ 2 /■(*•*) - f(|A) + 2/*(|A)], u. s. w. 

Bildet man für alle diese Formeln, die für Polynome f(x) vom dritten 

Grade exakte Werte von J geben, die Differenzen J — J\ so erhält man 
als erstes Glied: 

J -!'=■- -fec t h\ J - ./, 

igo^A 6 , j-k 

•r - j; = + ^*a 6 , /-Ji 

Somit ist das Fehlerglied gerade in der bekanntesten unter diesen Formeln, 
nämlich in Jj, am größten. Berechnet man mit Hilfe dieser Formeln 

l 

= ln 2 = 0,693 147, so hat man h — 1, f(x) = -r -~~ — zu wtwn* 

1 “T” X 

0 

Man findet: 

J[ = 0,694 444, j; — 693 248, J 3 = 0,693 137, J' 4 = 0,693004, 
J' h = 0,692 843, J't = 692 641, = 0,692 387, J 8 = 0,692063. 

Da der Raum nicht gestattet, auf weitere Beispiele einzugehen, so soll jetzt 
die allgemeine Erörterung des vorliegenden Falles fortgesetzt werden. 

Die Formel (2), welche unter der Voraussetzung der Relation (ß) 
für f(x) = c 0 -j- c t x -f- c s x s -+- c a x? exakt gilt, läßt sich, wie in Nr. 2 ge- 
zeigt ist, durch Einführung der Bedingung (a) zwischen und auf die 
Form (1) reduzieren. Nun kann man ( ß ) so schreiben: 

XjJ Jä 8 - Vi(x t + *o) + x,**] - h [- } h* - J Ä(x, -f x 2 ) -f 


/ da: 
J 1 + x 


iwo C 4^ 5 » *^s 


~ 58SÖ C 4 ^ 1 J ^6 ~ SäÖ C 4 Ä l 
“ "t" 96Ö C 4^* 5 ' 
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Da der Koeffizient von x 8 nach («) verschwindet, so folgt für x l und 
die neue Gleichung: 

(ß*) i - 1 Ä (*i + «*) + 1*1** - 0. 

Aus (ß*) und aus («) bestimmt man sofort x x + a* = h } x t x i =* \h 2 , also 
:r 1|2 =*={/< db |ä)/ 3. Mit diesen Werten geht aber (l) über in 

(2a) r = ‘HAi* - + r(l>‘ + i*yä)], 

welche Formel in Nr. 2 schon erhalten war. Hier hat sich also heraus- 
gestellt, daß diese zweite Gaußsche Formel diejenige ist, welche als einzige 
Formel mit zwei Funktionswerten das exakte Integral J darstellt, wenn 
f(x) ein Polynom vom dritten Grade ist. 


4 . (p(x) sei vom vierten Grade, oder: 

( x — g ,)(a — —x 4 )( a? — a 6 ) , * , 

(*®l x t ) ip^i x t ) ( x i *®*}(*®l x t) 1 


q>{x) 


wo noch vier analoge Glieder folgen. Versteht man unter Cl 4> (i) die Summe 
der Kombinationen von vier solchen Elementen a^ , x i} x 8 , x A , x b zur Klasse 
Ar, unter denen x { fehlt, so kann man die durch Integration von <p(x) 
zwischen den Grenzen 0 und h folgende Formel schreiben: 

r - /, rt^^d ) + wy - upm + mp 

L (*, — x»)(x t — x 8 )(x, — x t ){x l — x b ) 'VI/' J 



In (4) sind die a^, . .., x 5 ganz beliebig. Soll der Koeffizient von f(x b ) in 
(4) verschwinden, so muß man haben: 

(y) 0 = - }Ä»ci‘)(5) + 5) - i*c?>(5) + cy>(5) = o. 

Bezeichnet man den Zähler des Koeffizienten von f(x x ) in (4) mit Z x und 
subtrahiert (y) von Z ly so ergibt sich unter Berücksichtigung von: 


C\ 4) (ö) - Ci 4) (!) = - x 5 , C^ 4) (5) - Q 4 >(1) = (x x - a; ö )(a* 2 + ar 3 + x A ) y 

C$\b) - C< 3 4 )(1) = (x x - ^)(ar 2 a* 3 + ar 2 rr 4 -f x 3 x A ), 

C^K 5) - Q 4) (l) - (*i - * 8 )*j*«*4» 

daß Z x die Form annimmt: 

Z x = (x x x ^) [~ 4 3 Ai* (a" 2 -b x 8 -f- a: 4 ) ~b - 2 li(x^x 8 -b x%x A -b x b x^) x% ar 3 a^ ] . 

In gleicher Weise rechne man die Zähler Z 2 , Z 3 , Z A der Koeffizienten von 
f (,*'*)’> f( x s)> f( x 4 ) i n (4) um. Durch Einsetzung dieser Werte in (4) geht 
diese Formel dann über in (3); somit ist J’ nach Formel (3) auch in dem 
Falle, daß f(x) ein Polynom vierten Grades in x ist, noch der genaue Wert 
von J t wenn die Abscissen ar 1} x iy rr 3 , x 4 nicht unabhängig von einander 
sind, sondern der Gleichung (y) genügen. Soll in (^3) auch der Koeffizient 
von f(x A ) verschwinden, so muß zwischen x ly a^,, x s wieder die Bedingung 
(|3) bestehen. Nun aber läßt sich (y) in der Form schreiben: 

x Ai ha ~ l h \ x i + *2 + x ») + l K*i x i + x i x s + * 2 * 3 ) ~ * 1 * 2 * 3 ] 

= h [ j A 3 i ^ 2 (*i “f" *2 “b * 3 ) ~b s^( x i x s * 1*3 “t” * 2 * 3 ) 2 x \ *2 * 3 ! • 
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Der Koeffizient von x 4 ist nach (ß) gleich Null; also reduziert sich (y) auf 
die Gleichung: 

(y*) ih* - {k s (x 1 + + X t ) + IKZi** + *i*s + *a*s) ~ T*i***i = °- 

Genügen x l} x i} x a dieser Bedingung (y*), sowie der Bedingung (ß ), so 
stellt die Formel (2) das Integral J bis zur vierten Potenz von f(x) ein- 
schließlich exakt dar. 

Wollte man nun noch den Koeffizienten von f(x a ) in (2) zum Ver- 
schwinden bringen , d. h. nach (a) 0 = ^ h* — 2 h (a^ -|- ar 2 ) -+- a^ Xj setzen, 
so hätte man unter Berücksichtigung der folgenden Formen von (|3) und (y*): 

* 3 [i Ä * ~ + **) + = Ä [i ; * 2 ~ »K*i + **) + 

«b[t ä> - l Ä (*i + **) + = Ä[i** - iK x i + **) + i*i**] 

folgende drei Gleichungen für x x und rr 8 : 

(«) i Ä * - i.K*i + *i) + *i** = °> 

(ß*) T* 1 ~ i h (*i + **) + 1*1** = °> 

(y**) j h * ~ t ä (*i + h t) + 8*i** = °- 

Diese drei Gleichungen lassen aber keine Lösungen für die zwei Un- 
bekannten x x -f- x 2 und x x x^ zu. Eine Zurückführung der Formel (4) auf 
weniger als drei Funktionswerte ist also unausführbar. 


5. tp(x) sei vom fünften Grade, oder: 

/ x ( * ~X t ) (x —X a ) (X —X jjx —X 6 )(X — X„) /./ \ * 

9 ' ' ö («, — *»)<& — *»)(*! — g 4 )(*i ~ «•)(*! — *•) 1 ' lJ ’ 

wo noch fünf analoge Glieder folgen. Man setze 

- -JA 6 - JA*C? 1(1) + -J/i 3 Cf)(l) - J* ! Cf(l) + jACf (1) - C^'(X), 
so ergibt sich durch Integration: 



r 


h r f(x t ) 

L(*i — g*)(gf — g«)(gi — g 4 )(gi — x &)( x i — *«) 


+ 


•} 


Die Bedingung für das Verschwinden von Z 6 ist: 

(d) \h & - lh 4 C[Q(5) + -Jä*CJ>(5) - lh*C%\5) + -jACf>(5) - Cf>(5)«=0. 
Mit Hilfe dieser Formel reduziert sich Z x auf: 

z t = (*, - <oü*‘ - + i»*cy>(i) - iAcp'(i) + <¥*«]. 

entsprechend Z a , Z 4 , Z 6 . Durch Einsetzung dieser Werte in (5) geht 
Formel (5) daher in (4) über. Nun läßt sich (ö) auch schreiben: 

* 5 [}A* - iA*Ci‘>(6) + i**<¥>(5) - \h C?>(5) + Cf»(S)] 

- A[|A‘ - *A«Cf (5) + iA»CS*)(5) - jAQ‘>(5) + AACi*>(S)]. 

Ist daher die Beziehung (y) in Nr. 4 erfüllt, so geht (6) über in 

(**) - |Ä 8 GW( 5) + i* 8 C< 4 >(5) - |*Cp( 5) + |äQ 4 )(5) - 0. 

Dadurch wird dann die Formel (5) auf Formel (3) reduziert, vorausgesetzt, 
daß die Bedingungen (y) und (d*) zwischen X x , x i} x a , x t bestehen. Tritt 
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nun ferner die Relation (0) der Nr. 3 zwischen x x , x 3 , x s in Kraft, so ver- 
einfachen sich die Relationen (y) und (6*) durch die Umrechnungen in 
Nr. 3, und man erhält, wenn man noch zur Vereinfachung rj-f r,-f^3=Si, 
x l x i -f x,r 5 -f r 2 r 3 =» s,, x l x i x s => s 3 setzt, folgende drei Gleichungen für 

{h* - \h t s l + jhs*- s 3 = 0, 

- f h*s l + jÄSj - \s 3 = 0, 

J/f s - + jfis 1 - $s 8 - 0. 

Aus ihnen berechnet man Sj = |A, 8 S = f A 2 , s 3 = ^h s . Folglich sind 
jTj , r 2 , x g die drei Wurzeln der kubischen Gleichung: 

x* - | hx* + f A 2 s - ^A 8 — 0. 

Dieselbe hat eine Wurzel JA; die beiden anderen folgen aus der quadra- 
tischen Gleichung x s — hx + , l 0 A 2 = 0, d. h. ^^3 = iA ± 3 A )/0,6. Setzt 
man diese Werte in (3) ein, so erhält man 

• J' = - i*y0,6) + 8 f(ih) + 5 fßh + 

die einzige in (3) enthaltene Formel, welche J bis zur fünften Potenz von 
x in f(x ) genau darstellt. Dies ist die dritte Gaußsche Formel. 

Aus dem Gegebenen ist die Möglichkeit der Ausdehnung der Betrach- 
tungen auf die folgenden Fälle des sechsten, siebenten, . . . Grades von 
g>(r) ersichtlich. Wegen der Knappheit des zur Verfügung stehenden 
Raumes wird hier abgebrochen. Aus demselben Grunde muß die Mitteilung 
von Beispielen, welche zur Veranschaulichung der verschiedenen Fälle dienen, 
die Berechnung der Fehlerglieder in diesen Fällen, sowie die Belegung der 
allgemeinen Ergebnisse durch wirklich berechnete Zahlenwerte von Integralen 
unterbleiben. 


3 * 
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Über die projektive Geometrie. 

Von Gerhard Hessenberg. 

I. 

1« Die in neuerer Zeit vielfach aufgestellten, durch das Fehlen ge- 
wisser Axiomgruppen ausgezeichneten, künstlichen Geometrieen, wie die 
nichteuklidische, nichtarchimedische, nichtpascalsche u. s. f., verfolgen den 
Zweck, die logische Abhängigkeit gewisser hervorragender Sätze von den 
Axiomen klarzustellen. Sie konstatieren entweder den axiomatischen Charakter 
eines Satzes, — so die nichteuklidische den des bekannten Parallelenaxioms, — 
und damit seine Unbeweisbarkeit überhaupt; oder sie stellen die Abhängig- 
keit eines Satzes von gewissen Axiomgruppen fest, — so die nichtpascalsche 
Geometrie die Unmöglichkeit, den projektiven Fundamentalsatz unter gleich- 
zeitiger Vermeidung der Kongruenz und der Stetigkeit nachzu weisen. Im 
ersten Falle wird die Frage nach der Strenge eines Beweises, im zweiten 
die nach seiner Reinheit erledigt: Der Parallelensatz ist nicht streng, der 
Fundamentalsatz streng, aber nicht rein zu beweisen. 

2. Ob die hier getroffene Unterscheidung allgemein durchführbar ist, 
bleibe dahingestellt. Jedenfalls ist im Falle der Unmöglichkeit eines reinen 
Beweises die Frage berechtigt, in welchen Beziehungen der zu beweisende 
Satz zu anderen Gebieten stehe, die, seinem Inhalte anscheinend fremd, bei 
seinem Beweise gleichwohl unentbehrlich sind. Diese Frage ist beispielsweise 
für den Desarg.u es sehen Satz so beantwortet worden, daß er die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafür darstellt, daß die ihn enthaltende ebene 
Geometrie als Teil einer räumlichen aufgefaßt werden kann. Der Beweis dieses 
ebenen Schnittpunktsatzes durch räumliche Betrachtungen enthält nach dieser 
Erkenntnis nichts Unbefriedigendes mehr. Ähnlich kann man den in neuerer 
Zeit als „Pascal sehen“ bezeichneten Satz 1 ) als notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür ansehen, daß die ihn enthaltende Geometrie als Teil einer 
Geometrie von konstanter Krümmung aufgefaßt werden kann. Insofern 
erscheint die Heranziehung der Kongruenzsätze bei seinem Beweise in einem 
durchaus natürlichen Lichte. 

3. Aus dem Desarguesschen und Pascalschen Satze kann der 
projektive Fundamentalsatz und damit jeder ebene Schnittpunktsatz bewiesen 
werden. Beim Aufbau der Geometrie der reinen Schnittpunktsätze spielen 
aber auch Fragen der Anordnung eine gewisse Rolle; so beim Nachweis, 
daß harmonische Punktepaare sich trennen, oder daß eine Involution bei 
Gegenläufigkeit der involutorischen Punktreihen Doppelelemente besitzt, bei 
Gleichläufigkeit nicht. Nach Einführung imaginärer Elemente verschwinden 
aber diese Fragen gänzlich. Alle Involutionen erhalten Doppelelemente; 
von jedem Punkte, auch im Innern eines Kegelschnittes, gibt es Tangenten an 
denselben. Damit kann die Frage nach der Reinheit der mit Anordnungssätzen 


1) Liegen die Ecken eines einfachen Sechsecks abwechselnd auf zwei Geraden, 
so schneiden sich die Gegenseiteupaare in Punkteu einer Geraden. 
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durchsetzten Beweismethode aufgeworfen werden und soll im folgenden be- 
antwortet werden. Bekannt ist über die Frage folgendes: 

I. Der Beweis des Pasca Ischen Satzes in unserer gewöhnlichen Geo- 
metrie erfordert die Anordnungsaxiome, da sie für die Formulierung des 
Streckenbegriffes in den Kongruenzsätzen wie für die Formulierung der Be- 
griffe , größer“ und „kleiner“ im Archimedischen Axiom in gleicher Weise 
unentbehrlich sind. 

II. Der Beweis des Desarguesschen Satzes kann auf Grund der 
Verknüpfungsaxiome und des Parallelenaxioms ohne Anwendung der An- 
ordnungsaxiome geführt werden. 

ITT. Um irgend einen ebenen Schnittpunktsatz aus dem Desargues 
und Pascal herzuleiten, sind die Anordnungsaxiome nicht erforderlich. 

s 

Danach sind für den Betceis eines Schnittpunktsatzes Anordnungsfragen 
nicht aufzuwerfen, sofern sie von vornherein beim Beweis des Pascal sehen 
Satzes erledigt wurden. Demgegenüber soll nun folgendes nachgewiesen 
werden : 

IV. Der anschauliche Inhalt und damit die Tragweite eines Schnittpunkt - 
satzes für unsere gewöhnliche Geometrie kann nur unter Zuhilfenalme der 
Anordnungsaxiome erkannt werden. 


n. 

4. Es bedeute TI ein Zahlensystem ira Sinne Hilberts 1 ) mit folgenden 
Eigenschaften: Es möge zwei kommutativ - associative Operationen geben, 
die wir Addition und Multiplikation nennen, und die durch das distributive 
Gesetz mit einander verknüpft sind. Die Addition möge für alle Elemente 
eindeutig umkehrbar sein, d. h. es möge stets zu zwei Elementen a, b ein 
und nur ein drittes c — a — b geben, so daß b -f c -* a ist. Das Element 
a — a («*= b — 6) möge mit 0 bezeichnet sein. Ebenso möge es stets ein 
und nur ein Element d geben, so daß bd = a ist, ausgeschlossen den dem 
distributiven Gesetz widersprechenden Fall b *= 0. Das Element a:a, welches 
gleich b : b wird, sei mit 1 bezeichnet 

5. Aus einem Zahlensystem TI können wir ein neues TI(t) von den 
gleichen Eigenschaften hersteilen, t sei ein Buchstabe, mit dessen Hilfe wir 

Reihen von der Form P=p' m t m -f p m + 1 ^" +1 *< m + s H mit endlicher 

oder unendlicher Gliederzahl bilden, m sei eine positive oder negative (end- 
liche) ganze Zahl; p,„, p„, + 1 , . . . seien Zahlen des Systems 77. Wir addieren 
zwei solche Reihen durch Addition der zu gleichen Potenzen von t gehörigen 
Koeffizienten. Wir multiplizieren sie formal nach dem distributiven Gesetz, 
setzen p fl tf • q p t* = ) • ( fJ + r und fassen allo Glieder mit gleichen Potenzen 

von t wieder additiv zusammen. Man überzeugt sich mühelos von dor Ein- 
deutigkeit der Umkehrung der Addition und Multiplikation, der Existenz dor 0 
und der 1 (l = 1 • /°, 0 = £0 • t m ), wobei die Eindeutigkeit der Division 


1) D. h. ein System von Dingen, zwischen denen gewisse formale Gesetze des 
zahlenmäßigen Rechnens gültig sind. 
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in der Unzulässigkeit unendlich vieler negativer Potenzen von t wurzelt. 
Also bilden alle Reihen der Form P wieder ein System 77(/) mit den in 
4. angeführten Eigenschaften. 

6. Sind x , y, a, 6, c . . . Zahlen eines Systems 77, so nennen wir das 
Paar r, y einen Punkt, das Tripel a, 6, c eine Gerade. Wir betrachten 
zwei Punkte (r, ?/) , (V, y') als identisch, wenn x = x\ y = y' ist, zwei 
Gerade (ff, 6, c), (a', b’, c*), wenn a : a' — b : b' = c : c' ist. Ein Punkt #, y 
gilt als in der Geraden (ff, b, c ) liegend, wenn arc -f- b«/ -{- c = 0 ist. 

In einer so konstruierten ebenen Geometrie gelten der Desarguessche 
und der Pascalsehe Satz, mithin sämtliche ebenen Schnittpunktsätze. Dies 
übersieht man ohne weiteres, wenn man bedenkt, daß bei den gewöhnlichen 
analytischen Beweisen ebener Schnittpunktsätze von dem System der ge- 
wöhnlichen Zahlen, dem die Koordinaten angehören, keine anderen Eigen- 
schaften gebraucht werden, als die in 4. genannten. Zur bequemen und 
ausnahmslosen Formulierung der Sätze kann auch hier durch Einführung 
einer fingierten Zahl oo und fingierter unendlichferner Elemente das 
Parallelenaxiom formal beseitigt und jedem Geradenpaare ein Schnittpunkt 
beigelegt werden. 

7. Die umgekehrte Deutung des Kalküls durch die Geometrie der 
Schnittpunktsätze ist folgende 1 ): Man projiziere von zwei idealen Punkten 
aus jeden Punkt der Ebene auf ein und dieselbe Gerade y, nach x und 
nach y. Die Punkte dieser Geraden sind die Zahlen des Systems 77. 
Zwischen ihnen wird ein Kalkül folgendermaßen hergestellt: oo sei der 
ideale Punkt, 0 und 1 seien zwei beliebige wirkliche Punkte auf g. Zu 
zwei weiteren wirklichen Punkten a, b konstruieren wir die Punkte c — a -f b, 
e — ab mittelst des vollständigen Vierecks. Gehen zwei Gegenseiten 
durch oo, zwei weitere durch a und b und vom dritten Paare eine durch 0, 
so geht die letzte durch c. Gehen zwei Gegenseiten durch oo, 0, zwei 
weitere durch « und b, vom dritten Paare eine durch 1, so geht die letzte 
durch c. Das kommutative Gesetz der Multiplikation folgt aus dem 
Pascalschen Satze, alle anderen Gesetze einschließlich der Eindeutigkeit 
der Operationen aus dem Desarguesschen, 


m. 

8. Ein spezielles System TI P bilden wir aus den Resten einer Prim- 
zahl p, mit denen wir modulo p rechnen. Einem solchen System entspricht 
eine endliche Geometrie, mit p wirklichen, also p + 1 allgemeinen Punkten 
in jeder Geraden, p -f- 1 wirklichen Geraden durch jeden wirklichen Punkt 
und p wirklichen und der einen idealen Geraden durch jeden idealen Punkt. 
Nach Staudts Abzählung ist die Anzahl der Punkte und der Geraden 
einschließlich der idealen insgesamt jo P = p s -f- p -f- 1. Im Sinne unserer 
gewöhnlichen Geometrie ist eine solche endliche Geometrie eine nicht kon- 


1) Eine ausführliche Darstellung vom Verfasser erscheint demnächst in den 
Acta mathematica unter dem Titel: über einen geometrischen Kalkül. 
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struierbare Konfiguration (Pp , P p ). Für p — 2 erhält man insbesondere 
sieben Punkte, die Ecken eines vollständigen Vierecks und seines Diagonal- 
dreiecks. Die drei letzteren liegen in einer Geraden. Es sind nämlich 
allgemein die Punkte oc, 1 harmonisch zu 0 und 1 + 1, nach 7. Da hier 
1 + 1=0 (mod. 2), Fällt der vierte harmonische mit dem zweiten zu- 
sammen, was obige Konfiguration (7 3 , 7 3 ) ergibt. 

Es kann also ohne Anordnungssütze allein aus dem Desarguesschen 
und Pascal sehen Satze nicht entschieden werden, ob die Konstruktion des 
vierten harmonischen Punktes einen vernünftigen Sinn hat. Überhaupt ist 
in jeder endlichen Geometrie die Anzahl der Schnittpunktsätze endlich, so 
daß die fortgesetzte Folgerung neuer Sätze nur neue logische Formulierungen 
für dieselben Tatsachen liefert. Beispielsweise gibt es in der aus TI t 
fließenden Geometrie nur den einen Schnittpunktsatz: 

8 % . „Die Diagonalpunkte eines vollständigen Vierecks liegen in einer 
Geraden.“ 

Das dualistische Korollar: „Die Diagonalen eines vollständigen Yierseits 
laufen durch einen Punkt“, beschreibt bereits keine neue Figur mehr. Alle 
weitergehenden Schnittpunktsätze sind zwar gültig, aber banal. 

9. Allgemein läßt sich über eine endliche Geometrie folgendes leicht er- 
kennen: Bei endlicher Punktezahl muß das Verfahren 1 + 1 + 1 + 1 + 1+ -*« 
einmal wieder zu 0 führen. Ist p die kleinste Zahl der Summanden, die 
0 ergibt, so ist allgemein auch a + a + a + • • • jj-mal gesetzt gleich 0, weil 
die Wahl des Punktes 1 beliebig und die Konstruktion a + a + a + • • • 
projektivisch zu 1 + 1 + 1 + 1 + *** mit den Doppelelementen 0 und cx> 
ist. 1 ) Zugleich ist auch für a + a + a + • • • die kleinste Summanden- 
anzahl, welche 0 ergibt, gleich p. 

Mithin bilden die wirklichen Punkte eine Gruppe mit der Addition als 
Operation und der 0 als Einheitselement, in der alle Elemente vom gleichen 
Grade p sind. Danach ist dieser eine Primzahl und auf Grund des 
Sylowschen Satzes der Grad der Gruppe selbst eine Potenz derselben. 
Der Fall, daß p der Grad der Gruppe selbst ist, ist in 8. behandelt. 
Ist der Grad gleich p 2 , so besteht das Zahlensystem aus allen Zahlen von der 

Form a + b^w, wobei a, h Reste von p und n quadratischer Nichtrest 
von p ist. 2 ) 

10 . Es ist wesentlich, daß auch in einer unendlichen Geometrie ganze 
Reihen von Schnittpunktsätzen degenerieren können, daß also die Annahme 
unendlich vieler Punkte auf einer Geraden die Lücke nicht auszufüllen vermag, 
die durch die Ausschaltung der Anordnungssätze entsteht. Als Beispiel 
seien die Geometrieen angeführt, die aus den Zahlensystemen IZ^(/) ent- 
stehen, welche nach dem Verfahren des § 5 aus n p gebildet werden 
können. Speziell sind in der aus II i {t) fließenden unendlichen Geometrie 


1) Auch auf Grand des distributiven Gesetzes a(l + 1 + 1 -j )=«+<* + + «••• 

2) Die Untersuchungen von Weierstraß Gött. Nachr. 1884. Nr. 10. machen 
es wahrscheinlich, daß weitere endliche Geometrien nicht existieren. 
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alle Sätze banal, die mit harmonischer Teilung Zusammenhängen, da in ihr 
der Satz S^ gilt. 1 ) 

11 . Hiermit ist die Behauptung IV am Ende des Abschnittes I naher 
erläutert und ihre Richtigkeit mit Hilfe einer künstlichen Geometrie nach- 
gewiesen: Für den Beweis eines reinen Schnittpunktsatzes sind die An- 
ordnungsaxiome überflüssig, für das Verständnis seines Inhaltes dagegen 
unentbehrlich. 


1) Man könnte sie eine Nicht-Staudtische Geometrie nennen, weil in ihr 
StaudtB Versuch, den projektiven Fundamentalsatz zu erweisen, undenkbar ist; 
oder eine Nicht- Hilbertsehe, weil in ihr Herrn Hilberts Satz nicht gilt, daß 
jeder ebene Schnittpunktsatz aus dem Pascalschen und Desarguesscnen her- 
geleitet werden kann; denn dies trifft für den Satz S t nicht zu. 
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14. Sitzung am 25. Februar 1903. 

Vorsitz: Herr Kn es er. 

Anwesend: 34 Herren. 

Wissenschaftliche Mitteilungen : 

Herr Kötter: Über eine mechanische Aufgabe aus dem Gebiete der 
M ark scheidek unst. 

Herr Wallenberg: Referat über neuere Literatur: Über die Zusammen- 
setzung und Zerlegung homogener linearer Differentialausdrücke [Arbeiten 
von E. Landau, Journ. f. Math. 124; A. Loewy, Leipz. ßer. 1902, Gott. 
Ber. 1902, Math. Ann. 56; G. Wallenberg, Arch. d. Math. u. Ph. (3) 4]. 

An der Diskussion beteiligen sich die Herren: Knoblauch, Kötter, 
Rothe, Schneider Skutsch. 

15. Sitzung am 25. März 1903. 

Vorsitz: Herr Kneser. 

Anwesend: 35 Herren. 

Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Rothe: Über den Invariantenbegriff in der Differentialgeometrie (s. u.). 

Herr Reichel: Über die Definition des Irrationalen. 

Herr Zühlke: Über die symmetrische Wiederholung von Kreisbogen- 
dreiecken. (Vgl. Programmbeilage der Oberrealschule zu Charlottenburg, 
Ostern 1903: P. Zühlke, Über die Vervielfältigung von Kreisbogendreiecken 
nach dem Symmetriegesetze). 

An der Diskussion beteiligen sich die Herren: Faerber, Hessenberg, 
Kneser, Knoblauch, Reissner, Reichel, Rothe. 

16. Sitzung am 29. April 1903. 

Vorsitz: Herr Kneser. 

Anwesend: 30 Herren. 

Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Kötter: Der Satz von Castigliano und seine Bedeutung für 
die Elastizitittstheorie. 

Herr Steinitz: Zur Determinantentheorie (s. u.). 

An der Diskussion beteiligen sich die Herren: Hessenberg, Kneser, 
Kötter, Rothe, Schur, Steinitz. 
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17. Sitzung am 27. Mai 1903. 

Vorsitz: Herr Kneser. 

Anwesend: 28 Herren. 

Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Jahnke: Eine einfache Anwendung der Vektorenrechnung auf 
die Optik (s. nächstes Heft). 

Herr Koppe: Die Bestimmung von Näherungsbrüchen bei John Wallis 
(1G85) (s. nächstes Heft). 

Herr Jahnke verliest eine Erklärung von Herrn v. Lilienthal zur 
Note von Herrn Knoblauch: Ein einfaches System flächen theoretischer 
Grundformeln. Herr Knoblauch antwortet auf diese Erklärung (s. Archiv 
(3) 5, 289—291). 

Herr Jahnke widmet dem jüngst verstorbenen Ernest Duporcq 
Worte des Nachrufs. 

An der Diskussion beteiligen sich die Herren Koppe, F. Müller. 


Über den Invariantenbegriff in der Differentialgeometrie. 

Von Rudolf Rothe. 

In der Differentialgeometrie werden unter der gemeinsamen Bezeichnung 
„Invariante“ eine Anzahl wesentlich verschiedener Begriffe behandelt, welche, 
wie es scheint, nicht immer mit der wünschenswerten Reinheit erklärt 
werden. Die nachstehende Notiz soll nur einen Versuch zu einer syste- 
matischen Gruppierung derselben geben. 

1. Die Betrachtungen mögen von Anfang an auf einen Raum von 
n Dimensionen ausgedehnt werden; ein Stück dieses Raumes (91) werde, 
wie üblich, definiert durch die Gesamtheit aller Werte eines Bereiches, 
welche n reelle Veränderliche x a (o = i, .. ., *), die „Koordinaten“, annehmen 
können. Sind diese nicht von einander unabhängig, sondern etwa durch 
r (< n) unabhängige Parameter u { (« = l, . . ., r) funktional ausdrückbar, so 
soll die Gesamtheit der durch die n Gleichungen x a = x u r ) ver- 

bundenen Werte x a ein r-fach ausgedehntes Gebilde (X) des Raumes (91) 
genannt werden. Durch die Parameter u t wird die analytische Darstellung 
des Gebildes (X), durch die Koordinaten x a seine Lage im Raume (91) 
definiert. Seine Metrik ist durch die des Raumes (91) gegeben; nach Riemauns 
Vorgang sei ihr eine definite positive Differentialform A — 22 A ai dx a di 1 
(a, p = i, . . n) zu Grunde gelegt, in der die A ai gegebene Funktionen von 
x v sind, und die längs des Gebildes (X) die Gestalt A = 22 a ik du i du i 

(i, k = i, ..., r) annimmt, unter a ik Funktionen von w,, . . ., u r verstanden. 

Invariante der Darstellung. — Werden an Stelle der u ( neue Para- 
meter t t (* = i, ...r) in die Funktionen x a eingeführt, so ergibt sich eine 
neue Darstellung des Gebildes (X). Sei <f> eine nicht beständig kon- 
stante Funktion, deren Argumente die Koordinaten x a und ihre partiellen 
dx c* x 

Ableitungen , • • • bis zu einer gewissen Ordnung sind. Sie 
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heißt eine Invariante der Darstellung oder „Differentialinvariante des Gebildes 14 , 
wenn sie bei Einführung beliebiger neuer Parameter / t , wie dieselben auch 
gewählt werden mögen, in die formal gleichgebildete Funktion der Argumente 

($X 

x a (t n t r ) = x a (m,, . . tt r ), — • . . . übergeht; mit anderen Worten, 

ct/g 

wenn ihre Gestalt von der willkürlich anzunehmenden Darstellung des 
Gebildes unabhängig ist. 

Außer der Voraussetzung r < n ist für die Existenz solcher Differential- 
invarianten nur die Annahme notwendig, daß die Funktionen x a (u 1} . . u r ) 
mit Ableitungen bis zu einer gewissen Ordnung behaftet und von einander 
funktional unabhängig sind. 

Invariante der Bewegung. — Der Begriff der Lagenänderung (Be- 
wegung) des Gebildes (X) im Raume (91) bedarf besonderer Definitionen, 
welche mit den Voraussetzungen eng verknüpft sind, die der Geometrie von (91) 
zu Grunde gelegt werden. Man kann die Bewegung definieren durch eine funk- 
tional vorgeschriebene Koordinatentransformation x a — <p a (xi, . . ., x’ H j Ci, C*, . . .), 
wo die cp it gegebene Funktionen ihrer Argumente, x[ y . . ., x' n die neuen 
Koordinaten des Gebildes (X) und c, , ... von den Koordinaten, aber 

nicht notwendig von einander unabhängige Bewegungsparameter sind; einem 
bestimmten Wertsystem der letzteren entspricht eine bestimmte Lagen - 
änderung des Gebildes. Eine Funktion <t> der oben angegebenen Argumente 
heißt, ihre Existenz vorausgesetzt, eine Invariante der Bewegung, wenn sie 
bei Einführung neuer Koordinaten #i, . . ., x n vermöge der vorstehenden 
Gleichungen, wie auch die Werte der Bewegungsparameter gewählt werden 

dx" a 

mögen, in die formal gleichgebildete Funktion der Argumente x*, — - , . . . 

cu { 

übergeht; mit anderen Worten, wenn ihre Gestalt von der willkürlich an- 
zunehmenden Lage des Gebildes unabhängig ist. 

Solche Invarianten der Bewegung existieren nur bei spezieller Wahl 
der Funktionen (p a , im besondem, w T enn der Bewegung die linearen 
Gleichungen x a = c a -f 'Scq jx'i (<*,/* — i, . ..,«) zu Grunde gelegt werden, 

fl 

unter c a i n 2 Koeffizienten einer orthogonalen Substitution verstanden. 
Auf Gleichungen dieser Form ist bekanntlich die allgemeinste Be- 
wegung der Räume konstanten Riemannschen Krümmungsmaßes zurück- 
zuführen. 

Invariante der metrischen Kongruenz. — Ist A — du, dth. 

i k 

0 ', k = i, .. ,,r) die Differential form der Metrik eines im Raume (91) gelegenen 
Gebildes (X), so soll ein Gebilde (X) desselben Raumes als metrisch kon- 
gruent mit (X) bezeichnet werden, w r enn es sich so darstellen läßt, daß 
seine Differentialform der Metrik mit A identisch ist. Eine Funktion O 
der oben angegebenen Argumente heißt dann eine Invariante der metrischen 
Kongruenz, wenn sie bei Einführung neuer Funktionen £ a (u 1} . . ., u r ) an 
Stelle von x a (u t , . . ., u r ), wofern jene nur ein metrisch kongruentes Ge- 
bilde darstellen, ihren Wert für jedes Wertsystem Uj, . . ., u r beibehält; 
mit anderen Worten, wenn ihr Wert von der willkürlich anzunehmenden Wahl 
des Gebildes unter allen metrisch kongruenten unabhängig isi Invarianten 
der metrischen Kongruenz existieren stets. 

4 * 
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2. Nach Festsetzung der verschiedenen Begriffe „Invariante“ ist es 
für jeden der drei genannten Fälle notwendig, auf die Aufgabe der Be- 
stimmung aller Invarianten einzugehen. 

Wenn a v . . a r irgend r verschiedene der Zahlen 1, . . ., n bedeuten 

und D(% ax , . . Xa r ) = irgend eine nicht verschwindende 

Funktionaldeterminante r ten Grades der Ableitungen erster Ordnung, so ist 




V ZD \W ■ ■ ■' *«!•) 


eine Diflferentialinvariante erster Ordnung (0 - Invariante), worin die Summe £ 
über alle verschiedenen Funktionaldeterminanten erster Ordnung sich er- 
streckt. Jede Differentialinvariante erster Ordnung ist als Funktion von 
0- Invarianten, oder, was auf dasselbe hinauskommt, als homogene Funktion 
nullter Dimension der Funktionaldeterminanten D (x a j, • . x a/ ) darstellbar. 1 ) 
Jede Differentialinvariante läßt sich durch wiederholte Bildung der in- 
varianten 0- Operation darstellen; dabei können die Argumente x l , . . ., x n 
in beliebiger Weise auftreten. 2 3 * ) 

Die Bestimmung aller Invarianten einer Bewegung ist naturgemäß nur 
für spezielle Bewegungen geleistet. Durch die Untersuchungen Lies sind 
insbesondere alle Invarianten der Bewegungen in Räumen konstanten 
Riemannschen 1 Krümmungsmaßes bestimmt. Wenn £ lt . . ., £„ den Xj, . . ., x K 
hinsichtlich dieser Bewegungen kogredient sind , welche der Einfachheit 
wegen als euklidisch angenommen werden mögen, und y a — x a — gesetzt 
wird , so ist jede Funktion von p == y{ • • •+ eine Invariante der 

euklidischen Bewegung, und umgekehrt jede nur von y ly ... x y n abhängige 
Invariante der euklidischen Bewegung ist als Funktion von q darstellbar. 5 ) 


1) Beim Beweise dieses Satzes (Crelles Journal Bd. 125, S. 241 ff.) ist von 
den Relationen zwischen den Determinanten einer Matrix Gebrauch gemacht und 
dabei auf eine darauf bezügliche Arbeit des Herrn Vahlen (ebendas. Bd. 112, 
S. 306 ff.) verwiesen worden. Es finden sich diese Relationen aber schon eine 
Reihe von Jahren früher vollständig entwickelt in einer Abhandlung des Herrn 
Hamburger (ebendas. Bd. 100, S. 390 ff ), eine Tatsache, deren Kenntnis ich 
einer brieflichen Mitteilung des Herrn Hamburger verdanke. 

2) Ein spezieller Fall (für r = 1 und falls (91) ein euklidischer Raum ist) 
dieses Satzes ist der von Herrn Zermelo gefundene, nach welchem sich alle 
Differentialinvarianten („Osculationsinvarianten“ in der Bezeichnung des Herrn 


Zermelo) einer Kurve als Funktionen der Argumente x a , 
drücken lassen. 


dx a d'x„ 
ds 


aus- 


3) Der Li e sehe Beweis dieses Satzes verlangt, daß die n* Drehungspara- 
meter c a p vermittels der von Euler und Cayley angegebenen Formeln durch 

in(n — 1) Größen rational ausgedrückt werden. Von dieser Bedingung wird 

man frei, wenn man beachtet, daß durch das Bestehen der beiden Relationen 


Va =*2 c a 
fl 



y'ß =2 c „riy a 

a 
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Ist i\ a irgend ein dem System y a hinsichtlich der Drehung kogredientes 
System und tf = -f • • • + y n Vn' x ““ vl + • • • + »?*, so ist jede Funk- 
tion der Argumente p, o, t und nur eine solche eine Invariante der eukli- 

CX a G*X a 

dischen Bewegung. Die Größen g ~~ » * • • haben die Eigenschaft 

der Kogredienz mit y n . Wenn also eine Invariante 0 der euklidischen 

c x a 

Bewegung die Argumente x a1 . . ., aber keine mit x a kogredienten 

Größen enthält, so ist sie von .r,, überhaupt unabhängig und nur 

^ ,dx a dx a 

eine Funktion der Größen E (k ^ , . . . Das Entsprechende gilt 

von den Invarianten der nichteuklidischen Bewegung. 

Alle Invarianten der metrischen Kongruenz erhält man, weil die 
metrisch kongruenten Gebilde eine gemeinschaftliche Differentialform der 
Metrik A = EZ a ik du i du k besitzen, als Funktionen der Koeffizienten a ik dieser 
Form und der Ableitungen derselben. 

3. Es kann der Fall eintreten, daß eine Funktion 0 der angegebenen 
Argumente gleichzeitig zwei oder alle drei der im vorstehenden auseinander- 
gesetzten Invarianteneigenschaften besitzt. Für die Räume konstanten 
Krümmungsraaßes sind sogar die Invarianten der metrischen Kongruenz 
allemal Invarianten der Bewegung. 

Nun sei zunächst 0 eine Differentialinvariante der metrischen Kongruenz, 
d. h. gleichzeitig eine Invariante der Darstellung und der metrischen Kongruenz. 
Zu solchen Invarianten gelangt man bei Einführung des Begriffs der Biegung. 
Ist A = EZ A ai (x if . . ., x H ) dx a dx i =» 2Za ik (u ly . . ., u r )du.du k die 
Differentialform der Metrik eines im Raume (3t) gelegenen Gebildes (X), 
so wird ein Gebilde (X) desselben Raumes als Biegungsgebilde von (X) 
— metrisch äquivalent mit (X) — bezeichnet, wenn seine Differential- 
form der Metrik mit A äquivalent ist. Die Aufgabe, alle Systeme von 
je n Funktionen x a (t l1 . . ., f r ) der Art zu bestimmen, daß die Differential- 
form A =* 2ZA eti (i l> . . ., x^)dx a dx* — ZZa ik (t l} . . ., t r )dt i dt k mit A 


die Bedingung der Orthogonalität des Systems c n i genau ausgedrückt ist. Wenn 
nun f (y x , . . ., y n j eine Invariante ist, so folgt aus dem Bestehen der Gleichung 
f(y v . . ., y n ) = f{y[t • * > , y^ und den vorstehenden Relationen die Gleichung 



und wegen der vorauszuaetzenden Stetigkeit der Bewegung die infinitesimale 



wo die fortgelassenen Glieder mit der Annäherung von y' a an y a von höherer als 

der ersten Ordnung verschwinden, eine. Gleichung, die nur bestehen kann, wenn 
der Klammerausdruck für jeden Wert von a und ß verschwindet, d. h. wenn 
f (Yj , . . . , y B ) eine willkürliche Funktion des Arguments p = y\ -+-••• -f- y\ ist. 
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äquivalent ißt, wird als das Biegungsproblem bezeichnet. Eine Funktion <fi 
der oben angegebenen Argumente heißt eine Biegungsinvariante, wenn sie 
bei Einführung neuer Funktionen x a (t t , • . t r ) an Stelle von x a (u l , . . ., w r ), 
wie dieselben auch den Bedingungen des Biegungsproblems entsprechend 
gewählt werden mögen, in die formal gleichgebildete Funktion der Argumente 
dSb a 

x a (t „..•>/>), ••• übergeht; mit anderen Worten, wenn ihre Gestalt 

von der willkürlichen Wahl des Gebildes (X) unter allen Biegungsgebilden 
unabhängig ist. Weil die DiflFerentialform A = ££A a p dx a dx i die Eigen- 
schaften einer Differentialinvariante besitzt, so fällt der Begriff der Biegungs- 
invarianten nach dem Vorstehenden zusammen mit dem formentheoretischen 
Begriff der Invarianten einer quadratischen Differentialform. Bekanntlich 
gibt es keine eigentlichen Biegungsinvarianten erster Ordnung, sondern nur 
Kovarianten, d. h. Funktionen invarianten Charakters, welche außer den 
Koordinaten und ihren Ableitungen noch mindestens eine willkürliche 
Funktion <jp(u t , . . ., u r ) und deren Ableitungen enthalten. 1 ) Die einfachste 
Biegungsinvariante ist von zweiter Ordnung und die Gaußsche Invariante 
der Form. Hat der Raum (0t) konstantes Krümmungsmaß, so ist die 
Gaußsche Invariante der Diiferentialform der Metrik des Gebildes (X) 
gleichzeitig Invariante der Darstellung, der metrischen Kongruenz und der 
Bewegung. 

Zweitens sei <t> eine Differentialinvariante der Bewegung. Wenn das 
Krümmungsmaß des Raumes (0t) konstant ist, so kann mindestens für die 
erste und zweite Ordnung stets je eine quadratische Differentialfonn kon- 
struiert werden, deren Koeffizienten Invarianten der Bewegung sind und die 
den Charakter einer Differentialinvariante besitzt; daher ist auch unter der 
gemachten Annahme der Begriff der Differentialinvariante der Bewegung 
von dem formen theoretischen Begriff der Invariante einer quadratischen 
Form oder der Simultaninvariante mehrerer Formen nicht verschieden. Die 
Invarianten einer Form sind den Biegungsinvarianten gleich oder gleichgebiid . 

Diese übliche formentheoretische Methode der Untersuchung für die 
Differentialinvarianten der Bewegung hat aber, worauf nochmals hingewiesen 
sei, die Konstanz des Krümmungsmaßes des Raumes (01) zur Voraussetzung. 
Ob die Methode auch für andere Räume anwendbar ist, bedarf einer be- 
sonderen Untersuchung und wird wesentlich von der Definition der Be- 
wegung abhängen. 

Charlottenburg. 


1) Die Bezeichnung Biegun^sinvariante wird Herrn Weingarten verdankt, 
die entsprechende Biegungskovariante Herrn Knoblauch. 


v 
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Über die linearen Transformationen, welche eine Determinante in sich 

überführen. 

Von Ernst Steinitz. 


Sind u ik (»', *=»i, . . *) « 8 unabhängige Veränderliche, so ist die Deter- 

minante | u ik j eine Form n ten Grades derselben. Werden die « 8 Elemente 
einer linearen Transformation mit konstanten Koeffizienten und nicht ver- 
schwindender Determinante unterworfen 



u 


ik 



v, 


Im > 


(l , k , ly 171 = 1 | n) 


so geht die Form in eine Form «ten Grades der Veränderlichen v ik über. 
Es sollen nun aus der Gesamtheit aller Transformationen (l) diejenigeu 
aufgesucht werden, welche die Determinante | u ik |, abgesehen von einem 
konstanten Faktor, in sich transformieren, d. h. die Gleichung 

( 2 ) K*l = 


nach sich ziehen, worin p eine Konstante bedeutet. Dabei sollen zwei 
Transformationen, deren Koeffizienten sich nur um einen konstanten, d. i. von 
i, k, /, m unabhängigen Faktor unterscheiden, nicht als verschieden an- 
gesehen werden. 

Das Multiplikationstheorera der Determinanten führt auf derartige 
Transformationen. Sind nämlich v ik (<',*=■ l , ...» *•) unabhängige Variable, 
a ik und b ik («', * = t, . . ., *) Konstanten, sind ferner die Determinanten | a ik j = A 
und b ik — B von Null verschieden, und bildet man nach der gewöhnlichen 
Kompositionsregel für quadratische Systeme 


Ou) • 0 ik) = (2 a u * "<*)> ( v u) • (t>a) = 

\=*i / \»=»i 7 


so ist, 

wenn noch 


(3) 


u ik=12 a ir v ik 

i 

bezw. 


(4) 

gesetzt 

wird, 

U ik ~^i b mk ' V im 
m 


1 u ik 1 

= Ä • 1 v ik 1 bezw - 1 «<* 1 = • 1 


• •, ») 


d. h. die Transformationen (3) und (4) führen die Determinante j u ik j in 
sich über. Daß ferner die Determinanten der Transformationen (3) und 
(4) von Null verschieden sind, erkennt man aus der Auflösbarkeit dieser 
Gleichungen nach den v ik , auch sieht man leicht, daß diese Determinanten 
die Werte A” und B n haben. 

Die Gesamtheit aller Transformationen (3) bildet eine Gruppe C! \ 
ebenso die Gesamtheit aller Transformationen von der Form (4) eine Gruppe 
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G". G' und G" erzeugen eine größere Gruppe G von Transformationen 
der Determinante in sich. Jede Transformation von G hat die Form 

(5) u ik ~ J£ a u' b mk - v lm (f,i, i,b» = i,...,«) 

Im 

und ergibt sich durch Zusammensetzung einer Transformation (3) mit einer 
Transformation (4). Dabei können zwei verschiedene Zusammensetzungen 
nicht zu derselben Transformation (5) führen. Denn sollen die Trans- 
formationen 

U ik ^2 a il • b tnk • *’,m und U ik —JOpifbmk-Vtm 

l III l tn 


mit einander identisch sein, also Gleichungen von der Form 

fljj ' = Q ’ fl»/ ’ bmk (i, 1, I, w = 1, . . ., «) 


bestehen, und sind etwa die Elemente a und b rt von Null verschieden, 
so folgt aus den letzten Gleichungen, wenn noch 


gesetzt wird, 







<*»/ t 


(• t k f I f Th 5 = 1 1 . • • , *) 


wo o und t von i, k, l, tn unabhängig sind. 

Mit den Transformationen (5) sind aber (für n > l) nicht alle Trans- 
formationen erschöpft, welche die Determinante invariant lassen. Offenbar 
nämlich gehört zu den letzteren auch die Transformation 

Wjj = Vjj , Oi ^ = 1 1 • • • i ■) 

und man erhält, wenn mau jede Transformation (5) mit ihr zusammensetzt, 
noch die Transformationen 

(6) u ik — • b lk • v lm . (*, *, i, m =» l, . ... ») 

Im 


Dieselben sind von den Transformationen (5) durchaus verschieden. Die Identität 
zweier Transformationen u ih . — Va ; , • • v,„ und u st = ^Sa', m ■ bj k • t>,„ 

Im l m 

würde sich nämlich in den Gleichungen 

fljj * k Q * fl ,' m ' bi h (i, i, I, in = 1, . . n) 


aussprechen, und man könnte, weil | fl <{ i 4* 0 , | 6/* | 0 ist, für irgend ein 

beliebiges l noch i und k so bestimmen, daß a {l =4” 0 , b'u =4= 0 wird. Dann 
würde für ein j ^ i aus 


folgen : 


a n ‘ b mk — 9 ’ a "n • ö/* und fl , • b mk = p • üj m • b lk ("» = 



a 


Ji 


e b: 


lk 



JV» 

9 t>l* 


9 • Vk 


a 


il 


®i rn 
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also 


a 


y w 


a n 

a u 


a, 


m » 


(m = 1, . . n) 


was mit der Annahme , o/* J 4* 9 unvereinbar ist. 

Wir werden aber zeigen, daß durch (5) und (6) alle Transformationen 
dargestellt werden, welche die Determinante in sich überführen: 

Theorem: Wenn eine Transformation von nicht verschwindender Deter- 
minante 

( 1 ) U ik c\J • V lm o, k, l, m=l, . . n) 

Im 

die Gleichung 

( 2 ) K*l = ek*l 


zur Folge hat , so sind die Koeffizienten entweder von der Form 


( 7 ) 


,«*> 

'Im 


a il * b mk 


oder von der Form 

( 8 ) 


l m 


= 

im 



Bevor wir den Beweis allgemein führen, geben wir für den Fall « = 2 
eine geometrische Interpretation. Deutet man in diesem Falle w n , m 12 , w 21 , 
m 22 als homogene Koordinaten der Punkto des Raumes, so stellt die Deter- 
minante m u • w 22 — w, 2 • w 21 , gleich Null gesetzt, eine allgemeine Fläche 
zweiten Grades F dar, und die Transformationen, welche die Determinante 
invariant lassen, werden zu Kollineationen, welche die Fläche in sich über- 
führen. Es seien R x und if 2 die beiden Regelscharen von F. Eine ein- 
fache Überlegung zeigt alsdann, daß durch die Gruppe G' der Kollinea- 
tionen (3) unter den Strahlen der einen Regelschar, etwa 7f, , alle möglichen 
projektiven Vertauschungen hervorgerufen werden, während jeder Strahl der 
Schar 7tf 2 an seinem Platze bleibt. Bei den Kollineationen (4) (Gruppe G") 
verhält es sich natürlich umgekehrt. Daraus folgt dann, daß die aus G' 
und G " kombinierte Gruppe der Kollineationen (5) alle Kollineationen 
umfaßt, welche jede der Regelscharen R u lt 2 in sich überführen. Außer 
diesen kann es aber nur noch solche Kollineationen geben, welche ll x mit 
vertauschen; und da alle diese Kollineationen sich durch die Kombination 
einer von ihnen mit den sämtlichen früheren ergeben, so müssen sie 
alle durch (6) dargestellt werden. Damit wäre der Beweis für n — 2 
geführt. 

Es liegt nahe, auch den Beweis des allgemeinen Falles in geometrisches 
Gewand zu kleiden, doch ziehen wir eine algebraische Behandlung vor. 

1. Wenn irgend eine homogene Form TJ von Variabelen u durch lineare 
Transformation von nicht verschwindender Determinante in eine homogene 
Form V von Variabelen v übergeführt wird, so werden die nach den v ge- 
nommenen partiellen Ableitungen einer bestimmten Ordnung r der Form V 
homogene lineare Funktionen der nach den u genommenen partiellen Ab- 
leitungen derselben Ordnung der Form U ; und umgekehrt. W enu also für 


I 

i 
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irgend ein Wertsystem u bezw. v alle partiellen Ableitungen rter Ordnung 
von U bezw. V versehenden, so müssen für das entsprechende Wertsystem 
v bezw. w alle partiellen Ableitungen rter Ordnung von V bezw. V ver- 
sehenden. Wir wenden diese Überlegung auf unseren Fall an, in welchem 
U = | V=<>-jr a | (*', * = i, . ... ■) ist. Hier sind nun die partieller 

Ableitungen rter Ordnung von V bezw. V nichts anderes als die SoH- 
determinanten (n — r) ten Grades aus dem System (« lt ) bezw. die mit o 
multiplizierten Subdeterminanten ( n — r) ten Grades aus dem System (r a i 
Wenn also tür ein Wertsystem (u {4 ) alle Subdeterminanten eines bestimmter 
Grades verschwinden, so verschwinden für das entsprechende Wertsystem 
(p i4 ) alle Subdeterminanten desselben Grades; und umgekehrt Es gilt 
also der 

HUfssatz I. Wenn eine Transformation (l) die Gleichung (2) nach sei 
zieht, so haben je zirei einander vermöge der Transformation entsprechend' 
Systeme (u ik ) und (p i4 ) gleichen Rang. 

2. Wir fassen nun alle und nur die Systeme (r i4 ) ins Auge, dem 
Rang gleich Eins ist. Wir erreichen diesen Zweck, indem wir 

(9) r ik = v[ • r*' <«, 4 = 1,...,*. 

setzen, wo die r' und r" unabhängige Variabele sind mit der einziges 
Einschränkung, daß weder alle r' noch alle v" gleichzeitig verschwinden 
Denn nicht nur ist jedes System (r/ • r* ) vom Range Eins, sondern es kann 
auch umgekehrt jedes System vom Range Eins in dieser Form dargestellt 
werden. Vermöge (1) und (9) werden jetzt die ti i4 bilineare Formen der 
r' und p" nämlich 

i 

'"V * (• • •• 

M. t = c,_ ‘ r t - r« . o. 4, i, » = i, .... . 

Im 

I 

Aus Hilfssatz I folgt erstens . daß die durch die Gleichungen 1 10) in Ab- 
hängigkeit von einander gesetzten u ik nur mehr fähig sind, quadratisch? 
Systeme vom Range Eins darzustellen, aber auch zweitens, daß sie fäbg 
sind, jedes quadratische System vom Range Eins darzustelien. Aus des 
zweiten Umstande ergibt sich, daß keine der n : Biiineartbrmen identisch 
verschwindet, und daß je zwei von ihnen wesentlich, d h. nicht nur um 
einen konstanten Faktor, verschieden and. 

Es sei i =*= j, k 4= /. Da das Svstem (« it ) der durch 10 1 definierten 
Bilinearformen vom Range Eins ist, so folgt 

I 

= 0 oder u ik - «*„ = »«- «*,*- 

*•,**,»' 

Die bilineare Form u ik kann nicht irreduzibel sein: denn sonst müßte sie rufolg* 
der letzten Gleichung in oder in u ti aufgehen, also mit w u oder u. k . voa 
einem konstanten Faktor abgesehen, übereinstimmen. W ir erhalten demnach: 

HUfssatz II. lUcn» die Transformation d'» die Gleichmng 2« «ad 
sich zieht, so sind die durch ( 10) definierten b<ltnearm Firmen samtitd 
zerlegbar. 
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3. Eine zerlegbare Bilinearform der Variabelensysteme v und v" ist 
das Produkt aus einer linearen Form der v' und einer linearen Form der 
v"\ diese Formen sind bis auf einen konstanten Faktor bestimmt. Es stelle 

«ii — «l • «r 


die Zerlegung von u n dar, dergestalt, daß u[ Linearforra der v\ u% Linear- 
form der v " wird. Aus Uj • U\ • «22 — «11 • «22 — «12 • «21 folgt, daß von 
den beiden Linearformen ui, ui' die eine in «12, die andere in u sl aufgehen 
muß. Es sind also zwei Fälle möglich: 

Erster Fall: u[ geht in u[' in t/21 auf. 

Zweiter Fall: «/ geht in u 21 , u'\ in auf. 

Wir behandeln den ersten Fall. Hier können wir setzen: 

«12 = ui • u», u 21 = «2 • u[\ 

wo ui' und «a lineare Formen der v" bezw. v’ und von ui' bezw. u[ 
wesentlich verschieden sind, weil t/ n von « 12 und wesentlich verschieden 
ist. Aus den letzten beiden Gleichungen und aus «n = ui • ui folgt als- 
dann noch 

t in 

«22 = «2 ‘ «2 • 


Betrachtet man nun für i > 2, Ä; > 2 die Gleichungen • w f2 = • u (l 

und w n • u^ k — Mj, • u lk , welche nach Division durch ui bezw. ui' die Form 
ui ’ • u,2 = «2 • «fi bezw. ui • = uiu ik annehraen, so folgt, daß Un durch 

ui', «1* durch ui teilbar ist, und man kann 

«fl = Ui • «r, «lt = ui • U k (', * = S, .. ., n) 

setzen, wo ui und u k lineare Formen der v' bezw. der v" sind. Endlich 
hat man ui • ui' • u, * = «11 • «,* = u,i • «1* = «/ • u'\ • ui • u k und somit 
ganz allgemein die Gleichung 

(11) Un = ui • u' k . (»•,**= 1, . . ., n) 

Da (u ik ) jedes System vom Range Eins darstellen kann, so sind 

«H — «1 ‘ «T, «21 = «2 • «l\ «»1 — Un * «l' 

und daher auch 

1 r 1 

«1 > «2 » • • •> «n 

beliebiger « Werte fähig. Es sind daher die Linearformen ui, ui, . . ., ui, 
und aus gleichem Grunde die Linearformen ui', ui', . . ., ui,' von einander 
unabhängig. Ist also 

(12) «1 == ^j'rt| ( Vi , U k === ^S b m k V , ( ! > b 

/ m 

so sind die Determinanten a ti | und von Null verschieden. Aus (ll) 

und (12) folgt 

(13) U ik l';/, , (i, 1, /, r« = 1, . , ») 

Im 
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und die Vergleichung von (10) und (13) ergibt, daß die Koeffizienten 

die unter (7) angegebene Form haben. 

Ganz ebenso erhält man in dem zweiten der oben angegebenen Fälle 
Gleichungen von der Form 

(14) Un — ui • u/\ («'. * = l, . . 

wo die u und u" dieselbe Bedeutung haben wie oben. Hier hat man nun 

(15) Mi , U( * V m (•> *, l t m “ L •••» *) 

l tn 

zu setzen, um aus (14) und (15) 

(16) Uik =^a im • bik • v[ - Vn = 

Im 

zu erhalten und aus der Vergleichung von (10) und (16) die unter (8) 
angegebene Form der Koeffizienten zu konstatieren. 

Damit ist der Nachweis des Theorems erbracht. 

Beim Durchsuchen der Literatur fand ich das Theorem nur von 
S. Kantor (Sitzungsber. d. math.-phys. Klasse d. Akad. d. Wiss. zu 
München 1897, S. 370) angegeben mit der Bemerkung, es sollte auf den 
ersten Seiten jedes Lehrbuches der Determinanten stehen. J. Schur machte 
mich darauf aufmerksam, daß es auch bei Frobenius (Sitzungsber. d. Akad. 
d. Wiss. zu Berlin, 1897, S. 1011) vorkommt. 
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POLITISCHE ABITHMETIK 

ODER 
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DES TÄGLICHEN LEBENS 

VON 

MORITZ CANTOR 

ZWEITE AUFLAGE 

[X u. 156 8.] 8. 1903. In Leinw. geb. n. 1.80. 

Seit einer langen Reihe von Jahren halte ich jeden Winter 
an der Universität Heidelberg eine zweistündige Vorlesung für 
Kameralisten, welche unter dem Namen der Politischen 
Arithmetik angeküudigt wird. Oft befragt, ob ich ein Buch 
über diesen Gegenstand empfehlen könne, mußte ich immer ver- 
neinend antworten, nicht als ob kein Werk über politische 
.Arithmetik im Drucke erschienen wäre, aber weil keines alles 
enthält, was ich in jenen Vorlesungen behandle. Ich entschloß 
mich, die allmählich entstandenen Vorlesungsnotizen zu ver- 
öffentlichen, und während ich sie zur Herausgabe vorbereitete, 
kam ich zur Vermutung, das so entstehende kleine Buch möchte 
auch über den engen Kreis kamcralistischer Leser hinaus ein 
wirkliches Bedürfnis zu befriedigen imstande sein. 

Heutzutage wird es fast für jedermann notwendig sein, 
etwas von den Rechnungsweisen des auf Kauf und Verkauf sich 
beschränkenden Börsengeschäftes zu verstehen, so entbehrlich, ja 
so schädlich unter Umständen die Kenntnis derjenigen Geschäfts- 
formen sich erweisen kann, welche dem Börsenspiele eigentüm- 
lich sind. In diesem Büchlein findet der Leser Auskunft über 
das eine unter absichtlicher Vermeidung des anderen, es sei denn, 
daß man das Promessengeschäft als Börsenspiel betrachte, welches 
vielmehr eine Abart der Lotterie ist. Gemeinde- und Staats- 
verwaltung lassen es wünschenswert erscheinen, etwas von der 
Aufnahme und Heimzahlung von Anlehen zu wissen. Hier sind 
diese Dinge behandelt. Das Versicherungswesen ist in den 



Vordergrund des modernen Lebens getreten. Ich glaube kaum, 
daß man sich anderwärts darüber in so gedrängter Kürze Aus- 
kunft verschaffen kann wie hier. Bei manchen von den be- 
handelten Gegenständen ist eine Beziehung auf das binnen kurzem 
in Rechtskraft tretende Bürgerliche Gesetzbuch für das Deutsche 
Reich erforderlich. Ich erfülle eine mir angenehme Pflicht, 
indem ich meinen Sohn, Rechtsanwalt Dr. Otto Oantor in 
Karlsruhe, als meinen kundigen Ratgeber und Mitarbeiter nach 
dieser Richtung nenne. Logarithmisches Rechnen ist nicht jeder- 
manns Sache. In einem Anhänge finden sich ausgerechnete 
Tafeln von 1,0/)" und 1,0/)"” für die drei gegenwärtig üblichsten 
Zinsfüße 3, 3^ und 4 Prozent über sämtliche Jahre von « = 1 
bis n =100, so daß Logarithmen fast überall entbehrlich 
werden. Ein solcher Inhalt rechtfertigt vielleicht meine oben 
ausgesprochene Vermutung. 

Zweierlei Bedingungen waren allerdings zu erfüllen, wenn 
mein Buch seinem erweiterten Zwecke sollte genügen können. 
Es mußte lesbar geschrieben, es mußte zu verhältnismäßig nied- 
rigem Preise käuflich sein. In letzterer Beziehung hat das 
Entgegenkommen der Verlagsbuchhandlung wohl das überhaupt 
Mögliche geleistet. Darüber zu entscheiden, ob ein lesbares 
Buch vorliegt, ist Sache des Lesers, nicht des Verfassers. Ich 
kann nur sagen, daß ich mir redliche Mühe gegeben habe, ver- 
ständlich zu bleiben, wenn der Gegenstand es auch mit sich 
brachte, daß mathematische Formeln nicht überall vermieden 
werden konnten. Eingestreute Beispiele dienen zu deren Er- 
läuterung, so daß sie, wie ich hoffe, dem nichtmathematischen 
Leser kein unübersteigliches Hindernis bieten werden. Überdies 
besteht zwischen den einzelnen Kapiteln ein verhältnismäßig loser 
Zusammenhang, so daß man über Unverstandenes hinwegeilend 
bald wieder zu leicbtereu Gegenständen gelangt. Mathematische 
Leser aber, Lehrer an Mittelschulen z. B., welche in der Lage 
sind, mit ihren Schülern Zinseszins- und Wahrscheinlichkeits- 
aufgaben zu behandeln, werden die verhältnismäßige Breite 
meiner Darstellung sowie die nicht überall vollkommene strenge 
Beweisführung zu entschuldigen haben. Alle Leser zu befriedigen 
ist unmöglich, und darum glaubte ich eine Vermittlung zwischen 
einander vielfach widerstreitenden Neigungen anstreben zu müssen. 

Heidelberg, Oktober 1898. 


— 3 — 

Wenn ich dem Gebrauche folgend auch der zweiten Auf- 
r läge dieses kleinen Buches ein Vorwort vorausschicke, so kann 
' ich mich verhältnismäßig kurz fassen. Der Zweck des Buches 
| ist der gleiche geblieben wie in der ersten Auflage und wird 
I mit den gleichen Mitteln wie damals gegen Ende 1898 an- 
[ gestrebt 

Allerdings sind im einzelnen manche Veränderungen ein- 
[ getreten. Nicht nur, daß verschiedene Zahlenirrt ümer Ver- 
j besserung fanden, haben neue landesgesetzliche und reichsbehörd- 
| liehe Anordnungen eine Umarbeitung einzelner Paragraphen nötig 
[ gemacht. Ich erinnere an das Badische Feuerversicherungsgesetz, 
i an die Erhöhung der Börsenumsatzsteuer, an die Vereinheit- 
lichung der Deutschen Börsenübungen von 1899. Eine ähnliche 
Folge hatte der zur gleichen Zeit vollzogene Übergang der 
großen Deutschen Lebensversicherungsanstalten von den mit 
| Verzinsung berechneten Tarifen zu solchen, welche nur 

3% in Rechnung bringen, nebst anderen Satzungsänderungen 
der Karlsruher Lebensversicherungsanstalt, für deren liebens- 
würdige Mitteilung ich Herrn Emil Walz meinen besonderen 
Dank auszusprechen habe. 

Es entspricht der Natur des Gegenstandes, daß ein Buch 
, wie das vorliegende immer nur einen Anspruch auf allgemeine 
Richtigkeit des Inhaltes befriedigen kann, während Einzelheiten 
I ohne Verschulden des Verfassers der Abänderung ausgesetzt 
. bleiben. Als ein sprechendes Beispiel erwähne ich die in den 
§§ 9, 19, 29 vorkommende Österreichische 4^% Silberrente. 
Sie sieht, wie während des Druckes der letzten vier Druck- 
| bogen bekannt wurde, baldiger Einziehung entgegen, und so- 
. bald diese erfolgt ist, wird es notwendig sein, die Rech- 
nungen der erwähnten Paragraphen für andere Anlehen aus- 
[ zuführen. 

Leider ist auch auf S. 107, Zeile 17 ein sinnentstellender 
Druckfehler stehen geblieben. Anstatt „das Alter von h Jahren“ 

, ist zu lesen „das Alter von h -f- 1 Jahren“. 

;Was die Ausstattung des Buches betrifft, so werden die 
Käufer gewiß ebenso wie der Verfasser es dankbar anerkennen, 
i daß die Verlagshandlung zu einem für die Augen angenehmeren 
Druck übergegangen ist, ohne den sehr mäßigen Preis zu 

erhöhen. 

• 

Heidelberg, Februar 1903. 

Moritz Cantor. 
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B. 6. Ceubner & Leipzig und Berlin & JWai 1903 
In meinem Verlage ift foeben erfctncnen: 

Rechenbuch 

für die unteren Klaffen der höheren Lehranftalten 


Vorftufe zu den Huf gaben fammlungen von 

Bardey und JYfüller-Kutnewshy 

ßerausgegeben von 

J , 0 

prof. f). JNIüUer und prof. f . pietzher 


Husgabe H: für Gymnafien 

[VIII u. 244 8.| Preis: geb. Mb. 2.40. 

Husgabe B: für reale Hnftalten und Reform fchulen 

[VIII u. 274 8.] preis: geb. Mb. 2.60. 


SBei bem ^eruorragenbeit Sittcreffe, baS bic ®arbet)fdjcn 
Übungsbücher fanbcit, fehlte eS bereu ®crfaffer unb ber SSerlagS* 
buchhönbfung nicht an jahtreicheit Anregungen nuS Sehrerlreifen, 
$u ber Aufgabenfammiung eine ®orftufe hcrauSjugeben unb babiircf) 
für bie höhnen Schuten ein üottftänbigeS, non einheitlichen 



2 9Jlüflers$tcfefer, 9Rc^cn6urf). 

©efichtspunften au» entworfene» ^Rechenbuch gu fc^affcn. 
Barbet) fam jebod) nicht bagu, biejen Anregungen golge ju geben, 
unb bic wenigen AnhgttSpunfte, welche ftdj in feinem Briefwcchfd 
mit ber BerlagShattblung oorfinben, taffen titelt mit ©idjerfycit er? 
fennen, ob er emftlicf) mit bem 5 $tane umging, ein SRechenbud) für 
bie unteren $Haffeit jufammengufteflen, unb ob nur fein §infdjeiben 
if)m bie Berwirf lic^uitg einer bahingietenben Abficht unmöglich 
machte. At» e» nad) feinem $obe ber BertagShanbtung gelungen 
war, bie Herren ^ßroff. $iebter = Norbhaufen unb SßreSler? 
$aitnooer für eine Neubearbeitung feiner Aufgabenfammfung gu 
gewinnen, wanbte fid) ihr gntereffe oon neuem ber geplanten Ber? 
üoUftiinbigung ber Barbet)fd)en ÜbungSbüdjer gu. 

gaft gleichseitig mit ber ^ie^er =<ßreSterfchcn Neubearbeitung 
begann baS (Srfdjeincn be» mathematifchen Unterrichtswerf» 
uoit Brofeffor SNüner=©h ar f°Uenburg, in beffen $fan auch «n 
Nedjenbud) für bie unteren Staffen ber fjö^cren Sehranftalten t>or? 
gefehen war. $)a bie Ntüllcr?$utnewSft)fd)e ©ammtung mit ber 
neuen Bearbeitung ber Barbetjfchen in ben 3 * eien übereinftimmte, 
fo lag für bic BertagSl)Qnblung ber SBunfch aufjerorbentlich nahe, 
511 ben bcibeii ©ammlungen einen gemeinfamtn Unterbau heraus? 
gugcbeit, ber bie 11t et h ob i f d; e 11 Borgi'tge be» Barbetjfdjen SBerfeS 
mit ber Neid)t)attigfeit unb anregenben Biclfcitigfeit ber 
2Rütter?$utnew»ft)fchen ©ammtung in fid) ocreinigte, unb gur 
greube ber BertagShanbtung tarn gwifchen ben Herren ?roff. 
Biehfer unb SNütter eine ©iitigung gur Ausführung beS planes 
51t ftanbe. 

3 )em ©rgebni» ber genteinfamen Arbeit ber beiben Herren 
Berff. beehrt fid) bie BertagShanbtung bie folgenben ©eteitworte 
mit auf ben SBeg in bie Dffcuttidjfeit beigugeben: 

©in für ben Unterricht an höh crcn ©chuten beftimmte» Ncchen? 
bud) wirb bcjonbcrS b reiertei ©efid)tspun!te gu berüdfidjtigen hoben: 

1. ©rgielung einer gewiffen ©etäufigfeit im prattifdjen Nennen, 
wie fie bei ben ©ebilbeten unjerer Sage nur gu häufig 
uermifd wirb. 

2. Vertrautheit mit ber Aitwenbuug biefer Nethenfertigfeit auf 
bie Berhältniffc beS bürgertid^eu SebettS. 
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3. ©inbringenbeS VerftänbniS für bic Rechenoperationen, bic 
man babei zur Slnmenbung ju bringen hat — ein Ver^ 
ftänbnis, ba$ zugleich bem fpätcren Unterricht in ber Stritfc 
metif öorarbeitet. 

3)em erften ©efidjtSpunft mirb ba§ oortiegenbe Rechenbuch 
junächft burch feinen Stuf bau gerecht. (£3 beginnt mit fcharfer 
^Betonung ber oerfchiebenen ©tufen in unferen befabifd)eu 3 a hlen= 
gröjjen unb biefer Stbfdjnitt finbet fpäter feine gfortfeßung in bem 
Stbfdjnitt über 35ezimatzahlcn, bie al3 ©rmeiterung ber bef ab i= 
fchen 3 a ^ e * n ^ c i tcn aufgefaßt unb beim Slbfdjluß mit ben ge= 
meinen SBriichen innerlich oerfnüpft merben. VcmcrfenSmert ift 
ferner bie Stbgrenzung ber beiben erften $auptabfchnitte, üon beneit 
ber erfte ba3 Rechnen mit unbenannten unb einfach = benannten 3af)len 
unb ber jtocite ba3 Rechnen mit mehrfach = benannten 3 a h^ cn Ä um 
©egenftanb hat. Sn ber $at ift ja jungen ber ©cfjanblung ber 
einfach ; benannten unb ber unbenannten, b. h- jeber Benennung 
fähigen Salden fein innerlicher Unterfchieb, unb bie Verbinbung 
beiber ermöglicht e$, non Stnbeginn an bie Stufgaben mit anfd)au= 
lichem, ba3 Sntereffe mach hattenbem Sntjatt ju erfüllen. 

®ie$ leitet hinüber zu ber Strt, mie ber jmcite ©cfichtSpunft 
Zur (Rettung gebracht mirb. §ier biirfte ba$ oortiegenbe Rechenbuch 
burch bie gölte unb Vielfeitigfeit ber für ba3 Übungsmaterial 
herangezogenen Verhältniffe unb Vorfommniffe allen anbereu Rechen^ 
bücf)ern meit überlegen fein. Sauter Stufgaben au3 bem prafti= 
fchen Seben, bie zugleich ba^u bienen, ben ©efichtSfrciS bc$ 
fiemenben unb feine Kenntnis ber SBirftidjfeit zu ermcitern, oon 
Veifpieten für §anbmerfcrred)nuitgcn unb Aufgaben aus bem Ver= 
fehrSmefen bis hinauf zu ftatiftifchem Material aus bem ©rofj= 
betrieb alter mögtidjen Strt, SSohlfahrtSeinridjtungcn in ©taat unb 
©emeinben u. f. m.l $ireft biefem 3med bient ber Stbfdjnitt V, 
ber im übrigen eine meife Vcfdjränfung übt unb aufcer ber Prozent- 
rechnung (in 2 Stbfdjnitten: Sltlgcmeine Prozentrechnung 
unb Prozentrechnung mit Verücffidjtigung ber 3eit) nur 
noch einfache Stufgaben ber SRifchungSrcchnung bringt. £)a3 hier- 
bei üermanbte Sahlenmateriat mürbe burch zaf}freid)c Um- 
fragen bei Vertretern ber Sanbmirtfchaft, ber ©emerbe 
unb Snbuftrie unb burch birefte SRejf ungen gemonnen; feine 
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Sfliiflcr i^ßiefcfcr, 9ied)cnbudj. 


Beitufcung wirb baljer ba^u fiiljren, beit ©djüler nad) unb nadj 
mit ben augeitblidlidjeit Sebent, 5ßerfef)rö- unb (SrwerbSbebingmtgen 
befannt gtt machen. Überall finb bie erforhcrlidjctt ©adjerflärungcn 
uorangeftcllt, um baä VerftäitbniS für bie bejubelten Verljältniffc 
twrbcrciten ju Ijclfeit. 

SDent iuiterlidjen Verftäitbnis bient gteid) 5 eitig bie ©inte itung, 
bie ftctö toom leidjtereu jum fdjwercrcn fortfdjrcitcnb bie Begriffe 
im ©djiiler erwachen mtb 511m Befifs werben läjjt. ®ait$ bcfoitberS 
tritt bicö bei ber Briidjredjnung ju Sage, bie $unäd)ft burd) bic 
S3et)rtiibtiing ber SDitrifton als Umtcfjmng ber Sflultiplifation im 
erfteu .*paitptabjd)nitt unb bann im ^weiten $auptabfd)nitt (9tcdjnung 
mit m cf 'benannten Ballett) ©eltuug fommt. §ier 
wirb Bkrt baranf gelegt, bic Brudjredjmtng als SRedjituttg mit 
neuen (Siuljciten aufjufaffen, bereit Sinfütjrung bnrd) bie ©adjc 
felbft 5 ttr s Jiotweubigfeit geworben ift. gitucrljalb ber einjeliteu 
ß(bfd)ttittc ift baS auögcbe^itte Material nad) beut Vorgang ber 
SDUitters&'utnewSfpfdjcu ©ammlung ftets fo aitgeorbnet, bafj mit 
leidjtereu, für baS Äopfredjnen beftimmten Übungen begonnen wirb 
mtb bann eine giillc oon fdjwicrigcrett Aufgaben jur fd)rtfttic^cn 
93eT)aitbTnttg folgt, unb biefe 91uorbuung ift $ur rajdjen Orientierung 
beS ßeljrerS and) cittficrlid) fe mit lief) gemadjt worben. ®eit ©djluf? 
bilbett leichtere „$)eitfübungcn", bic baju bienen werben, itt ber 
inneren Vetfnftpfuttg ber ocrfdjiebcnen SRctfjcnopcrationen ©idjcrfyeit 
unb gertigteit errieten 511 tjelfeit. 

$ie einzelnen , burd) 3 al)lenbcijpiele erläuterten Regeln ftnb 
überall in flareit, leicht einprägbaren ©äpen äufatntucngefa&t, 
bei bereit gaffung jugleid) au f togifcf;c ©djeirfe befoitbcreS ©ewiefjt 
gelegt worben ift. 

Sei ber Bearbeitung be§ britteu JpauptabfdjnitteS (YL Vor- 
übungen 3 ttr Slritljmetif, nur in 51u3gabe B aufgenommen) 
waren einige ©tfpuicrigfciten ju überwiitbcit, für weldje bic furjen, 
l)ierl)cr gehörigen Vorjdjriften ber neuen Scljrpläne fcfjr wenig Slitfyalt 
boten; bcnit biefe bcfdjräufcu ftdj barauf, betn Untcrridjt in berOuarta 
ber Oberrealfdjulcn bie SlnfaugSgrünbc ber Bud)ftabentcd)nung an= 
juglicbcrn unb im übrigen für ben $cd)cmintcrrid)t auf allen l)öfjcrcn 
©djulen 31 t ocrlangeu, baft er unbefdjabet feiner cigcntlidjcn Aufgabe 
bod) jugleid) beut fpätereit aritfymctifdjen Unterricht oorarbeite. 
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tiefer Sadjoerfjalt bebiugte im allgemeinen eine 93efd)ränfung 
bcs Stoffes auf bic (Gebiete, bie an fid) im ^edjennnter- 
rid)t f e t b ft auf treten, nnb baraus ermudiS bie ©efafyr oielfadjer 
5 £ieberf)oluugeu. 3» ber 2at bringt c£ and) bie Sadjc mit fid), 
baff bie im Hbfd)ititt VI anftretenben Aufgaben fid) intjattlid) 
()äufig mit ben in ben früheren Hbfdjuittcu beljanbcltcn Hufgaben 
eng berühren. $citnod) beftef)t ein getuiffer Uuterfdjieb. ftam e£ 
im eigentlichen $Hed)cmtntcrrid)t tmrjugSmeife barauf an, möglidjft 
fcfjuelt nnb fidjer jur ßöfung ber geteilten Hufgabe 511 gelangen, 
ftanb alfo bort bas Ergebnis im ÜNittclpunft beS gntereffeS, fo 
breljt eS fid) bei ben Hufgaben beS HbfdjuittcS VI uorjugsmeife 
um ben 2 Beg ber ßöfung. 9 fid)t baS Ergebnis felbft, fonbern 
bic Hrt feiner (Srlaugung ift t)ier bic .'pauptfadjc; es gilt l)icr, fid) 
ber eigentiimlid)en Hrt beS VöfitugSmegeS bemufft 511 merben unb 
biefc Hrt beS ßöfitug 3 mege$ als eine allgemein gültige Siegel 511m 
HuSbrud 511 bringen. 

daraus entftanb aber fofort bie jmcite ©efaljr, bie beS Über- 
greifend in baS ©ebict beS cigentlid)eu, ben 9 Kittelflaffen oor- 
beljaltencu aritl)metifd)en Untcrrid)tS. ,'pier fd)ien es amedinäftig, 
biefer ©cfafyr baburd) 511 begegnen, baff überall auf bie gorm ber 
ßöfungSmegc unb bamit zugleich uamentlid) and) auf bic gönn ber 
ju bel)aubelnben HuSbriide ber .§auptmcrt gelegt mürbe. 2 >ie 
ftreuge 33 egrünbung ber aritljmctifdjen ©efepe bleibt bann bem 
eigentlichen aritl)metifd)cn Unterricht uorbepalten, bem aber hierbei 
baburd) uorgearbeitet mirb, bah fd)on uorper ber 33 licf beS SdjiilerS 
fid) gcmöfjnt, bie Hrt ber bei ber iÖebcutung ber arittymetifdjeu 
©efepe auftretenben HuSbrudSformen rafd) 511 erlernten, fo baft er 
mit größerer ßeidjtigfeit bem ©attg ber aritl)metifd)en ©emeis- 
fiifjrung folgen faun. 9 tadj einer anbern $Rid)tung t)in mar biefem 
aritl)metifd)en Unterricht jugleid) baburd) oorjuarbeiteu, baff baS 
33 emufitfcin für ben foufreteu gnfjalt ber abftraften, in ber eigeut- 
lid)cn Hrithmctif oermaitbten 3 c id)eu aufrecht erhalten unb möglid)ft 
geftärft mürbe, gür bie Erfüllung biefer Hufgabe erfd)icu eS 
Äiuedmäftig, bie einzelnen aritf)inetifd)cn gormeln, mo eS immer 
ging, an fpeäielleu 3al)lettbeifpielen 511 erläutern unb bann erft 
burd) 93 euupung ber Ü8ud)ftaben in ihre allgemein gültige gaffung 
ju bringen. 




6 9Rüfler^te|jfer, SRedjenbudj. 

liefern Söcflrebcii, beit 3uf<umucntjattg jmifdjeit bcu tfjeoretifdjen 
gornten ber Writfjmetif unb bcni praftifdjen gntjatt beS in biefeit 
gormen bejubelten ©toffeS fortmäf)rcnb feftjujlten, entfpringt 
aud) bie $injufügung beS ©d)lufjfapitel$ über bic rclatioen 
3aj cit » bie fidj oiclleidjt aud) fcf)on burd) bie (Srtoägung redjt= 
fertigt, bafj für einen öcrftänbniSöollen ©ebraudj non SluSbrudS- 
formen, mic fic jebem $iube fdjon burd) bie täglid)en $emperatur= 
augabcu geläufig fiub, ein gemiffcS Sebiirfnis bereits auf ben 
unteren ©tufen ber l)öt)ercii UnterridjtSanftatten befte^t. gür bie 
39efriebigung bicfcS ©ebürfniffeS erfdjieit eS aber jug(eid) audj au&= 
reid)enb, tocnit bei ben in S3ctrad)t gezogenen Operationen mit 
negatiocu 3 a ^ cu nid)t über bie Slbbition unb ©ubtraftion f)inau£: 
gegangen mürbe. 

$ic beibeit Ausgaben ftimnten in ben Slbfdjnitten I — V 
oöllig überein; für ifjre Trennung toar ber SSunfdj cntföeibenb, 
ben ©djületn ber Gtymnafien baS SRedjenbud) nid)t unnötig ju 
verteuern. 



ffrcicyf mplorc jur Prüfung bebufb ebent. (Einffibning lieben gern &tt 

^ienficit. ginc etwaige Cinfflfrnuifl werbe icfi auf Stinftfr burd) Stcferung 
fron ftrcieycniplaren an bic (flid^Sehrct be,y ^gefrreritinen, an arme ©tfrfltet, 
an bie etwa beftet)enbc Hnterftiifrimfl3bibliotf)ef ober in jeher fonft getpünftfiten 
Seife bcrcitioiPiflft erlcid)tern. 

Um (ine fefjr grfäUige Weitergabe an bie übrigen Herren $adjlc|rcr 
toirb gebeten. 


Vertag von B. 6. Ceubner in Leipzig. 


Dr. Z. Jaröcys 


Dr. Z. jjaröeys 


mgtftpbififi geprftnetg 
Bufoafrcnfamntlintft, 

niefjr als 8000 Aufgaben entfjalteub, über alle Xeite ber GIcmentar-Mritfjiuetif, 
toorjugSweife für ©pmnafien, SHcatgpmnafien unb Dbertcalfdjulett. ©eb. JL 3.20. 

arülimcttfdie Bufttafrgn 
ne&ff Xgftrbinft fr. Brttftinettft» 


torjugSto. f. tjöfjere Gürgerfdjuleit, iHealjdjuIcn, fjJrogpmnafieu u. SHealprogtjmnafieit. 

©ebunben JL 2.60. 

tReufcearBettungen bau $rof. fßie^ter unb fprof. fp re* ler. 

WW Sei biefer Neubearbeitung beftefjt bie Hbficht, nach Ntöglichleit bie Sortierungen ju berücf« 
richtigen , bie in ben lebten fahren aus ben ftreifen bet Sadilehrer beraub oielfach jum Huöbrucf 
flefommen jlnb, inöbefonbere auch btnfi:htll<h einet etwa* parieren Serroertung ber 'Berbdltnlfie beö 
wirtlichen ßebenä unb ber tatfdchlich ftattfiubenben Naturborgauge in ben eiiigefleibeten Aufgaben, 
»och wirb bitb möglich fein ohne mefentlicbr nuberungeit im gufchuitt ber beiben Südjcr unb ohne 
Serjicb! auf bie Storjüge, bie btefen SBerten bet um ben Schulunterricht fo oerbienten Serfaffer* Ipre 
weite Verbreitung an ben höheren Sehranftalten berfchafft haben. Namentlich wirb bafär geforgt werben, 
bafj bie gegenwärtigen Huflagcn beiber Sucher auch neben ber Neubearbeitung weiter benu&t werben 
fönnen. BW Sie urfprüngltche Raffung ber SQcher wirb aber auch felbftberftaublich junöchft neben ber 
neuen noch weiter gut Sutgabe gelangen. 


ammlnng von Aufgaben aus ber 

Irithmetik, Trigonometrie nnb Stereometrie mit besonberer Berück- 
sichtigung ber /tnvenbungen von JKüller unb KuhtßWSky. 

Slulgatit A, I. Seit: gür Otymnafien, SRealgtyntnafien unb Dberreatföuteu. 

2. Stuft gr. 8. fßreiä: geb. 2.20 JL 
II. Xeit: gfir bie oberen Stoffen ber ©tjmnafien. fßrei§: geb. 3.20 JL 
Stuögafce B, L Xeit: ftür reale Stnftattcn unb Reform faulen. 2. Stuft. 

fßreiS: geb. 2.80 JL 
n. Xeit: fßreiS: geb. 3.40 JL 

KuSgabe C: 5fir Seminare unb fprdparanbenanftatten. Gearbeitet üon 
31 Gattin unb SB. SÄaimalb. $rei3: geb. 3 JL 
©rgebniffe jur StuSgabe AI — .60 JL, 2tu3gabe B I — . 80 JL finb nur gegen 
©infenbung be8 Getragen bireft oom Gertage ju bejietjen. 

5Dle öorliegenbe, für bie Wittelflaffen bet höheren ßehranftaltcn beftimmte Sammlung enthalt 
Aufgaben für beit rechnenben Seil au« fämtlictini Gebieten be« mathematifefjen Unter» 
rieht«. 3m Wegeitfafc ju bewahrten Sammlungen, bie fleh lebiglich auf ein webiet befehtanfeu unb 
beöhalb ben (Gebrauch mehrerer Sucher nötig machen, fallö ber Sehrer nicht jurn Slltieren greifen Win, 
bringt fle neben reichlichem Übuug8fto|f für bie Hritbmetif unb bereu Hnweubungen auch auft ber Irl« 

J onometrie unb Stereometrie Hufgaben, beren SHannigfaltigfeit allen auf biefer Stufe ju peQenbeu 
nfprüdjen genügen bürfte. 

IV 3» Der mir ^gegangenen erften ^ufebrift eine« RachicfjrerS heifct c8 : 

„Iie8 Such ij», um eS Ittrj ju fagen, eine gani berborragtnbe grfcheinung in ber ueueren 
mathemotifihen pöbagogifchru Siterntnr, unb ben Herren Berfafjern tonn man ju biefer fiberoul 
gelungenen unb mührboden ffrbett nur biel Wlud Wünfcheu." 

Hulffilrliw ^rofbelte nnb Sretr(tmb(«rt |nr 'Prüfung behuf» eb. Einführung ftehen gern ju Xirnprn. 
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l)ie jVEathematik auf den yymnasien 


und Realschulen, für den Unterricht dargestellt von peinlich jffüllcr, 


Professor am Königlichen Kaiserin Augusta-Gymnasium zu Charlottenburg. 
firflcr Ccil: Die Untcrfhife. £el}raufgabc ber Klaffen (Quarta bis 
Unterfefuuba. geb. 2.50 JL 

Kusgabe A: 5ür tSYtunafieu unb progymuaficu. 2. Kuflage. geb. 1.60 JL 
Kusgabc B: 5ür reale Knjtalten unb Keforntfdjnlen. geb. 2.20 JL 
«^weiter CEeil: Die ©berftufe. Cefyraufgabe ber Klaffen ©berfefuuba 

unb Prima, geb. 5.20 JL 

Kusgabe A: 5üt (SYntnafteu uttb pregymnafien. 5.^0 JL 
Kusgabe B: 5ür reale Knftalten unb Keformfc^ulen. £ferausgegeben unter 
2Tiitir>irfung pou Klbert fjupe, ©berlefyror au ber ©berrealfdjule 3U 
Cfyarlottenburg. I. Abteilung, geb. 2.80 JL II. Abteilung, geb. 2.^0 JL 
Kusgabe C: 5ür Seminare unb präparanbenauftalten. Gearbeitet pon 
K. Galtiu unb lt>. Zllaitualb. geb. 2.20 JL 
Dr. ©illc in fehrproben unb fehrgäuge oon ^ries unb Wenge, (Dftbr. [899 : 

Das fehrroerf pon fj. Wfiller enthält beit gefamten, für höhere Skalen 
ausreidjenbeu Stoff in über fidjtlidjcr, Plarer unb egafter Darftel = 
lungstreifc . . . Der Planimetrie ift ein reichlicher nnb motjlgeorbneter 
Übuugsftojf beigegeben . . . 


B.HMiUer unb XJDteftfccr, ^ecfyenbud} für bie 
unteren Klaffen ber fyöljeren Cefyranßalten. 
Kusgabe A: ^ür <5ymnaften. [VIII u. 244 S.] 
preis: geb. illf. 2.40. 

Kusgabe B: ^ür reale Knftalten u. Heformfdjulen. 

[VIII u. 274 S.] preis: geb. Hif. 2 . 60 . 



0rt, Datum, lPotjnung : 


Piefet Deflrlljettel, mit lliiterfckjrift verfemen, aber ohne weitere fdjrif tlid>e ntit* 
trilungrn, wirb in offenem Drirfumfttyag als Prucf (ad; r für 3 pf$. brförbert. 



f.b.<5ebraud> im Unterricht (wenn eingeführt) 


erbitte ich tn i r 00,1 ^ er Oerlagsbudjhanblnng K. <5. C enbtter in 
SfiP3i0/ poftftrafje 5: 



So«-6en etddvieu itn tyet (o<je von 08. (§. eTeu^vu 
£eips>t<j ttn 3 idt in alten Zfouchlxandluncjen — 
out- CLnsidxt — *>tt etliafteu : 
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HAUPTPROBLEME 
DER ETHIK 


SIEBEN VORTRÄGE VON 

PROF. DR. PAUL HENSEL. 

fVI u. 106 S.] S. 1903. geh. M. 1.60. In Lcinw. geb. M. 2.20. 


Der Verfasser geht vom Wesen der Ethik als der Wissen- 
schaft vom menschlichen Handeln aus, die uns dessen ge- 
schichtliche Entwickelung und seine Gesetze erkennen lehrt. 
Diese Gesetze aber sind verschieden je nach dem Standpunkte 
der Betrachtung. Der Utilitarismus, als dessen Vertreter Mill 
dargestcllt wird, will, daß alles Handeln auf den größt- 
möglichsten Nutzen hinauslaufe und dementsprechend cinzu- 
richten sei. Der Evolutionismus, besonders Herbart Spencer, 
sieht unser Handeln als die notwendige Folge einer Ent- 
wickelungsreihc an und betrachtet den ethischen Fortschritt als 
letzten Ausläufer des großen fortschreitenden Weltgeschehens. 
Gegenüber beiden Lehren aber erheben sich schwere Bedenken. 
Das Handeln erfolgt tatsächlich nicht, nachdem eine Rechnung 
über die möglichen Folgen von Lust und Unlust angestellt ist, 
und die Entwickelung geht nicht nur in einer fortschreitenden 
Stufenfolge vor sich, sondern in der natürlichen wie in der 
sittlichen Welt sind Rückbildungen vorhanden. 


II 


I 


Nicht der Erfolg kann für den Wert unserer Handlungen 
maßgebend sein, sondern die Gesinnung, durch die sie ver- 
anlaßt wird. Die Gesinnungsethik allein bietet in dem pflicht- 
mäßigen Handeln einen sicheren Maßstab der Beurteilung. 
Diese von Kant zuerst tiefer begründete Lehre verteidigt der 
Verfasser gegen die inzwischen erhobenen Einwürfe. Er betont 
dabei nachdrücklich, daß die landläufige Unterscheidung 
zwischen Egoismus und Altruismus, zwischen Handeln zum 
eigenen Vorteil und Handeln im Interesse des Nächsten oder 
der Gesamtheit von keiner Bedeutung für die sittliche Be- 
urteilung ist, da beides ebenso gut pflichtgemäß wie nicht 
pflichtgemäß sein kann. Das Nichtpflichtgemäße ist außer- 
sittlich; böse wird es durch Handeln gegen das Pflichtbewußtsein. 

Das ethische Handeln wird also als die eigenste Ange- 
legenheit der Persönlichkeit dargestellt, aber der modernen 
Lehre vom unbeschränkten Recht des Individuums gegenüber 
wird mit aller Schärfe darauf hingewiesen, daß die Gesellschaft 
in Recht und Sitte Zwangsnormen zur Verfügung hat, die sie 
den Verletzern dieser Satzungen gegenüber aufrecht zu erhalten 
berechtigt und verpflichtet ist. Das Verhältnis zwischen Per- 
sönlichkeit und Gesellschaft führt auf die Bedeutung der Kultur 
für das sittliche Handeln. Mit fortschreitender Kultur werden 
die Möglichkeiten des sittlichen wie die des unsittlichen Handelns 
größer: durch die Kultur erlangen wir eine Spannkraft und 
Schwingungsweite des Handelns, wie sie dem Naturmenschen 
vollständig abgeht. 

Zum Schluß hebt der Verfasser die Bedeutung des religiösen 
Lebens hervor, das über die Grenzen der wissenschaftlichen 
Erkenntnis hinaus den Abschluß des ethischen Systems zu 
einer ethischen Weltanschauung ermöglicht. 

Je dringender die Gegenwart eine Auseinandersetzung mit 
den verschiedenen geistigen Strömungen fordert, je mehr die 
Persönlichkeit wieder nach festen Normen des Handelns ver- 
langt, um so mehr Aufmerksamkeit wird man diesem Buche 
schenken müssen, das diese Fragen in klarer und ansprechender 
Weise behandelt. 
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Zur Einführung in die Philosophie der Gegenwart. 

Acht Vortrage. Von Prof. Dr. A. Kielil. 

[VI u. 258 8.] gr. 8. 1903. geh. cH 8.— , geh. 3.60. 

Weniger zu belehren, als vielmehr anzuregen ist die Bestimmung der 
Schrift. «Sie will der Philosophie unter den Gebildeten neue Freunde ge- 
winnen und weitere Kreise mit den philosophischen Bestrebungen der Gegen- 
wart bekannt machen. Die grollen Gestalten dev Vergangenheit, Systeme 
und Persönlichkeiten, werden daher vorgeführt; der Werdegang der Philo- 
sophie wird von ihrer Entstehung bis zur ihrer Gegenwart durch dio ent- 
seneidenden Wendepunkte hindurch verfolgt. 

Die fünf ersten Vorträge sind den theoretischen Aufgaben der Philo- 
sophie gewidmet: sie erörtern das Verhältnis der Philosophie zur Wissen- 
schaft im Altertum und in der neueren Zeit und handeln von der kritischen 
Philosophie, den Grundlagen der Erkenntnis, dem naturwissenschaftlichen 
und dem philosophischen Monismus; der sechste Vortrag über Wertprobleme 
zeigt in der Person des Sokrates das Beispiel philosophischer Lebensführung, 
der folgende hat die Frage des Pessimismus (.Schopenhauer und Nietzsche) 
zum Gegenstände; eine Betrachtung über Gegenwart und Zukunft der 
Philosophie fallt zum Schlüsse die Ergebnisse der Schrift zusammen. 


Unser Verhältnis zu den bildenden Künsten. 

Sechs Vorträge über Kunst und Erziehung. 

Von Professor Dr. Aiigngt Sclimaraow. 

gr. 8. 15)03. Geheftet cK 2.-, geh. cH 2.60. 

Die Vorträge legen in aller Kürzo unser Verhältnis zu den bildenden 
Künsten klar und weisen auf dio Hauptpunkte, wo eine künstlerische Er- 
ziehung eineusetzeu hat, mit Nachdruck hin. Die Oberzeugung, daß hierbei 
von der eignen Ausdrucksbewegung auszugehen ist wie bei Entstehung der 
Künste selber, veranlaßt den Verfasser, «las weite Gebiet der Mimik in seiner 
Bedeutung für die gesamte Kunst zu würdigen. Von diesem Ursprünge aus 
geht er den Triebfedern des künstlerischen Schaffens in Plastik, Architektur 
und Malerei nach und legt auch dio Verbindung zur Musik und Poesie frei. 
So entwickelt er aus der natürlichen Organisation des Menschen heraus die 
Grundzüge einer vollständigen, in sich geschlossenen Kuustlehre, die in 
hervorragendem Malle die Beachtuug aller Kunstfreunde verdient. 


Die Philosophie der Gegenwart in Deutschland. 

Von Professor Dr. O. Kiilpe. 

[VI u. 115 S.) 8. 1902. geh. cH 1.—, geh. M 1.25. 

Der Verfasser hat versucht, die vier Ilauptrichtungcn der deutschen 
Philosophie der Gegenwart, die er unterscheiden zu sollen glaubt, nämlich 
den Positivismus, Materialismus, Naturalismus und Idealismus 
(im metaphysischen Sinne dieses Wortes), nicht nur im allgemeinen, sondern 
auch durch eine eingehendere Würdigung einzelner typischer Vertreter zu 
charakterisieren. Als solche hat er bei dem Positivismus Mach und Diih ri n g 
bei dem Materialismus Hiickei, bei dem Naturalismus Nietzsche und bei 
dem Idealismus Kechner, Lotze, v. Hartmann und Wundt behandelt. 
An die Darstellung «1er Lehren schließt sich stets eine Kritik, deren Grund- 
gedanke in den Scnlußbemerkungcn, dio der Verfasser neu hinzugefügt hat, 
deutlicher zum Ausdruck gebracht wird. 

Druck von Theodor Hofmanu in Gera. 
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Soeben erschien: 

LEITFADEN DER 


PROJEKTIONSLEHRE 


EIN ÜBUNGSBUCH 

DER KONSTRUIERENDEN STEREOMETRIE 

VON 

Prof. Dr. C. H. MÜLLER und Prof. O. PRESLER 

OBERLEHRER AM KÖNIGL. OBERLEHRER AN DER 

KAISER- FRIEDRICHS -GYMNASIUM STÄDTISCHEN OBERREALSCHULE 

ZU FRANKFURT A. M. ZU HANNOVER 


Ausgabe A: 

Text [Vm u. 320 S.] 


Vorzugsweise für Realgymnasien und 
Oberrealschulen. Mit 233 Figuren im 
gr. 8. In Leinwand geb. Mk. 4. — 


Ausgabe B: 

im Text [VI u. 138 


Für humanistische Gymnasien u. sechs- 
stufige Real- Anstalten. Mit 122 Figuren 
S.] gr. 8. In Leinwand geb. Mk. 2. — 



In den vorliegenden Büchern wird der Versuch gemacht, die 
gesamte stereometrische Projektionslehre, soweit sie für 
höhere Schulen in Betracht kommen kann, zur Darstellung zu 
bringen. Wir sind der Ansicht, daß die Schüler aller höheren Lehr- 
anstalten beim Übergang zur Hochschule befähigt sein müssen, nicht 
allein die wichtigsten projektivischen Bild -Darstellungen in ihren 
geometrischen Grundlagen zu verstehen, sondern auch zu entwerfen. 
Hierbei fassen wir zunächst nur die Darstellung projektivischer (per- 
spektivischer) Bilder der reinen Stereometrie ins Auge, soweit sie 
mit elementaren Hilfsmitteln zu erreichen ist. Dann aber berück- 
sichtigen wir in den Anwendungen das gesamte Gebiet der exakten 
Schulfächer, insbesondere die Krystallkunde, sowie die mathematische 
Erd- und Himmelskunde. Bei diesem außergewöhnlichen Umfange 
des Anwendungs- und Übungsgebietes mußte notwendigerweise gleich- 
zeitig eine Einschränkung des Stoffes nach der Richtung eintreten, 
daß allgemeinere und schwierigere Lagen der Projektionsgebilde 
fast durchweg dann vermieden wurden, wenn sie sich nicht durch 
einfache Transformation (Drehung und dergl.) aus einfachen Lagen 
erzeugen ließen. Wir glauben, durch dieses Verfahren ein wesent- 
liches Ziel erreicht zu haben, insofern als auf verhältnismäßig 
kleinem Raume ein schulmäßig gründlicher Einblick in die Pro- 
jektionslehre geboten wird. 

Der Leitfaden hat ferner die Absicht, für Lehrer und Schüler 
die Wege zu ebnen zur Durchführung der neuen Lehrpläne 
(von 1901) auf dem großen Gebiete des stereometrischen Unter- 
richtes, sei es in den hierfür pflichtmäßig festgesetzten Stunden, sei 
es in allen hiermit in äußerem oder innerem Zusammenhänge stehenden 
Unterrichtsfächern, also z. B. auch im Linear-Zeichnen. Die Lehr- 
pläne schreiben folgendes für das humanistische Gymnasium vor: 

Anleitung zum perspektivischen Zeichnen räumlicher 
Gebilde (in Prima), ferner in den methodischen Bemerkungen: Be- 
sonders ist im stereometrischen Unterrichte, ganz abgesel 
vom Betriebe der darstellenden Geometrie, das Verständnis pro- 
jektivischen Zeichnens vorzubereiten und zu unterstütze: 

Auch für Realanstalten gilt die vorstehende methodisch 
Bemerkung, insbesondere der Hinweis auf die darstellende Geo- 
metrie; denn in den Lehrplänen für Realanstalten sind ausdrückli 
vorgeschrieben: Grundlehren der darstellenden Geometrie, 
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In erster Linie wendet sich daher unsere „Projektionslehre“ 
;in den eigentlichen mathematischen Unterricht und bezweckt eine 
innige Durchdringung von Theorie und Praxis auf dem Gebiete der 
stereometrischen Konstruktion. Wir wollen damit wesentlich den 
Wünschen der Lehrpläne gerecht werden, die folgenden Ausdruck 
gefunden haben: Dem Übelstande, daß der Unterricht auf der 
Oberstufe einen zu ausschließlich rechnerischen Charakter 
annimmt, wird sich durch Fortsetzung der Übungen in geo- 
metrischer Anschauung und Konstruktion steuern lassen. 
Ferner: Auf allen Anstalten ist schon von III ab der Übung 
im Konstruieren die sorgfältigste Pflege zu widmen; sie 
muß bis in die oberste Klasse neben den dort behandelten 
Gebieten fortgesetzt werden. 

Daneben hoffen wir, daß auch die Lehrer desLinear-Zeichnens, 
der Physik, Chemie, Mineralogie, Erdkunde und Biologie die 
Bücher mit Nutzen gebrauchen werden. 

Ein weiterer Antrieb zur Abfassung eines schulmäßigen 
Leitfadens der Projektionslehre war die mit großer Mehrheit er- 
folgte Annahme folgender Thesen auf dem Mathematiker -Tage zu 
Gießen (1901): 

1) An allen Lehranstalten ist die korrekte Herstellung der im 
mathematischen, insbesondere im stereometrischen Unterricht be- 
nutzten Figuren zu lehren und zu üben. Der mathematische Unter- 
richt hat diese Aufgabe unter Zurückstellung anderer zu erfüllen. 

2) Es ist notwendig, daß auf dem humanistischen Gymnasium 
den Schülern die Möglichkeit gegeben wird, sich die Elemente der 
darstellenden Geometrie anzueignen. Diese Elemente sind dem 
stereometrischen Unterricht der Prima einzuflechten. 

3) Der Unterricht in der darstellenden Geometrie ist für die 
drei obersten Klassen des Realgymnasiums und der Oberrealschule 
obligatorisch. Er ist in wöchentlich zwei Stunden von einem Mathe- 
matiker zu erteilen. Das freie Handzeichnen in den genannten 
Klassen ist als wahlfreies Fach beizubehalten. 

4) Das propädeutische Linearzeichnen in Tertia und Unter- 
sekunda der Realanstalten soll dadurch keine Beeinträchtigung er- 
fahren und ist, besonders in Untersekunda, wenn möglich in die Hand 
des Mathematikers zu legen. 

5) Für die Einzelgestaltung der Lehrpläne in der darstellenden 
Geometrie sind die in den „Unterrichtsblättem“ (VI Nr. 6, 1900) 
•eröffentlichten Berichte und Gutachten als wertvolles Material zu 
enutzen. 

Man sieht, daß die Vorschriften der Behörden und die Wünsche 
der deutschen Mathematiker einander entgegenkommen, und unser 
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Leitfaden hofft eine solide Vermittelung zwischen „Wunsch" um 
„Vorschrift“ hergestellt zu haben. 

Die genannten Thesen bildeten den Niederschlag einer Be- 
wegung, an deren Spitze Männer wie Brill, Krumme, Holzmüller, 
Richter-Wandsbeck, Hauck, Felix Klein u. a. standen. Es 
handelte sich bekanntlich zunächst darum, dem mathematischen 
Unterrichte ein reicheres Übungsfeld zu geben und daher, unbeschadet 
der Selbständigkeit der Mathematik als Lehrfach, ein Hauptgewicht 
auf die Anwendungen zu legen. Dann aber mußte der vielfach 
unmäßigen Ärithmetisierung des mathematischen Unterrichts, 
namentlich in den oberen Klassen, Einhalt geboten werden. Nach] 
beiden Richtungen hin will unser Leitfaden, der zugleich einübungs- 
buch der konstruierenden Stereometrie sein soll, helfend ein- 
greifen. Das Lehrhafte tritt bescheiden zurück zu Gunsten eines 
möglichst vielseitigen Anwendungsgebietes; das Problem ist fast 
stets in den Vordergrund gerückt. Skelettartige Aufgaben, wie 
sie früher die Regel bildeten, dienen hier nur zur ersten Einführung; 
alsbald tritt dem Schüler die praktische Aufgabe mit Fleisch und 
Blut entgegen, aus der er nun mit der Sonde des analysierender 
Geistes das mathematische Skelett herausfühlen muß. An der Han^ 
unseres Buches wird es möglich sein, den bisherigen ausgedehnter 
rechnerischen Betrieb der Stereometrie zurückzudrängen und der 
stereometrischen Konstruieren wieder zu seinem Rechte zu ver- 
helfen. Was der Planimetrie recht ist, muß der Stereometri« 
billig sein. Zudem ist die Stereometrie, wie Reuschle sagt, nicht 
allein der reichere Teil der gesamten geometrischen Wissenscl 
sondern auch derjenige Teil, mit welchem sie sozusagen erst reell 
und konkret wird gegenüber den Abstraktionen der Planimetrie 
Die Projektionslehre aber ist ohne Zweifel das wichtigste Übunj 
gebiet der konstruierenden Stereometrie, womit wir übrigens die 
bekannten, verdienstvollen Vorschläge Thiemes auf diesem Gebiet 
nicht zurückweisen wollen. 

Der Hauptinhalt ist folgendermaßen gruppiert: 

I. Schräge Parallelprojektion (schiefe Parallelperspektivi 
in elementar-propädeutischer Behandlung. 

II. Normal projektion (senkrechte oder orthogonale Projel 
tion, Normalperspektive). 

HI. Zentralprojektion (Zentralperspektive, Malerperspektiv« 
im Anschluß an die Normalprojektion, nebst einigen z( 
tralen Kartenprojektionen als Anhang. 

Die Einrichtung ist so getroffen, daß der Lehrer aus dit 
3 Abschnitten beliebig aus wählen kann. So ist es z. B. am huraanist 
sehen Gymnasium möglich, Abschnitt I sehr gründlich, dagegen v< 


3 Absl 
sehen G, 
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Abschnitt II nur die Grundlagen durchzunehmen und Abschnitt III 
wegzulassen. An anderen Gymnasien wird man Abschnitt I nur in 
den Grundlagen durchnehmen, dagegen den Nachdruck auf Normal- 
projektion legen wollen. Endlich ist es auch recht wohl denkbar, 
daß man in der Gymnasial-Prima von den Abschnitten I und II nur die 
Grundlagen behandelt, um der wichtigen Zentralprojektion (Ab- 
schnitt IH) besondere Aufmerksamkeit zu schenken. Allen diesen 
Richtungen wird Rechnung getragen durch den Aufbau des Buches, 
indem es lediglich an der Hand passend gewählter, ziemlich breit 
ausg-efuhrter Aufgaben in den Stoff einfuhrt 

Da nun offenbar die AusgabeA des Leitfadens zur Einführung 
an humanistischen Gymnasien und sechsstufigen Real-Anstalten 
zu umfangreich ist, so haben die Verfasser unter freundlichem Ent- 
gegenkommen der Verlagshandlung eine zweite Ausgabe B ver- 
anstaltet, deren Einführung bei sehr niedrigem Preise kaum auf 
Widerstand stoßen dürfte.*) In der Hand der Lehrer aber müßte 
stets die Ausgabe A sein, schon wegen des Übungsstoffes 
und mannigfacher Exkurse. Übrigens bietet auch der wahlfreie 
Zeichen-Unterricht in den Ober-Klassen des Gymnasiums Raum zur 
Weiterbildung für einzelne Schüler. Um leicht den Zusammenhang . 
der beiden Ausgaben zu erkennen, sind den laufenden Nummern 
der Ausgabe B diejenigen aus Ausgabe A in Klammem beigefügt. 
Es steht zu hoffen, daß sich allmählich die Elemente der Projektions- 
lehre in die humanistischen Gymnasien einbürgem werden, nachdem 
Männer wie Brill, Böttcher, Gerland, Hauck, C. Hildebrand, 
Holzmüller, Wiener u. a. entschieden ihre Aufnahme empfohlen 
haben. Der eine der Verfasser hat die Möglichkeit seit mehr als 
10 Jahren an einem kgl. Gymnasium dargetan und sogar Abiturienten- 
Aufgaben aus diesem Gebiete gestellt. 

Für den Gebrauch der Ausgabe A an den Voll-Realanstalten 
bedarf es keiner besonderen Angaben. Diejenigen Lehrer, die eine 
besondere Vorliebe für eine allgemeinere Behandlung der Probleme 
haben, werden unsere Leitfäden leicht aus den bekannten Werken 
von Holzmüller, August Schmidt u. a. ergänzen können. Die 
Verfasser sind allerdings der Ansicht, daß solche ausgedehntere 
Übungen für die Hochschule, also für die darstellende Geo- 
metrie im rein wissenschaftlichen Sinne aufzusparen sind; wir 


*) Bei der Auswahl für Ausgabe B haben wir uns auf die elementarsten Gebiete 
der schrägen und normalen Parallel-Projcktion (mit einem kurzen Anhang über Zcntral- 
Projektion) beschränkt. — Bei den ministeriell genehmigten mathematischen und neu- 
sprachlichen Nebenkursen an manchen humanistischen Gymnasien wird dagegen Aus- 
gabe A wohl verwendbar sein. 
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haben daher auch für unsere Bücher den bescheidenen Titel „Pro- 
jektionslehre“ gewählt. 

Von den bereits zahlreich vorhandenen Darstellungen der Pro- 
jektionslehre genügte uns keine inbezug auf Auswahl und Verarbei- 
tung des Stoffes. Die meisten gehen weit über die Grenzen dessen, 
was wir für die mathematische Erziehung der Schüler als er- 
sprießlich halten, sie enthalten eben zuviel reine darstellende Geo- 
metrie. Von älteren Werken war uns die nunmehr vergriffene „Kon- 
struktive Zeichenlehre“ des bekannten Physikers Johannes Müller 
noch am sympathischsten. Aber schon der hohe Preis hält dies Buch 
von der Schule fern. Von den neueren schien uns die sonst so ver- 
dienstvolle Einführung Holzmüllers in das stereometrische Zeichnen 
mehr für die Hand des Lehrers bestimmt So kamen wir auf den 
Gedanken, unsere Ansichten und Erfahrungen in der vorliegenden 
Form niederzulegen. Von besonderem Nutzen waren uns dabei die 
Traditionen des kgl. Real-Gymnasiums in Wiesbaden, der ältesten 
realistischen Lateinschule Preußens überhaupt. Dann aber müssen 
wir noch der mannigfachen Anregungen aus den zahlreichen Schriften 
Holzmüllers gedenken. Dieser Mann ist ganz besonders auf dem 
Gebiete des Stereo metrischen Unterrichts bahnbrechend hervor- 
getreten.*) Zu lebhaftem Danke sind wir ihm schon deswegen ver- 
pflichtet, weil er uns die Benutzung einer Anzahl von musterhaften 
Figuren erlaubt hat. Daß wir die bekannten Werke von Wiener, 
Weishaupt und Schlotke zu Rate gezogen haben, bedarf kaum 
einer besonderen Erwähnung. 

Was nun den Aufbau des Werkes im einzelnen betrifft, so 
müssen wir auf die mit Absicht in großer Zahl beigebenen An- 
merkungen (Anhang II) verweisen, die auch die eingehenderen Lite- 
ratur-Nachweise bringen. Hier folgen nur einige allgemeinere Be- 
merkungen. Die elementar-propädeutische Auffassung des ersten 
Abschnittes (schräge Parallelperspektive) hat es mit sich gebracht, 
daß nicht überall die streng logischen Beweismittel herangezogen, 
sondern vielfach einfache Anschauungs -Beweise zu Grunde gelegt 
wurden. Immerhin ist, um auch strengeren Anforderungen zu ge- 1 
nügen, durchgängig auf ein Verzeichnis von Erklärungen und 
Lehrsätzen der Stereometrie (Anhang I) verwiesen. Dazu 
kommt noch die theoretische Ergänzung durch §11. 

dem bekai.. 
1900 (hierii. 

*) Vcrgl. in bezug auf die Entwickelung der einschlägigen Fragen die Sn An- 1 
merkung 67, Anhang 11, Ausgabe A erwähnten Schriften der Verfasser. Unser Bestreben 
hat, abgesehen von mehreren wohlwollenden Rezensionen, auch Beachtung gefunden in 
dem bekannten Buche: Felix Klein und Riecke, Über angew. Math, u, Pbys,, Tenbner 
1900 (hierin Schilling, Über darst. Geometrie, S. 44). 
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Wir lieben weiterhin hervor, daß die §§ 8 — io der Ausgabe A 
mit ihren Anwendungen aus den verschiedenen naturwissenschaft- 
lichen Schulfachem nur als Anregungen betrachtet werden mögen. 
Diese Übungen können beliebig ausgedehnt oder eingeschränkt wer- 
den; sie haben den Zweck, dem künftigen Physiker, Chemiker, 
Mineralogen, Biologen, Arzte, Archäologen und Juristen eine 
Anleitung zum Skizzieren zu geben; für den Techniker ist natür- 
lich das Ganze von Bedeutung. 

Bei den Zeichnungen aus der Krystallkunde hat uns beson- 
ders Kopp’s Einleitung in die KrystaHographie gute Dienste ge- 
leistet. Einige wichtige Aufgaben sind nach verschiedenen Metho- 
den gelöst worden, so z. B. die mit Recht beliebte Konstruktion der 
Sonnenuhr (§§ 9, 16, 17). Wenn wir im zweiten Abschnitte (senk- 
rechte Parallel-Projektion) mehrfach auf die schräge Parallel-Pro- 
jektion zurückgegriffen und die Umsetzung der Normalbilder in 
Schrägbilder hervorgehoben haben, so wird man dies Verfahren 
billigen, da es den Einblick in den Zusammenhang der verschie- 
denen Projektionsarten außerordentlich fordert. Wir verweisen in 
dieser Richtung auf die wertvolle Abhandlung von M. Richter über 
„Das geometrische Zeichnen in der Realschule“ (Programm-Abh. der 
L Realschule zu Leipzig, Ostern 1901). Man wird bis zuletzt (§§ 19, 
20) erkennen, daß auf diesen Zusammenhang besonderes Gewicht 
gelegt worden ist. 

Die Lehre von den unbegrenzten Geraden und Ebenen haben 
wir so kurz als möglich behandelt; die hübschen Bergwerks- Aufgaben 
aus Gerland's Abriß der darstellenden Geometrie sollen zur Be- 
lebung dieses schwierigen Paragraphen dienen. — Die Lehre von 
der Zentralprojektion erscheint zwar nur als Zugabe, ist aber 
absichtlich in drei Stufen entwickelt. Die erste (Aufg. 188 — 197) 
arbeitet mit den einfachsten Mitteln, mit Augenpunkt und Distanz- 
punkt; bei der zweiten Stufe wird der Begriff des Fluchtpunktes 
auch im weiteren Sinne entwickelt (Aufg. 198 — 200), und zuletzt 
soll von dieser fruchtbaren Betrachtungsweise ein weitgehender Ge- 
brauch gemacht werden (Aufg. 201 — 207). Man hat es mm in der 
Hand, je nach der verfügbaren Zeit oder dem Standpunkte der 
Klasse, beliebig weit vorzudringen. 

Die zentralen Kartenprojektionen und die von diesen ab- 
geleiteten Kartenentwürfe durften in einem Buche mit den im Ein- 
gänge ausgesprochenen Grundsätzen nicht fehlen; hierbei haben wir 
mehrfach den methodischen Schulatlas von Sydow-Wagner berück- 
sichtigt und benutzt Man wird sehen, daß es gar nicht schwer ist, 
zum Verständnis des vielgebrauchten Bonne* sehen Entwurfes, der 
bekanntlich Merkator angehört, vorzudringen. Besonders ist es 
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interessant, den Übergang der wirklich geometrischen Projek- 
tion zum willkürlichen, konventionellen Karten entwürfe zu ver- 
folgen. Die nicht zentralen Kartenentwürfe sind überall da ein- 
geflochten, wo sie sich am natürlichsten angliedern, also in den 
§§ 9 und 15. Wir hoffen, daß es uns geglückt ist, selbst von der 
schwierigen Merkator-Karte im engeren Sinne mit elementaren 
Mitteln eine klare Vorstellung zu geben (§ 15, Aufg. 146 und 147). 

In der methodischen Behandlung der einzelnen Aufgaben haben 
wir den üblichen fragend-entwickelnden Gang festgehalten und daher 
auch bei schwierigeren Verhältnissen auf sorgfältige Trennung von 
Analyse und Konstruktion gehalten. Die Breite der Dar- 
stellung ist daraus zu rechtfertigen, daß wir ein leicht lesbares Buch 
liefern wollten. Der Stoff ist bekanntlich infolge der früheren und zum 
teil auch jetzt noch üblichen Organisation des Hochschulstudiums in 
der Mathematik nicht jedem Fachkollegen recht geläufig. Es mußtf* 
daher in dieser Zeit des Übergangs zu einer mundgerechten Form 
gegriffen werden. Daß längere theoretische Auseinandersetzungen 
(abgesehen von § 11) im Interesse des Ganzen vermieden wurden, 
haben wir bereits bemerkt. Trotzdem wird die Reihenfolge der 
Aufgaben zeigen, daß sich ein vollständiger, methodisch geordneter 
Lehrgang wie ein roter Faden hindurchzieht. Namentlich ist es über- 
all die geometrische Analyse, in der sich theoretische Erörterungen 
untergebracht finden. Die Redeform ist nicht kühl und abstrakt 
sondern im wärmeren Unterrichtstone gehalten. Bei der Auswahl 
der Konstruktions -Methoden wurde nicht immer die eleganteste, 
sondern diejenige bevorzugt, die didaktisch am wertvollsten er- 
schien. In den Anmerkungen (Anhang II) ist vielfach auf solche 
Koordinaten-Rechnungen (der Ebene und des Raumes) hingewiesen, 
die sich leicht an die Projektionen anschließen lassen. Hier findet 
man auch Andeutungen über den Anschluß der Lehren der syntheti- 
schen Geometrie, die für die Prima der Realanstalten von Wichtig- 
keit ist. 

Übungsaufgaben in ungelöster Form sind genug vorhanden, 
um mehrfach wechseln zu können. Sie sind im engen Anschluß ai 
die Hauptaufgaben gestellt, wobei der Zusammenhang nicht selte» 
noch besonders hervorgehoben ist. Was nun die Ausführung der 
Zeichnungen betrifft, so muß sie nach Art der betreffenden höheren 
.Schulen verschieden ausfallen. Das humanistische Gymnasiur 
wird sich im eigentlichen mathematischen Unterrichte mit scharf- 
gezeichneten Bleistift- Skizzen in Großquart-Heften begnügen; di- 
Figuren sind in etwa doppelter Größe des Leitfadens zu entwerfen 
durch passende Veränderung der Maße und Lagen ist dem so ver- 
breiteten sinnlosen Kopieren sorgfältig vorzubeugen. Einige beson- 


Digitized by Google 


Müllcr-Presler, Leitfaden der Projektionslehre. 


9 


ders eifrige Schüler ziehen die Skizze wohl mit Tusche und farbigen 
Tinten aus, vornehmlich solche, die am wahlfreien Zeichenunterricht 
teilnehmen. Diese werden auch unter der Leitung des Fach-Zeichen- 
lehrers und an der Hand der Ausgabe A unseres Leitfadens größere 
Entwürfe auf dem Reißbrette oder dem jetzt vielfach üblichen 
Zeichenblocke liefern. — Bei Realanstalten, seien sie nun voll- 
ständig oder unvollständig, muß die genaue Ausführung des Reißbrett- 
Entwurfs die Regel für den Fach-Zeichenunterricht (Linear- 
Zeichnen) bilden. Anders steht es mit den Entwürfen, die im eigent- 
lichen mathematischen Unterricht geliefert werden sollen. Liegt 
in erwünschter Weise mathematischer Unterricht und Fach-Zeichen- 
unterricht in einer Hand, so regelt sich die Frage von selbst. An- 
derenfalls wird es der Mathematiker vorziehen, die Zeichnungen in 
Quartheften scharf mit Lineal und Zirkel skizzieren zu lassen und 
die technisch vollendete Ausführung auf dem Brette in einzelnen 
Fällen dem Fach- Zeichnen überlassen. 

In den „Anmerkungen“ ist mehrfach auf Modelle verwiesen. 
Übrigens sind diese nur sparsam zu verwenden, denn gerade darin 
besteht der Wert der Projektionslehre, daß man die schwerfälligen 
Modelle entbehren lernt, indem man sie durch die bequeme und 
exakte Zeichnung ersetzt. — Die Gelegenheit zur Aneignung der 
Zeichentechnik ist jetzt reichlicher als früher vorhanden. Einmal bei 
den Ferienkursen und an Hochschulen und dann auch an den zahl- 
reichen mittleren technischen Fachschulen; es bietet sich hier den 
Kollegen die Möglichkeit, auf einfache und rasche Art in die Technik 
des Zeichnens einzudringen. 

Die Einführung der Ausgabe A des Buches paßt vorzugsweise 
für die Ober- Klassen der Voll -Realanstalten, während die Aus- 
gabe B für die oberen Klassen der unvollständigen Realanstalten 
bezw. für die Prima des Gymnasiums eingerichtet ist. Diese Aus- 
gabe B dem Bedürfnisse beider Anstaltsarten anzupassen, war nicht 
schwer, da für beide die Stoffauswahl dieselbe ist: die Elemente 
der schrägen und normalen Parallelprojektion. Doch ist darauf Rück- 
sicht genommen, daß für den gereifteren Standpunkt des Gymnasial- 
Primaners schwierigere Übungen dargeboten sind. (Vergl. Vorwort 
zu Ausgabe B). 

Daneben betrachten wir die Bücher von Sekunda ab auf allen 
Schulen als einen nützlichen Begleiter für alle Fächer, in denen 
exakte, geometrische Zeichnungen gefordert werden. Der Mineralog, 
Geograph, Physiker, Chemiker wird sich wiederholt darauf beziehen 
können. Nur nebenbei wollen wir seine Brauchbarkeit zum Selbst- 
studium hervorheben. 
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Es ist uns wohl bekannt, daß die Ansichten über die Art und 
Weise der Aufnahme der Projektionslehre in den mathematischen 
Unterricht mehrfach aus einander gehen. Viele wollen diese Ele- 
mente nur ganz nebenbei treiben oder gar einem (fakultativen) 
Nebenkursus überweisen und nicht dem mathematischen Unterrichte 
einverleiben. Wir haben uns aus natürlichen Gründen auf den 
Standpunkt des Mathematiker-Tages gestellt (siehe obige Thesen). 
Für beide Richtungen aber sind beide Ausgaben A und B zu 
gebrauchen. 

Man wird überall finden, daß die Verlagshandlung keine Mühe 
gescheut hat, um das Buch würdig auszustatten und namentlich die 
Figuren in klarer und exakter Ausführung dem Texte einzufügen. 
Herrn Oberlehrer Oskar Besser an der Klinger-Oberrealschule zu 
Frankfurt a. M. schulden wir besonderen Dank für seine bereit- 
willige Hilfe bei der Anfertigung einiger verwickelter Zeichnung-en. 

So hoffen wir denn, daß unser Leitfaden einen nicht unerwünsch- 
ten Beitrag zur Durchführung der neuen Lehrpläne liefern möge. 
Besitzen wir bereits für die rechnerischen Gebiete vortreffliche 
Lehrmittel, nicht minder auch für die konstruktive Planimetrie, so 
war doch das Feld der konstruktiven Stereometrie noch spär- 
lich angebaut, und hier möge unser Buch einsetzen. 

Jeder Mathematiker wird erkennen, daß er geometrische, ins- 
besondere stereometrische Verhältnisse nur dann genau sieht, wenn 
er den Stift ergreift und die im Geiste erschauten Gebilde zu zeichnen 
V' rsucht. Das mathematische Zeichnen ist eben eine Sprache, mit 
de-* man schneller und klarer reden kann als mit dem Wort. Wir 
be ufen uns hier auf die Worte des großen Gauß (in einer Be- 
sp echung der klassischen Geometrie descriptive von Monge): 
, T i h muß das Studium derselben als eine kräftige Geistesnahrung 
empfehlen, wodurch unstreitig zur Belebung und Erhaltung des echten, 
in der Mathematik der Neueren sonst manchmal vermißten geometri- 
schen Geistes viel mit beigetragen werden kann.“ 

Frankfurt a. M. und Hannover, im März 1903. 


C. H. Müller. O. Presler. 
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3ardey, Dr. E., methodisch geordnete Aufgabensammlung, mehr als 
8000 Aufgaben enthaltend, über alle Teile der Elementar- Arithmetik, vor- 
zugsweise für Gymnasien, Realgymnasien und Oberrealschulen. In alter 
und neuer Ausgabe, gr. 8. 

Alte Ausgabe. 27. Auflage. [XIV u. 350 S.] 1902. Dauerhaft geb. JL 3. 20. (Abschnitt XXII 
hieraus besonders abgedruckt. JL — .30.) 

Neue Ausgabe, Besorgt v. P. 1 ’ ie t z k c r, Prof. a. Gymn. zu Nordbausen, u. O. P resl e r, Prof. a. 

d. Ober-Realschule zu Hannover. 2. Auf). (VIIU.376S.] 1902. Dauerh. geb. 3 . 20. 

arithmetische Aufgaben nebst Lehrbuch der Arithmetik, 

vorzugsweise für höhere Bürgerschulen, Realschulen, Progymnasien und 
Realprogymnasien. In alter und neuer Ausgabe, gr. 8. 
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algebraische Gleichungen nebst den Resultaten und den 
Methoden zu ihrer Auflösung. Fünfte Auflage. Neubearbeitung von 
Prof. Pietzker. [XVI u. 420 S.] gr. 8. 1902. Dauerhaft geb. JL 8. — 
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Ganter, Dr. H., Prof. a. d. Kantonschule in Aarau, u. Dr. F. Rudio, Prof, am 
Polytechnikum in Zürich, die Elemente der analytischen Geometrie. 
Zum Gebrauch an höh. Lehranstalten sowie zum Selbststudium. Mit vielen 
Textfiguren u. zahlr. Übungsbeispielen. In 2 Teilen, gr. 8. In Leinw. geb. 

I. Teil. Die analytische Geometrie der Ebene. 5. verb. Auf!. [VIII u. 180 S.] 1902. M. 3. — 
II. Teil. Die analytische Geometrie des Raumes. 3. Aufl. [X u. >84 S.] 1902. JL 3. — 

Müller, H., Professor am Königlichen Kaiserin Augusta-Gymnasium zu Char- 
lottenburg, Die Mathematik auf den Gymnasien und Realschulen. 
Für den Unterricht dargestellt. 
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teilung. geb. JL 2.80. II. Abteilung, geb. M 2.40. 

Ausgabe C: Für Seminare und Präparandenanstalten. Bearbeitet von R. Baltin und 
W. Maiwald. geb. JL 2.20. 

Sonder- Abdruck : Die Lehre von den Kegelschnitten, kart. JL 1. — 

Müller, H., Professor am Kaiserin Augusta-Gymnasium in Charlottenburg, und 
Kutnewsky, M., Oberlehrer an der XII. Realschule in Berlin, Sammlung 
von Aufgaben aus der Arithmetik, Trigonometrie und Stereometrie mit 
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Ergebnisse zur Ausgabe A M — .80, Ausgabe B JL — .60 sind nur gegen Einsendung des Betrages 
direkt vom Verlage zu beziehen. 
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Schuster, Dr. M., Professor an der Oberrealschule zu Oldenburg, geometri- 
sche Aufgaben und Lehrbuch der Geometrie. Planimetrie — 
Stereometrie — ebene und sphärische Trigonometrie. Nach 
konstruktiv-analytischer Methode bearbeitet. 

Ausgabe A. Für Vollanstalten. In 3 Teilen: 

1. Teil: Planimetrie. [VIII u. 147s.] Mit 2 lith. Taf. gr. 8. 1899. In Jauiiw. geb. JL 2 . — 

Auflösungen dazu JL — .60. (Nur an I.ebrcr vom Verlage.) 

2. Teil: Trigonometrie. [VIIU.112S.] Mit 1 lith. Taf. gr. 8. 1903. In I.cinw. geb. .4L 1 .60. 

Auflösungen dazu JL 1.60. (Nur an Lehrer vom Verlage. 

3. Teil: Stereometrie. [VII n. 80 S.] Mit 1 lith. Taf. gr. 8. 1901. In Lcinw. geb. JL 1 . 40. 

Auflösungen dazu JL 1.40. (Nur an Lehrer vom Verlage). 

Ausgaben. Für Progymnasicn und Realschulen. [VII u. in S.] Mit 2 litbogr. Tafeln, 
gr. 8. 1900. In Leinwand geb. JL 1.60. 

Ausgabe C. Für Mittelschulen. Hearbeitet unter Mitwirkung von Dr. Bieler, Rektor der 
städt. Knabenmittelschule zu Kottbus. [VIII u. 88 S.] Mit 1 lithogr. Tafel, gr. 8. 
1901. In Leinwand geb. JL 1.40. 
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Unter den verschiedenen Disziplinen der Mathematik 
nimmt die Vektoranalysis eine eigenartige Stellung ein. In 
ihr findet man die Begriffe der Algebra erweitert und in einer 
Weise auf das Rechnen mit geometrischen Größen angewandt, 
daß man mit diesen Größen direkt rechnen kann anstatt mit 
den kartesischen Koordinaten derselben, welche mit ihnen 
künstlich verknüpft sind. 

Daß eine solche Methode ein wichtiges Hilfsmittel in der 
Physik abgeben würde, konnte vorausgesehen werden. Und 
in der Tat findet das Rechnen mit Vektorgrößen eine beständig 
zunehmende Anwendung. Indem hierbei die Denktätigkeit 
auf die in der Physik vorkommenden geometrischen Größen 


• ' r | 

selbst gerichtet wird, anstatt auf die mit ihnen verknüpften 
Zahlen, gewinnen die Denkoperationen an Kraft, Lebendigkeit 
und Anschaulichkeit. 

Hierzu kommt noch ein anderer Vorzug. Die Symbolik 
der Vektoranalysis ist eine überraschend einfache und über- 
sichtliche. Operationen , welche bei Verwendung von karte- 
sischen Methoden verwickelt und schwierig erscheinen, werden 
kurz und einfach, wenn sie in ihre Äquivalente in der Sprache 
der Vektorenrechnung übersetzt werden, ohne dabei an um- 
fassender Bedeutung und Bestimmtheit einzubüßen. Die Vor- 
bereitung eines elementaren, spieziell für Physiker bestimmten 
Werk chens über Vektoranalysis bedarf daher wohl keiner be- 
sonderen Apologie, zumal es „ bisher an einem solchen in 
deutscher Sprache verfaßten und separat ausgegebenen Werke 
gefehlt hat. 

Bei der Ausarbeitung der Elemente der Vektoranalysis 
ließ sich der Verfasser hauptsächlich von praktischen Er- 
wägungen leiten. Es lag ihm weniger daran, eine erschöpfende 
Abhandlung über den Gegenstand zu schreiben, als vielmehr 
den Studierenden der Physik sobald wie möglich in den Stand 
zu setzen, die vektoriellen Methoden zur Lösung und Be- 
wältigung physikalischer Fragen anzu wenden und ihn vor 
allem dazu anzuregen, sich dieser Methoden auch allgemein 
beim „physikalischen Denken" zu bedienen. Er wird sich so 
bald des Vorteils bewußt werden, den ein Operieren mit sinn- 
fälligen räumlichen Beziehungen über ein solches mit reinen 
Abstraktionen besitzt. 

In der Form der Darstellung hat sich der Verfasser im 
großen und ganzen Heaviside angeschlossen und sich dabei 
derselben Symbole bedient, wie A. Föppl in seiner vorzüglichen, 
im selben Verlage erschienenen ‘Einführung in die Max- 
wellsche Theorie * Gleichwohl hat er es für zweckmäßig 
gehalten, die von Graßmann herrührende Zuordnung von Flächen 
zu Vektoren ausgiebig zu verwerten. Die Ableitung mancher 
Theoreme gewinnt dadurch an Einfachheit. Angesichts des 
eigentlichen Zweckes dieses Buches und seines elementaren 
Charakters glaubte der Verfasser davon absehen zu müssen, 
in funktionen- theoretische Erörterungen einzugehen, und hat 
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sich demgemäß hauptsächlich darauf beschränkt, solche physi- 
kalische Vektoren der Untersuchung zu unterziehen, denen 
eine stetige Verteilung im Raume zukommt. 

In der Wahl der Beispiele hat er sich von der Absicht 
leiten lassen, ein möglichst vielseitiges Bild von der Anwend- 
barkeit der vektoranalytischen Methoden zu geben. Eine An- 
zahl von Beispielen wurde besonders für diesen Zweck aus- 
gearbeitet und gelangt zum erstenmal zur Veröffentlichung. 



Inhaltsverzeichnis. 


Seite 

Einleitung. 77'. 7 . ... . . ~. .7 1 

§ 1. Addition und Subtraktion 2 

§ 2. Zerlegung von Vektoren t? m : .. . . 3 

Über Grundvektoren und Raumsysteme > . . . 6 

\ 

§ 3. Rotationen und zugeordnete Richtungen 7 

§ A. Produkte aus zwei Faktoren. Darstellung von Flächen durch 
Vektoren. 

L Das Vektorprodukt 9 

II. Das skalare Produkt * 1A 


§ 5. Produkte aus drei Faktoren 15 

§ fL Über Differentiation. 

Allgemeines 21 

§ ’L Über Differentiation 23 

§ &. Über Differentiation 33 

Einfachere Beispiele aus der Mechanik. 

L Zur Statik starrer Körper 35 

II. Zur Theorie des Schwerpunktes 35 

III. Die Bewegung eines starren Körpers 35 

IV. Zur Kinematik eines Punktes. Das erste Kcplerscho 

Gesetz 39 

V. Die Bewegung eines Punktes auf einer Kurve . . . . AO 

§ Ha. Vektoranalytische Transformationen 12 

§ 2. DaB Potential . . AI 


Seite 


§ 10. Zerlegung eineB Vektors in einen eolenoidalen und einen wirbel- 
freien Anteil 56 

§ 11. Umwandlung von Differentialquotienten nach der Zeit in solche 
nach dem Ort. 

I. Translation von Vektorfeldern 57 

II. Rotationen von Vektorfeldern 60 

§12. Das Greensche Theorem ‘ 66 

§ 13. Der Satz von Beltrami und das Theorem von Poincare-Lorcntz 70 

§14. Das Huyghenssche Prinzip 76 

§ 15. Zur Hydrodynamik idealer Flüssigkeiten. 

I. Der Helmholtzsche Satz 77 

II. über die Potentialbewegungen idealer Flüssigkeiten. 

Die Bewegung einer Kugel in einer idealen Flüssigkeit 80 

Zusammenstellung der wichtigsten Fonnein und Definitionen ... 85 


Bestell -Zettel. 


i 

Buchhandlung in 

t 

bestellt der Unterzeichnete hiermit das im Verlage von B.G.Teubner 
in Leipzig soeben erschienene Werk [zur Ansicht]: 

! 

Bucherer, Elemente der Vektor-Analysis. Mit 
Beispielen aus der theoretischen Physik. [VI u. 91 S.] 
gr. 8. In Leinwand geh. Ji 2.40. 

Ort, Wohnung: 


1 



Unterschrift: 


Verlag von B. G. Teubner in Leipzig, 


Lehrbuch der Experimentalphysik 

von 

Dp. Adolph Wüllner, 

Professor der Physik an der KOnlgl. Technischem Hochschule tu Aachen 

Fünfte, vielfach umgearbeitete und verbesserte Auflage. 
4 Bände, gr. 8. geh. JC 66. — , in Hfzbd. JC 64. — 
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Die wissenschaftlichen Vorzüge dieses reich ausgestatteten Lehrbuches sind ron der 
Kritik einstimmig anerkannt worden. Dasselbe hat sich die Aufgabe gestellt, einerseits 
die physikalischen Lehren in weiteren Kreisen bekannt zu machen, andererseits denjenigen, 
welche tiefer in das Gebiet des physikalischen Wissens eindringen wollen , als Vorschule 
zu dienen; es bat aber, ohne den ersten /weck außer Acht zu lassen, die zweite, wissen- 
schaftliche Aufgabe mehr ins Auge gefaßt, als dies von den verbreitetsten Lohrbücheru 
der Physik bis jetxt geschehen ist. 

Die vorliegende 5. Auflage der Experimentalphysik hat die gleiche Haltung wie 
dio froheren Auflagen; das Buch soll unter dem steten Hinweise auf die Originalarboiten 
eine Übersicht gebeu Ober den augenblicklichen Stand der experimentellen Physik und 
Uber die theoretischen Auffassungen, zu denen dio Physik xur /eit golangt ist. 

Der Schwerpunkt des Werkes liegt hiernach in den Experimentaluntersnchungen, 
und deshalb sind alle wichtigeren neueren Untersuchungen, die bis znr Bearbeitung des 
betreffenden Bandes erschienen waren, aufgenommen; wo es wünschenswert erschien, 
wurde auch auf Altere Arbeiten zurOckgegriiTen. Die Erweiterung des experimentellen 
Materials verlangte atioh ein tieferes Eingehen in die Theorieen ; dieselben sind so woit 
dargelegt, wie es ohno zu ausgedehnte Rechnungen möglich war Das nett zu behandelnde 
Material war ein recht ausgedehntes, daher auch der ziemlich erheblich gewachsene 
Umfang des Buches. 
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Das B(lchlein verdankt seine Entstehung einer 1897 gehaltonon Vorlosuug aber 
Entwickelung dor physikalischen Grundbegriffe und den in den beiden ersten Müuchenor 
Ferienkursen fOr Lehrer der Mathematik und Physik gehaltenen ExperlmentalvortrAgen. 
Es entb&lt eine Reibe von genau beschriebenen und durch Detail/.olchnungen erläuterten 
Versuchen, welche eine möglichst verständliche und doch streng richtigo, experimentelle 
Entwickelung dor mechanischen Begriffe im Mittelschuluntorricht bezwecken und großen- 
teils vom Verfasser selbst stammen und sonst noch nicht veröffentlicht wurden, zum teil 
aber auch besonders wichtige und einfache Unterrichtsversucho anderer Physiker dar- 
steUen. ln der Anordnung wurde versucht, den von Ernst Mach in seiner Entwickelung 
der Mechanik aufgestellten Forderungen zu gunttgon. 
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Einführung in die 

Maxwell’sche Theorie der Elektrizität. 

Mit einem einleitenden Abschnitte über das Rechnen 
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Vorausgeschickt ist im ersten Abschnitt eine Erörterung der Bezeichnungen und 
Methoden des Vektorkuküls, den der Verfasser, nach dem Vorgänge des Herrn Heaviside, 
der Darstellung der Maxwelischen Theorie zu (irundo legt. 'Wahrend in der Quaternionen- 
theorio dlo Quadrate der Orundvektoron gleich — 1 sind, worden sie in der Vektorenlebrc 
gleich -f- 1 gesetzt. Hierdurch werden dio imaginären Einheiten vermieden. Der zweite 
Abschnitt gibt die Grundlinien der Maxwelischen Elektrizlt&tslehre bis zur Aufstellung 
der beiden Hauptgleichnngen. ln der Darstellung der Dimensionen der elektrostatischen 
und magnetischen Größen wird entweder die DielektriziUtakomtante x oder die Perme- 
abilität fi beibehalten, wodurch der Unterschied zwischen freier und wahrer Elektrizität, 
zwischen freiem und wahrem Magnetismus (der in der Natur nicht vorkommt) hervortritt. 
Die Analogio zwischen Elektrostatik und Magnotismus wird durch Heavlsides Prinzip 
der Dualität zum Ausdruck gebracht Dio magnetische Hflrte erfahrt eine eingehende, 
dem Verfasser eigentümliche Behandlung. Dor dritte Abschnitt dehnt die Betrachtung 
aus auf die elektrodynamischen und mngnotodynamischon , sowie auf dio „eingeprftgten“ 
elektrischen und magnetischen Kritfte. In dem vierten Abschnitt der von den Energie- 
beziehungen im elektromagnetischen Felde zwischen ruhenden Leitern handelt wird ge- 
zeigt, daß der von Herrn Puyuting angenommene Energiestrom zwar mit den Grundlagen 
dor Thcorio vertraglich ist aber nicht mit Notwendigkeit aus ihnen folgt. Die Elektro- 
dynamik hewegter Leiter bildet den Inhalt des fünften Abschnitts. 

Da sich der Verfasser eine möglichst leicht verständliche Behandlung des Gegen- 
standes zur Richtschnur macht ohne auf eine strenge Durchführung dos ganzen Systems 
zu verzichten, so vermeidot er es, die Euergiebeziehungen zur Ableitung der Grundgesetze 
heranzuziehnn, stutzt sich dagegen, soweit es irgend angeht, auf die Erfahrungstatsachen. 
Daher findet die Horloitung dor Eeldgleichungeu aus den mechanischen Prinzipien, die 
Herr Boltzmann vorunstollt, erst am Schluß eino gedrängte Darstellung. 

Dem praktischen Zweck dos Buches entspricht er auch, daß durchweg auf die 
Beziehungen zu den früheren Theorien hingewiuson wird. Auch Fragen von allgemeinerem 
Interesse werden an verschiedenen Stellen orörtert 
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Lehrbuch der praktischen Physik 

von 

F. Kohlrausch. 

Zugleich als neunte Auflage des Leitfadens der praktischen Physik. 

Mit zahlreichen Figuren im Text. 

[XXVII u. 610 S.]/gr. 8. Biegsam in Leinwand geb. 8.60. 

Infolge der doppelten Aufgabe, wolcho sich obiges Werk stellt, wurde in der 
ueuon, erheblich vergrößerten Auflage der Thermometric , der Strahlung und vor aU«m 
der Elektrizität ein breiterer Spielraum cingarhumt und darf der Leitfaden unserem Er- 
messen nach das Verdienst für sich beanspruchen, zuerst und allein eine handliche Zu- 
sammenstellung kritisch ausgewälilter, physikalischer Zahlen gebracht zu haben. 

(Dor prakt Maschlnenkonstr. 1901. Nr. 35.) 

Dieses eigenartige Werk gewinnt mit jeder nouen Auflago an Vertiefung und 
damit an Wert für alle diejenigen, w elche der praktischen Physik als Lehrer oder Lernende 
naher stehen. Auch als Naohschlagebuch ist os von Bedeutung, denn in knapper, aber 
ausreichend verständlicher Form umfaßt es einen außerordentlich reichen Inhalt und 
bringt nicht weniges, was man in sehr umfangreichen Lehrbüchern vergebens sacht. Die 
zahlreichen im Anhang gegebenen Tabellen berubon selbstverständlich auf dem besten 
zur Zeit vorhandenen Material. (Gaea 1901. 10. H. 8. 010.) 
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Preis des ganzen Werkes in vier eleganten Leinwd.-Bttnden JL 44.— 

Herr Geheimrat Professor Lampe vou der Technischen Hochschule in Berlin schreibt: 

„Wie bei der Anceige des suerst erschienenen dritten Bandes bemerkt wurde, ist dio FöppUohe 
Bearbeitung der Mechanik dadurch ausgexeichnet, daB die Darstellung von großer Einfachheit und Klar- 
heit ist, das Hauptgewicht in die BegriflTsbildung gelegt wird; durch Vermeidung rorwickelter analytischer 
Betrachtung wird der Kaum gewonnen cur eingehenden Erörterung und Vertiefung dor Gruudnnschauungen 
auf physikalischer Basis. Diese Eigenschaften fallen natürlich bei dem vorliegenden ersten Bando am 
meisten in die Augen “ 

„AI« eigenartiges Erzeugnis eines selbständig schaffenden Geistes verdient das Buck, welches 
. durch seine gToBe Verbreitung in technischen Kreisen gewiB einen bedeutenden EiniluB ausUben wird, 
jedenfalls auch von wissenschaftlicher Seite volle Beachtung und genaue Prüfung der Einzelheiten." 


GALILEO FERRARIS, 

WISSENSCHAFTLICHE GRUNDLAGEN 
DER ELEKTROTECHNIK. 

Nach den Vorlesungen über Elektrotechnik, gehalten in dem R. Museo Industriale 
in Turin, deutsch herausgegeben von Dr. Leo Finzi. 

Mit 161 Fig. im Text. [XII u. 358 S.] gr. 8. 1902. In Leiuw. geb. n. Jt. 12 . — 

Die Erfindung des magnetischen Drehfeldes durch Galileo Ferraris, welche einen 
neuen gewaltigen Aufschwung der elektrischen Industrie einleitete, hat den Namen 
dieses genialen italienischen Forschers weit über die Grenzen seines Vaterlandes 
hinaus bekannt gemacht. Nicht minder aber verdienen in weiteren Kreisen bekannt 
zu werden seine theoretischen Vorlesungen über Elektrotechnik. Denn theoretische 
Erörterungen, welche von einem Forscher stammen, der auf dem Gebiete der Praxis 
bahnbrechend wirkte, müssen besonders wertvoll erscheinen, weil von vornherein an- 
zunehmen ist, dafs darin den Forderungen der Praxis gebührend Rechnung getragen 
wird. Dieses geschieht denn auch durchaus in dem vorliegenden Werke, welches 
nach den Vorlesungen, die Galileo Ferraris an dem Reale Museo Industriale in Turin 
über die Grundlagen der Elektrotechnik hielt, zusammengestellt und unter der wissen- 
schaftlichen Mitwirkung von Dr. Rudolf Blochmann in deutscher Übersetzung von 
Dr. Leo Finzi herausge^eben worden ist. — Das Werk behandelt in sechs Kapiteln 
das Gesamtgebiet der Elektrotechnik auf Grund der von Faraday und Maxwell ent- 
wickelten Anschauungen , welche durch die genialen Arbeiten von Heinrich Hertz 
ihre glänzende experimentelle Bestätigung erfuhren. 
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Einführung 

in das 

Studium der theoretischen Physik, 

insbesondere in das der analytischen Mechanik. 

Mit einer Einleitung in die Theorie der physikalischen Erkenntnis 

von 

P. Volkmann, 

Professor der theoretischen Physik an der Universität Königsberg i. Pr. 

(VI u. 370 S.) gr. 8. 1900. geh. Ji 9. — , in Leinwand gebunden JL 10.20. 

Die Darstellungen, welche die Mechanik in den letzten Jahrzehnten gefunden 
hat,' wandten die Aufmerksamkeit wiederholt den Grundprinzipien der Disziplin zu 
und wiesen auf innere Unklarheiten derselben hin. Auch die vorstehend als Einführung 
in das Studium der theoretischen Physik angekündigte Bearbeitung der Mechanik 
will sich mit Vorliebe der Klarstellung der Grundprinzipien zuwenden, erblickt aber, 
nachdem die letzten Jahre noch einige sehr willkommene mathematische Präcisierungen 
gebracht haben, für die dabei zu überwindenden Schwierigkeiten das Bedürfnis zur 
Zeit mehr in einer erkenntniskritischen Kliirnng als in dem Versuch einer weiteren 
mathematischen Prücisierung. 

Der wissenschaftlich vertiefte Erfahrungsbegriff, der alle naturwissenschaftlichen 
Disziplinen und damit auch die Mechanik (lauernd zu befruchten hat, legt hier zu- 
nächst ein eingehendes Studium der geschichtlichen Entwickelung der Mechanik nahe, 
wie ein solches die nach vielen Richtungen vortreffliche Darstellung von E. Mach 
erleichtert. Wenn neuerdings von anderer beachtenswerter Seite die Darstellung der 
Mechanik in ihrer ulten klassischen Form als Ziel hingestellt wurde, dann dürfte aber 
doch dagegen zu bemerken sein, daß Newton, Euler, Lagrange die Mechanik 
unter wesentlich verschiedenen Gesichtspunkten behandelt und dargestellt haben. 

Die Stellungnahme des Autors zur Mechanik und zu ihren Grundprinzipien 
nimmt ihren Ausgangspunkt wesentlich von Newton und dürfte dahin kurz zu 
charakterisieren sein, daß die Mechanik, wie jede naturwissenschaftliche Disziplin, 
mehr ein gegenseitiges Bezugssystem mit rückwirkender Verfestigung der einzelnen 
Teile gegeneinander ist und als solches dargestellt sein will, als ein einseitiges Be- 
zugssystem, aufgeführt nach dem Muster einer mathematischen Disziplin, bei der alles 
auf die Festigkeit der Fundamente ankommt, und bei der die Teile des Gebäudes 
ziemlich unabhängig von einander darauf aufgeführt werden können, ohne daß die 
gegenseitige Stützung eine sonderliche Rolle spielt. 

Bei der Auffassung des Autors fällt die Beurteilung des Newtonschen System* 
der Mechanik wesentlich günstiger aus, als sie sich z. B. bei E. Mach gestaltet. Die 
üblichen Darstellungen der Mechanik nach Art eines mathematischen Systems, dessen 
Stärke in der Konsequenz und Strenge der Deduktion liegt, bilden bei dieser Stellung- 
nahme nicht höchsten Zweck und höchstes Ziel, aber sie bieten sich als ein sehr will- 
kommenes Mittel dar, die Mechanik als Muster eines naturwissenschaftlichen Systems 
darstellen zu können, dessen Stärke in der innigen Durchdringung von Induktion und 
Deduktion besteht und stets bestehen wird. 
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All8gabe A: Für Gymnasien, gr. 8. Preis: geb. 2.40 JL 
Ausgabe B: Für reale Anstalten und Reformschulen, gr. 8. Preis: 
geb. 2.60 JL 

Dm Rechenbuch bildet einen gemeinsamen Unterbau der beiden genannten Samm- 
lungen und vereinigt die methodlaohen Vorzüge de» Bardeyschen Werkes mit der Reich- 
haltigkeit und anregenden Vielseitigkeit der Müller- Kutnewskyachen Sammlung. 
Besonders berücksichtigt sind die folgenden vier Gesichtspunkte : 

1. Erzielung einer gewissen Geläufigkeit 1m praktischen Rechnen. 
Dieser Gesichtspunkt war für den Aufbau und die Bemessung der Aufgaben für daa Kopf- 
rechnen bestimmend. 

2. Vertrautheit mit der Anwendung dieser Bechenfertigkeit auf die Ver- 
hältnisse dos bürgerlichen Lebens. Hier zeichnet sich das Rechenbuch aus durch die 
Fülle und Vielseitigkeit dor für das Cbungsmatcrial herangezogenen Verhältnisse und Vor- 
kommnisse, durch die Aufgaben aus dem praktischen Leben, die zugleich dazu dienen, den 
Gesichtskreis des Lcmonden und seine Kenntnis der Wirklichkeit su erweitern. 

I. Eindringondos Verständnis für dlo zur Verwendung gelangenden 
Rechenoperationen. Die einzelnen durch Zahlenbeispiele erläuterten Regeln sind überall 
in klaren, leicht einprägbaren Bitzen zusammeugefaßt. 

4. Vorbereitung auf den späteren Unterricht in der Arithmotik. Diese 
Absicht tritt bereits bei der Ableitung dor Rechcnregeln und bei der Einführung der Bruch- 
rechnung hervor and war naturgemäß maßgebend für die Gestaltung der Vorübungen zur Arithmetik. 

Du Rechenbuch schließt sich eng an die neuen Preußischen Lehrpläne an. Die Aus- 
gabe A unterscheidet sich von R nur durch du Fehlen der Vorübungen sur Arithmetik. 


Sammlung von jfa/gaben ans 8er 

Arithmetik, Trigonometrie und Stereometrie mit besonderer Berück- 
sichtigung 9er Anwendungen von /Müller und Xutncwsky. 

fhtlgofcc A, I. Zeit: ftür ©t/mnafien, tRealg^mnafien unb Dberrealftf/uleii. 

2. 2lufL gr. 8. $rei3: geb. 2.20 JL 
IL Zeit: fjfür bie oberen Staffen ber ©t/mnafien. $*ei3: geb. 3.20 JL 

VttBgabe B, I. Zeit: gür reale önftatten unb SReformfdjuIen. 2. Sufi. 

Greis: geb. 2.80 JL 
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©nfenbung beS Getragen birett Dom Gertage $u bejief/en. 


JHe oorüegenbe. für bie BUtteinaften ber bSbcren flebranft alten befttmmte 6ammlung enthüll 
Aufgaben für ben redjnrnben Zell an» fimtlicbcn Gebieten be« matbematlf djen Unter« 
riebt». 3m (Segenfafe ju bewährten Sammlungen, bie fidj (ebiglicb auf ein webtet befmr&nfen unb 
be*baIB ben Gebräu* mehrerer Öücbet nütig machen, fall» ber flebrer nicht jum Ztftieren greifen mW, 
bringt fte neben reichlichem UbungSfioff für bie Ärubmetif unb beren Hnroeubungen auch au» bet Ztrb 

t numcirie unb etmomrtrit Aufgaben, beren SRanntgfaltiglrlt allen auf biefet Stufe »u fteücnben 
nfprüdjen genügen bürfte. 

IC 3» ber mir jngeganaentn erften flufebrift eine» ffsibicbm# leiht e»: 

„Zte» Buch tp, um e» fnrj ju (agra, etue gcroi lerbarregentie Grfcbeinnng im ber nentrra 
matlrmattfcbcn pabngogifebttt SUerstnr, tmb ben grrrrn Ber/äffern fann man |* btrfer fllrranl 
■elnunentn nnb mfibeboilen ffrbett nnr kiel ©lief luiint'cDcii. " 

SnlfibrlUbe ^rßlpcHe unb grtlejtmplare jur Prüfung le|nfl e*. ftnfft|rnng pt|en gern j« Zitnpen. 
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Professor am Künlgllohen Kaiserin Augusta-Gymnaslum zu Cbarlotteuburg. ♦♦♦♦ 

firfler (Teil: Die llnterftufo. Celjraufgabe ber Klaffen Quarta bis 
Unterf efunba. geb. 2.50 JL 

Kusgabe A: 5ür (Symrtafien unb progYmnaficn. 2. Auflage, geb. \.60 JL 

Kusgabe B: 5ür reale Knftaften unb Beformfcfyulen. geb. 2.20 JL 

Streiter (Eeil: Die ©berfiufe. Cefyraufgabe ber Klaffen 0berfefunba 
unb prima, geb. 3.20 JL 

Kusgabe A: 5ür (Symnafien unb progymnaflen. 3.^0 JL 

Kusgabe B: 5ür reale 2 lnfialten unb Beformfdjulen. fjerausgegcben unter 
ITCitmirfung ron KIbert £jupe, 0 berIe^rer an ber 0 berrealfd}u(e 5 U 
Cfyarlottenburg. I. Abteilung, geb. 2.80 JL n. Abteilung, geb. 2.\0 JL 

Kusgabe C: 5ür Seminare unb präparanbenanftalten. Bearbeitet »on 
B. Baltin unb H>. ZHaitralb. geb. 2.20 JL 

Kusgabe für präparanbenanftalten. Bearbeitet ron B. B a 1 1 i n unb 
5- Segger. 3.20 JL 

Dr. (Sille in £efjrptobm unb £«ljrgfinge von $ ries unb menge, ©ftbr. {899 : 

Das £et)rroerf ron £7. IHüller enthält ben gef amten, für fidlere Schulen 
ausreid^enben Stoff in iiberfictytlidjer, flarer unb egafter Darftrl« 
lungsroeife . . . Der Planimetrie iji ein rcid^Iidjer unb moljlgeorbnetcr 
ubimgsftaff beigegeben . . . 



Von Prof. Br. C. 1j. JKüller n&sium zu Frankfurt *. M. and 
prof. Otto presler an der atÄdtjechen Oberrealachule zu Hannover. 

•/T11 ? ff 3 fl 0 «/T* Vorzugsweise für Realgym nasien und Oberrealsohule«. 

JUIbljuUl» Mit 283 Figuren im Text. [VIII u. 820 8.] gr. 8. 1908. 

■ In Leinw. geb. JC 4. — 

•/Tticfislio H* Für Gymnasien und seohsstullge Realanetaltea. Mit 

yiUdlJaUt p* 122 Figuren im Text. [VI u. 188 8.] gr. 8. 1903. 
— In Leinw. geb. JC 2. — 


Diese Leitfäden der Projektionslehro fuhren «loh im Neben-Titel all „Übungsbücher 
der konstruierenden Stereometrie“ ein. Hiermit ist die eigenartige Stellung dar Bücher 
in der Buhulbuob< Literatur gekennzeichnet. Sie umfassen nßmllcb ln breiter, laicht 
lesbarer Darstellung den gesamten projektivischen (perspektivischen) Übungsstoff, soweit 
er anf storeomotrlaoher Grundlage far höhere Sohnlen ln Betracht kommen kann. 
Das Werk soll don entsprechenden Forderungen der neuen preußischen Lehrplane 
(1901h sowio den Thesen der dentschen Mathamatikertage (ü laßen 1901) Genüge leisten 
und legt dabor weniger Wert anf eine ausgedehnte Entwickelung der darstellenden 
Geometrie, als vielmehr auf die Anwendungen der Parallel-Projektion (Per« 
spektive), der schiofon sowohl als der orthogonalen, ln den verschiedenen 8c hu U.> ehern, 
tun sugleioh ein beUiames Gegengewicht gegenüber dem oft maßlos rechnerischen 
Betriobe des mathematischen Unterrichts au bloten. Ein Anhang behandelt aueh die 
Zentral-Projoktlon (Perspektive) nebst den wichtigsten sentralcn Karten*Eal- 
wttrfen der Geographie. 


Satte 

Bezensionen . Von E. Asehkin&ß, M. Cantor, M. Krasse, W. Fr. Meyer, ff; Samter 292 

Fricko, B., u. Klein, F., Vorlesungen über die Theorie der automorphen Funktionen. 

H. Band. You W. Fr. Meyer. 8. 292. — Günther, Siegmund, Astronomische 
Geographie. Ton H. Samter. 8. 808. «— Borei, Ümile, Le$ons sur les sdries k 
termes positifo. Yon M. Krause. 8. 808. — Loria, Gino, Le scienze esatte 
nell’autica Grecia. Libro IY e Y. Yon ■. Cantor. 8.809. — Kajser, H., Lehrbuch 
4er Phjsik für Studierende. Yon E. Aschklnafi. S. 810. — Andoyer, H., Theorie 
de la Lune. Yon K. Aschkinafi. 3. 812.' 

Vermischt e Mitteilungen 818 

I. Aufgaben und Lehrsätze. Losungen. 

A. Aufgaben und Lobrsfttzo. 80. Yon P. Stickel. 8. 818. — 81. Yon E. H. Barlslen. 

S. 818. — 82. You E. N. Barlslen. S. 814. — 83. Von G. Majcen. 8. 814. 

— 84. Von O. Gntsche. S. 814. — 85. Yon 0. Gatsehe. 8. 814 .... 813 

B. Losungen. Zu 53 (E. Lampe) tou W. Stegemann. S. 815. — Zu 68 (E. N.Bariaien) 

von W. Stegemann. 8. 886. — Zu 69 (E. N. Banalen) von W. Stegemann. 

8. 887. — Zu 71 (K. Cwojdzinski) ton W. Stegemann. S. 387 815 

2. Sprechsaal für die Encjklop&die der Mathematischen Wissenschaften 888 

8. Bel der Redaktion eingegangene Bücher 341 

Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft: ^sStte 8 

Vierzehnte Sitzung am 25. Februar 1908 . 41 

Fünfzehnte Sitznng am 25. MArz 1908 41 

. Sechzehnte Sitzung am 29. April 1903 41 

Siebenzehnto Sitzung vom 27. Mai 1908 42 

Über den Invariantenbcgriff in der Differentialgeometrie. Yon Rudolf Bot he .... 42 

Über die linearen Transformationen, welche eine Determinante in sich überführen. 


Büngelaufen sind und eum Abdruck in den nächsten Heften gelangen Beiträge der Herren: 

1. Bauer, Fr. Danlils, E. Eckhardt, G. Espnnet, F. Fitting, M. GroBmaan, B. GBntsche, 

T. Hayashl, 6. Hesaenberg, C. Heumann, E. Jahnke, Ed. Janlseh, 8. Kantor, L. King, 

C. Köhler, P. Kokott, J. Krane, ü. Kühne, F. London, Ph. Haeanchen, E. Halo, E. Beyer, 

Fr. Meyer, P. Milan, !f. Nielsen, E. Sehfeld, L. 8aalschütx, Schonte, D. Slntaow, H. Stahl, 


Seite 9, Zeile 7 von unten muß es heißen: das statt den Dreikant; 

Seite 12, Zeile 18, 14 von oben muß es heißen: K f statt K x , K x statt K t ; 
Seite 14, Zeile 19 von oben muß es heißen: B <[ statt >• ACD -j- 90°; 
Seite 14, Zeile 19 von unten muß es heißen : C > statt < 90 


meljr als 8000 Aufgaben entljaltenb, übet alle Seile ber (Jlementar^ritljmetif, 
tjprninAtn«»ifp filr ßtavntuifien WrnfrttimTtnfien utih DÜorrcnfffhiifrn ÖJcfj, JL 8.20. 


&or$U0S». f. fyöfjere Süürgcrföulen, SRealjdjuleti, s #rogt)nmafieit u. SRealprogtjmnafien. 

©ebunben JL 2.60. 

Reubeorieitungnt bon $rof. ipir^fer unb $rof. ^rcSltr. 

WW Bei biefet ftrubrarbeitung beftefjt bis Hbftcht. nach OTögllcbreli bie fforberungen ju berücf* 
fUhtigen , bie in ben (raten Sabten au« ben »reifen ber ftacfjle brer heraus oielfacfi jum «uflbrud 
gerommen finb, inöbefonbete audq blnfldjtliih einer etwa* fiÄrfcren Berroertung ber Berhditnifie bed 
wirtlichen Sehen# unb bet lalfddjUdj ftattfuibcgbcn IRaturoorgönge in ben eiugerieibeten Aufgaben. 

wirb bied möglich fein ohne tnefenttidje tfnberungeu im 3uf^nitt ber heiben Bücher unb ohne 
Bfrjicht auf bie Borjttge, bie biefen ffletren bed um ben Schulunterricht fo oerbienten Berfaffer# ihre 
»eite Verbreitung an ben höheren SehranfiaUen uerfthafft haben. ffamentdcb wirb bafür geforgt »erben, 
bah bie gegenwärtigen Huflagen bribet Bücüer auch neben ber Sleubeatbetiung »eittr benufft »erben 
tünnen. H p Bie urfprüngltche Saffung ber Bücher mirb aber auch felbfioerftönbiich junödjft neben ber 
neuen noch »eiter jur Hudgabe gelangen. 


Yon Ernst Stelnits 
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W. Thienemann, ff. Veiten, E. t. Weber, A. Wendler, G. Zeroplön. 


Berichtigungen zum Doppelheft V, 1/2. 


Verlag von B. G. üeubner in Leipzig, 



%uf&afrgnfatmnhmg, 



arttfongfifriie Bufgafrgtt 

nebß leftrlnuft fr. Rrttlpwcftfr, 


“Verlag von S. 6. üeubner in Leipzig. 

er a 

Hufgaben -Sammlung 

ku* der 

Hrttbmetfk, Geometrie, 
Cngonometrie u. Stereometrie 

«cbft Hnwcndungcn auf Hftronomle, fcldmeffung, 

Nautik, phyflk, Cechnfk, TolkswirtfcbaftsUbre, 
für die oberen KlaTfen höherer Schulen von 

Dr. H. Schülhc, 

profeffor am Gpmnaflum zu Oterodc, Oft-pr. 

Nit 45 f Cguren fm €e*t. [X u. 194 8.] gr. 8» 190z. 

Xn Leltiw. geb. Nb* 2.20. 

Zum erften N*lc find zwei wefentUche 6rlcicbtcrungen benutzt — 
die Rechnung wird nur auf 4 Stellen durcbgefflbrt und der Grad 
dezimal geteilt. Dadurch wird es ermöglicht, neben den bekannten 
und bewahrten Hufgaben noch den funhtionabegriff ftarher zu be- 
tonen, Genauigheitegrcnzen für die Rechnung zu beftimmen, und 
namentlich die Hn Wendungen der N^thematih eingehender zu behandeln. 



i* 

VicrftclUgc 

Logarithmentafeln 


mb ft matbcmatifcbcti, pbyftkaltfcben und artronomifchcn 
Tabellen für den Scbutgcbrauch zufammengertellt von 

Dr. H. Scbülhe. 

4. Huflage. [II u. 18 8.] gr. 8. 1903. Steif geh. JL —.60» 

Xn IUinwand geb. X —.90. 

DU Cafcl gewährt von Allen vierteiligen Ca fein wohl dU gräfttc Gfnf achheit, 
Übcrfichtlichkci t und KOrse der Rechnung, und fU ermöglicht durch Beifügung 
von zahlreichen Cabellen die häufigere Hnwendung der Mathematik auf 

wirkliche Verhältnifre. 

Ditfe Vorzüge haben bewirkt, dak nach dem amtlichen Verzeichnte der an höheren 
Cchranftalten preukens eingeführten Schulbücher die Cafcl am 1. 7 ult 1899 an S 4 
[gegenwärtig etwa an 40 ] Hnftalten benutzt wird. — ferner fei darauf aufmerkfam 
gemacht, dak die Benutzung der Cafcl durch die Hufgabcn-Sammlung des Ver- 
fasser* erleichtert wird, welche zahlreiche 8eirp{cle aus der reinen und angewandten I 
Mathematik für 4 Stellen und Dezimaltcilung des Grades enthält. Durch diefe Huf- 
gabcn-Sammlung ift wohl endgültig der Beweis geliefert, dak vier Stellen für ade 

Schulzwccke genügen. 

Da nun durch die neuen Cchrpläne vierteilige Cafeln ausdrücklich getattet find, 
fo kann dU Cafcl den Herren fachlchrcrn der Mathematik zur Prüfung für etwaige 
etnführung angelegentlich empfohlen werden. 

lg— 7 . ol 


Hierzu Beilagen von B. 6. Tcubner in Leipzig. 
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